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2002 年 8 月 在 北京 举行 国际 数学 家 大 会 〈ICM2002) 期 
间 ，91 岁 高 岭 的 数学 大 师 陈 省 身 先 生 为 少年 儿童 题词 ， 写 下 
了 “数学 好 玩 ”4 个 大 字 。 

数学 真 的 好 玩 吗 ? 不 同 的 人 可 能 有 不 同 的 看 法 。 

有 人 会 说 ， 陈 省 身 先 生 认为 数学 好 玩 ， 因 为 他 是 数学 
大 师 ， 他 懂 数 学 的 奥妙 。 对 于 我 们 凡夫 俗 子 来 说 ， 数 学 枯 
燥 ， 数 学 难 懂 ， 数 学 一 点 也 不 好 玩 。 

其 实 ， 陈 省 身 从 十 几 岁 就 觉得 数学 好 玩 。 正 因为 觉得 
数学 好 玩 ， 才 兴致 勃勃 地 玩 个 不 停 ， 才 玩 成 了 数学 大 师 。 
并 不 是 成 了 大 师 才 说 好 玩 。 

所 以 ， 小 孩子 也 可 能 觉得 数学 好 玩 。 

当然 ， 中 学 生 或 小 学 生 能 够 体会 到 的 数学 好 玩 ， 和 数 
学 家 所 感受 到 的 数学 好 玩 ， 是 有 所 不 同 的 。 好 比 象棋 ， 刚 
入 门 的 棋 手 党 得 有 趣 ， 国 手 大 师 也 觉得 有 趣 ， 但 对 于 具体 
一 步 棋 的 奥妙 和 其 中 的 趣味 ， 理 解 的 程度 却 大 不 相同 。 

世界 上 好 玩 的 事物 ， 很 多 要 有 了 感受 体验 才能 食 髓 知 
味 。 有 酒仙 之 称 的 诗人 李白 写 道 : “但 得 此 中 味 ， 勿 为 醒 
者 传 "， 不 喝酒 的 人 是 很 难 理解 酒 中 乐趣 的 。 

但 数学 与 酒 不 同 。 数 学 无 所 不 在 。 每 个 人 或 多 或 少 地 
要 用 到 数学 ， 要 接触 数学 ， 或 多 或 少 地 能 理解 一 些 数学 。 
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早 在 2000 多 年 前 ， 人 们 就 认识 到 数 的 重要 。 中 国 古 
代 哲 学 家 老子 在 《道德 经 》 中 说 :道生 一 ， 一 生 二 ， 二 生 
三 ， 三 生 万 物 。” 十 希腊 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 思 奶 家 菲 洛 芝 
斯 说 得 更 加 确定 有 力 : “上 庞大、 万 能 和 完美 无 缺 是 数字 的 
力量 所 在 ， 它 是 人 类 生活 的 开始 和 主宰 者 ， 是 一 切 事 物 的 
参与 者 。 没 有 数字 ， 一 切 都 是 混乱 和 黑 蜡 的 。 

既然 数 是 一 切 事 物 的 参与 者 ， 数 学 当然 就 无 所 不 在 
jo 

在 很 多 有 趣 的 活动 中 ， 数 学 是 幕后 的 策划 者 ， 是 游戏 
”规则 的 制定 者 。 

玩 七 巧 板 ， 玩 九 连环 ， 玩 华容 道 ， 不 少 人 玩 起 来 乐 而 
不 倦 。 玩 的 人 不 一 定 知道 ， 所 玩 的 其 实 是 数学 。 这 套 丛 书 
里 ， 吴 稚 龄 先生 编著 的 《七 巧 板 、 九 连环 和 华容 道 一 一 中 
国 古 典 智力 游戏 三 绝 》 一 书 ， 讲 了 这 些 管 力 游戏 中 蕴含 的 
数学 问题 和 数学 道理 ， 说 古 论 今 ， 引 人 入 胜 。 从 书 编者 应 
读者 要 求 ， 还 收入 了 吴 先 生 的 另 一 本 备 受 大 家 欢迎 的 《 幻 
方 及 其 他 一 一 娱乐 数学 经 典 名 题 )， 该 书 题材 广泛 、 内 容 
有 趣 ， 能 使 人 在 游戏 中 启迪 思想 、 开 阔 视 野 ， 锻 炼 思维 能 
力 。 丛 书 的 其 他 各 册 ， 内 容 也 时 有 涉及 数学 游戏 。 游 戏 就 
是 玩 。 把 数学 游戏 作为 丛书 的 重要 部 分 ， 是 “好 玩 的 数 
学 ” 题 中 应 有 之 义 。 

数学 的 好 玩 之 处 ， 并 不 限于 数学 游戏 。 数 学 中 有 些 极 
具 实 用 意义 的 内 容 ， 包 含 了 深刻 的 奥妙 ， 发 人 深思 ， 使 人 
惊讶 。 比 如 ， 以 数学 家 欧 拉 命名 的 一 个 公式 
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这 里 指数 中 用 到 的 x， 就 是 大 家 熟悉 的 圆周 率 ， 即 圆 的 周 
长 和 直径 的 比值 ， 它 是 数学 中 最 重要 的 一 个 常数 。 数 学 中 
第 2 个 重要 的 常数 ， 就 是 上 面 等 式 中 左 端 出 现 的 e， 它 也 
和 古 一 个 无 理 数 是 自然 对 数 的 底 近似值 为 
2.718281828459.…。 指 数 中 用 到 的 另 一 个 数 i， 就 是 虚数 
单位 ， 它 的 平方 等 于 一 1。 谁 能 想到 ， 这 3 个 出 身 大 不 相 
同 的 数 ， 能 被 这 样 一 个 简洁 的 等 式 联系 在 一 起 呢 ? 从 书 
中 ， 陈 仁政 老师 编著 的 《说 不 尽 的 x》 和 《不 可 思议 的 
e》， 分 别 详尽 地 说 明了 这 两 个 奇妙 的 数 的 来 历 、 有 关 的 轶 
事 趣 谈 和 人 类 认识 它们 的 漫长 的 过 程 。 其 材料 的 丰富 详 
尽 ， 论 述 的 清楚 确切 ， 在 我 所 知 的 中 外 有 关 书 籍 中 ， 无 出 
其 右 者 。 

如 采 你 对 上 面 等 式 中 的 虚数 i 的 来 历 有 兴趣 ， 不 妨 翻 
一 翻 王 柄 禾 教 授 为 本 丛书 所 写 的 《数学 演义 》 的 “第 十 五 
回 三 次 方程 闹剧 获得 公式 解 ”神医 卡 丹 内 湾 难 售 诡 辩 
量 "。 这 本 章 回 体 的 数学 史 读 物 ， 可 谓 通 而 不 俗 、 深 入 小 
出 。 王 树 禾 教授 把 数学 史上 的 大 事 趣 事 憾事 ， 像 说 评书 一 
梓 ， 加 我 们 娓 娓 道 来 ， 使 我 们 时 而 惊讶 、 时 而 叹息 、 时 而 
感 备 ， 引 来 无 穷 怀 念 遐 想 。 数 学 好 玩 ， 人 类 探索 数学 的 曲 
折 故 事 何尝 不 好 玩 呢 ? 光 看 看 这 本 书 的 对 联 形式 的 四 十 回 
的 标题 ， 就 够 过 把 瘾 了 。 王 教授 还 为 从 书写 了 一 本 《数学 
聊 问 )， 把 现代 数学 和 经 典 数 学 中 许多 看 似 古 怪 而 实则 富 
有 芯 想 哲理 的 内 容 ， 像 《 聊 裔 》 讲 和 鬼 说 狐 一 样 最 大 限度 地 
大 众 化 ， 努 力 使 读者 不 但 “ 知 其 然 ” 而 且 “ 知 其 所 以 然 ”。 
在 这 里 ， 数 学 的 好 玩 ， 已 经 到 了 相当 高 雅 的 层次 了 。 
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谈 祥 柏 先生 是 几 代 数学 爱好 者 都 熟悉 的 老 科 普 作 家 ， 
大 量 的 数学 科普 作品 早已 脸 炙 人 口 。 他 为 丛书 所 写 的 《 乐 
在 其 中 的 数学 》， 很 可 能 是 他 的 封 笔 之 作 。 此 书 吸取 了 美 
国 著 名 数学 科普 大 师 加 德 纳 25 年 中 作品 的 精华 ， 结 合 中 
国 国情 精心 改编 ， 内 容 新 颖 、 风 格 多 变 、 雅 俗 共 赏 。 相 信 
读者 看 了 必 能 乐 在 其 中 。 

易 南 轩 老 师 所 写 的 《数学 美 拾 趣 》 一 节 ， 目 2002 年 
初版 以 来 ， 获 得 读者 广泛 好 评 。 该 书 以 流畅 的 文笔 ， 围 统 
一 些 有 趣 的 数学 内 容 进行 了 纵横 知识 面 的 联系 与 扩展 ， 足 
以 开阔 眼界 、 拓 广 思 维 。 读 者 群 中 有 理科 和 文科 的 师 生 ， 
不 但 有 数学 爱好 者 ， 也 有 文学 艺术 的 爱好 者 。 该 书 出 版 不 
久 即 脱销 ， 有 一 些 读者 索 书 而 未 能 如 愿 。 这 次 作者 在 原 书 
基础 上 进行 了 较 大 的 修订 和 和 补充， 列 入 丛书， 希望 能 满足 
这 些 读者 的 心愿 。 

世界 上 有 些 事物 的 变化 ， 有 确定 的 因果 关系 。 但 也 有 
着 大 量 的 随机 现象 。 一 局 象棋 的 胜 负 得 失 ， 一 步 一 步 地 分 
析 起 来 ， 因 果 关 系 是 清楚 的 。 一 盘 麻 将 的 输 语 ， 却 包含 了 
很 多 难以 预料 的 偶然 因素 ， 即 随机 性 。 有 趣 的 是 ， 数 学 不 
但 长 于 表达 处 理 确 定 的 因果 关系 ， 而 且 也 能 表达 处 理 被 偶 
然 因 素 支 配 的 随机 现象 ， 从 偶然 中 发 现 规律 。 孙 荣 恒 先生 
的 《趣味 随机 问题 》 一 书 ， 向 我 们 展示 出 概率 论 、 数 理 统 
计 、 随 机 过 程 这 些 数 学 分 支 中 许多 好 玩 的 、 有 用 的 和 新 锋 
的 问题 。 其 中 既 有 经 典 趣 题 ， 如 赌 徒 输 光 定理 ， 也 有 近年 
来 发 展 的 新 的 方法 。 

中 国 古 代数 学 ， 体 现 出 算法 化 的 优秀 数学 思想 ， 曾 一 


上 度 辉 煌 。 回 顾 一 下 中 国 古 算 中 的 名 题 趣事 ， 有 助 于 了 解 历 
史 文 化 ， 振 和 否 民 族 精 神 ， 学 习 逻 辑 分 析 方 法 ， 发 展 空间 想 
像 能 为 。 郁 祖 权 先生 为 从 书 所 著 的 《中 国 古 算 解 趣 》， 诗 、 
词 、 书 、 画 、 数 五 术 俱 有 ， 以 通俗 艺术 的 形式 介绍 韩信 点 
兵 、 苏 武 牧羊 、 李 白 洁 酒 等 40 余 个 中 国 古 算 名 题 ; 以 题 
说 法 ， 讲 解 我 国 古 代 很 有 影响 的 一 些 数 学 方法 ; 以 法 传 
知 ， 叙 述 这 此 算法 的 历史 背景 和 实际 应 用 ， 并 对 相关 的 中 
算 典 籍 、 著 名 数学 家 的 生平 及 其 贡献 做 了 简要 介绍 ， 的 确 
是 青少年 的 好 读物 。 

谈 一 读 《 好 玩 的 数学 》)， 玩 一 玩 数学 ， 是 消闲 娱乐 ， 
又 是 学 习 思 考 。 有 些 看 来 已 经 解决 的 小 问题 ， 再 多 想 想 ， 
往往 有 “柳暗花明 又 一 村 ”的 感觉 。 

举 两 个 例子 ， 

《中 国 古 算 解 趣 》 第 37 节 ， 讲 了 一 个 “三 俩 垂钓 ”的 
题目 。 与 此 题 类 似 ， 有 个 “五 猴 分 桃 ” 的 趣 题 在 世界 上 广 
泛 流 传 。 著 名 物理 学 家 、 诺 贝尔 奖 获 得 者 李 政 道教 授 访 问 
中 国 科学 梳 术 大 学 时 ， 曾 用 此 题 考 问 中 国 科 学 技术 大 学 少 
年 班 的 学 生 ， 无 人 能 答 。 这 个 问题 ， 据 说 是 由 大 物理 学 家 
狄 拉 死 提出 的 ， 许 多 人 尝试 着 做 过 ， 包 括 狄 拉克 本 人 在 内 
都 没有 找到 很 简便 的 解法 。 李 政道 教授 说 ， 著 名 数理 惕 辑 
学 冢 和 哲学 家 怀 德 海 曾 用 高 阶 差 分 方程 理论 中 通 解 和 特 解 
的 关系 ， 给 出 一 个 巧妙 的 解法 。 其 实 ， 仔 细 想 想 ， 有 一 个 
十 分 简单 有 趣 的 解法 ， 小 学 生 都 不 难 理解 。 

原 题 症 这 样 的 ;5 只 猴子 一 起 搞 了 1 堆 桃 子 ， 因 为 太 
累 了 ， 它 们 商量 决定 ， 先 睡 一 觉 再 分 。 
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过 了 不 知 多 久 ， 来 了 1 只 猴子 ， 它 见 别 的 猴子 没 来 ， 
便 将 这 1 扒 桃 子平 均 分 成 5 份 ， 结 果 多 了 工 个 ， 就 将 多 的 
这 个 吃 了 ， 拿 走 其 中 的 1 堆 。 又 过 了 不 知 多 久 ， 第 2 只 猴 
子 来 了 ， 它 不 知道 有 1 个 同伴 已 经 来 过 ， 还 以 为 自己 是 第 
1 个 到 的 呢 ， 于 是 将 地 上 的 桃子 堆 起 来 ， 平 均 分 成 5 份 ， 
发 现 也 多 了 1 工 个 ， 同 样 吃 了 这 1 个 ， 拿 走 其 中 的 工 堆 。 第 
3 只 、 第 4 只 、 第 S$ 只 猴子 都 是 这 样 …… 问 这 $ 只 猴子 至 
少 摘 了 多 少 个 桃子 ? 第 5 个 猴子 走 后 还 剩 多 少 个 桃子 ? 
尽 路 和 人 解法: 题目 难 在 每 次 分 都 多 1 个 桃子 ， 实 际 上 
可 以 理解 为 少 4 个 ， 先 借 给 它们 4 个 再 分 。 
好 玩 的 是 ， 桃 子 尽 管 多 了 4 个 ， 每 个 猴子 得 到 的 桃子 
并 不 会 增多 ， 当 然 也 不 会 减少 。 这 样 ， 每 次 都 刚好 均 分 成 
5 准 ， 就 农 易 算 了 。 
想 得 快 的 一 下 就 看 出 ， 桃 子 增加 4 个 以 后 ， 能 够 被 5 
的 5 次 方 整 除 ， 所 以 至 少 是 3125 个 。 把 借 的 4 个 桃子 还 
了 ， 可 知 5 只 猴子 至 少 摘 了 3121 个 桃子 。 
容 多 算出 ， 最 后 剩 下 至 少 1024 一 4= 1020 个 桃子 。 
细 细 地 算 ， 就 是 ; 
设 这 1 堆 桃 子 至 少 有 之 个 ， 借 给 它们 4 个 ， 成 为 xz 十 
4 个 。 
5 个 猴子 分 别 拿 了 a，5，c，d，e 个 桃子 (其 中 包括 
吃 掉 的 一 个 )， 则 可 得 
a= (x+4) /S 
b=4 (x+4 )/25 
c=16 (zx+4 )/125 
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d=64 (z+4)/625 
e=256 (过 +4 )/3125 

e 应 为 整数 ， 而 256 不 能 被 5 整除 ， 所 以 (z+4) 应 
是 3125 的 倍数 ， 所 以 

(z+4) =3125k (k 取 自 然 数 ) 

当 &=1 时 ,z=3121 

答案 是 ， 这 5 个 猴子 至 少 摘 了 3121 个 桃子 。 

这 种 解法 ， 其 实 就 是 动力 系统 研究 中 常用 的 相似 变换 
法 ， 也 是 数学 方法 论 研究 中 特别 看 重 的 “映射 - 反 演 ” 法 。 

小 中 见 大 ， 也 是 数学 好 玩 之 处 。 

在 《说 不 尽 的 x》 的 5.3 节 ， 谈 到 了 祖冲之 的 密 率 
355/113。 这 个 密 率 的 妙 处 ， 在 于 它 的 分 母 不 大 而 精确 度 
很 高 。 在 所 有 分 母 不 超过 113 的 分 数 当 中 ， 和 x 最 接近 的 
就 是 355/113。 不 但 如 此 ， 华 罗 庚 在 《数论 导 引 》 中 用 丢 
华图 理论 证 明 ， 在 所 有 分 母 不 超过 336 的 分 数 当 中 ， 和 x 
最 接近 的 还 是 355/113。 后 来 ， 在 夏 道行 教授 所 著 《x 和 
e》 一 书 中 ， 用 连 分 数 的 方法 证 明 ， 在 所 有 分 母 不 超过 
8000 的 分 数 当 中 ， 和 x 最 接近 的 仍然 是 355/113， 大 大 改 
进 了 336 这 个 界限 。 有 趣 的 是 ， 只 用 初中 里 学 的 不 等 式 的 
知识 ， 竟 能 把 8000 这 个 界限 提高 到 16500 以 上 ! 

根据 x = 3.141S926S35897 …， 可 得 |3SS%/113- rr| < 
0.00000026677， 如 采 有 个 分 数 g/p 比 355/113 更 接近 x， 一 
定 会 有 

13$$/113 - g/p|<2x0.00000026677 


1355p ~113g|/113p<2x0.00000026677 

因为 g/p 不 等 于 355/113， 所 以 |355p -113g | 不 是 

0。 但 它 是 正 整 数 ， 大 于 或 等 于 1， 所 以 
1/113p <2 x0.00000026677 
由 此 推出 
p>1/(113x2x0.00000026677 ) >16586 

这 表明 ， 如 果 有 个 分 数 g/p 比 355/113 更 接近 r， 其 
分 母 一 定 大 于 16586。 

如 此 简单 初等 的 推理 得 到 这 样 好 的 成 绩 ， 可 谓 鸡 刀 宰 
牛 。 
” ”数学 问题 的 解决 ， 常 有 “出 乎 意料 之 外 ， 在 平 情理 之 
中 ”的 情形 。 

在 《数学 美 拾趣 》 的 22 章 ， 提 到 了 “ 生 锈 圆规 ” 作 
图 问题 ， 也 就 是 用 半径 固定 的 圆规 作 图 的 问题 。 这 个 问题 
出 现 得 很 旱 ， 历 史上 著名 的 画家 达 . 芬 奇 也 研究 过 这 个 问 
题 。 直 到 20 世纪 ， 一 些 基 本 的 作 图 ， 例如 已 知 线段 的 两 
端点 求 作 中 点 的 问题 (线段 可 没有 给 出 来 )， 都 没有 答案 。 
有 些 人 认为 用 生 锈 圆规 作 中 点 是 不 可 能 的 。 到 了 20 世纪 
80 年 代 ， 在 规 尺 作 图 问题 上 从 来 没有 这 贡献 的 中 国人 ， 不 
但 解决 了 中 点 问题 和 另 一 个 未 解决 问题 ， 还 意外 地 证 明了 
从 2 点 出 发 作 图 时 生 锈 圆规 的 能 力 和 普通 规 尺 是 等 价 的 。 
那么 ， 从 3 点 出 发 作 图 时 生 锈 圆规 的 能 力 又 如 何 呢 ? 这 是 
尚未 解决 的 问题 。 

开始 提 到 ， 数 学 的 好 玩 有 不 同 的 层次 和 境界 。 数 学 大 
师 看 到 的 好 玩 之 处 和 小 学 生 看 到 的 好 玩 之 处 会 有 所 不 同 。 
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就 这 套 丛 书 而 言 ， 不 同 的 读者 也 会 从 其 中 得 到 不 同 的 乐趣 
和 益处 。 可 以 当做 休闲 娱乐 小 品 随 便 翻 翻 ， 有 助 于 排 坦 工 
作 疲 劳 、 俗 车 烦恼 ! 可 以 作为 教师 参考 资料 ， 有 助 于 活跃 
课堂 气氛 、 启 迪 学 生 心 智 ; 可 以 作为 学 生 课 外 读物 ， 有 助 
于 开阔 眼界 、 增 长 知识 、 锻 炼 逻 辑 思维 能 力 。 即 使 对 于 数 
学 修养 比较 高 的 大 学 生 、 研 究 生 甚至 数学 研究 工作 者 ， 也 
会 开卷 有 益 。 数 学 大 师 华 罗 庚 提倡 “小 至 不 侮 ”， 上 面 拓 
到 的 两 个 小 题目 都 有 名 家 做 过 。 从 书 中 这 类 好 玩 的 小 问题 
比比 省 是 ， 说 不 定 有 心 人 还 能 从 中 控 出 宇 矿 ， 有 所 斩获 
学 。 

吕 嗪 不 少 了 ， 打 住 吧 。 谨 以 此 序 祝 《 好 玩 的 数学 》 从 


忆 成 功 。 
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别 把 数学 想像 得 那么 困难 和 艰 涩 ， 认 为 它 排 
斥 常 识 。 数 党 仅仅 是 常识 的 一 种 微妙 的 形式 。 
L. 饥 尔 文 


清 代 文 标清 松 龄 著 奇 书 《 聊 高 志 异 》， 借 鬼 狐 故事 伐 
恶 扬 善 ， 名 冠 文学 史 ， 只 可 惜 蒲 留 仙 老 先 生 的 书 用 文言 写 
成 ， 今 日 一 般 读 者 颇 为 费解 ，《 聊 高 志 异 》 已 有 不 少 版 本 
的 白话 文 译本 发 行 ， 很 受 大 众 欢迎 。 

数学 当中 也 有 很 多 难 理 解 、 难 证 明 、 难 计算 的 问题 ， 
犹如 《聊斋 志 异 》 中 众多 的 神奇 故事 ， 例 如 由 正方 形 对 角 
线 的 长 引发 的 第 一 次 数学 危机 ， 由 理发 师 悖 论 (罗素 悖 
论 ) 引发 的 第 三 次 数学 危机 ， 在 简单 确定 的 规律 支配 下 却 
孕育 出 混沌 的 紊乱 运动 等 ;至 于 计算 机 数学 的 核心 问题 
NPC,， 分 明 是 从 有 限 的 情形 之 中 挑选 出 一 种 合乎 要 求 的 情 
形 ， 为 什么 用 大 型 计算 机 去 解 尚 需 千 万 世纪 才能 解 出 呢 ? 
NPC 中 的 问题 为 什么 共生 死 ? 它们 究竟 存在 不 存在 有 效 的 
解法 ? 又 如 臭名 昭著 的 3x+1 问题 ,xz 为 偶数 ， 则 取 其 
半 ; 工 为 奇数 ， 则 取 3z+1 之 半 ; 得 出 的 结果 再 如 上 “ 取 
半 ”， 实 验 与 猜想 最 后 会 得 出 1， 可 惜 (可 怕 ) 它 是 至 今 数 
学 界 无 力 解决 的 问题 之 一 ， 现 在 无 人 证 其 真 ， 亦 无 人 证 其 


伪 。 美 籍 奥地利 数学 家 可 德尔 严格 证 明了 确 乎 存在 既 不 能 
证 其 真 亦 不 能 证 其 伪 的 命题 ! 如 果 问 : x 的 小 数 部 分 会 不 
会 有 100 个 8 连贯 出 现 ， 即 
r=3.14159265.…888…888…? 
100 个 8 

如 条 有 ， 有 几 处 ? 在 小 数 点 后 第 几 位 上 发 生 ? 这 种 “ 坏 问 
题 ” 数 学 中 到 处 都 有 ， 要 多 少 有 多 少 。 种 种 涉及 数学 与 计 
算 机 数学 的 尖锐 重大 的 问题 ， 很 值得 我 们 关心 。 但是， 在 
现代 数学 专著 当中 ， 设 定 了 繁多 的 专用 符号 和 艰 涩 的 定 
义 、 定 理 ， 弄 得 连 非 本 分 支 的 数学 家 们 都 成 了 隔山 之 人 ， 
感到 好 似 “ 两 个 黄酮 鸣 以 柳 ”， 不 知 所 云 。 

能 否 拣 一 些 现代 的 数学 内 容 和 生动 有 趣 的 经 典 数学 内 容 , 
用 “普通 话 ” 写 一 本 狗 似 《 聊 畜 志 异 》 那 般 有 思想 哲理 、 活 
淡 巧 妙 的 数学 科普 著作 ， 来 宣传 普及 这 些 重要 优雅 的 数学 知 
识 史 ? 本 书 对 此 做 了 和 尝试， 在 兼顾 数学 知识 的 趣味 性 和 严 青 
性 的 前 提 下 ， 最 大 限度 地 大 众 化 ， 努 力 使 读者 不 但 “ 知 其 然 ” 
亦 使 之 “ 知 其 所 以 然 "” 力 争 通 而 不 俗 ， 美 而 不 媚 。 

本 节 几 乎 完全 用 + -XxX 二 + 解决 问题 ，lim 只 用 过 不 多 
几 次 ， 力 争 不 沾 微 积分 等 现代 数学 中 非 初等 运算 的 边 ， 使 
得 几 具 中 学 文化 的 读者 百分之百 地 可 以 读 懂 全 书 ， 当 然 ， 
数学 专业 的 师 生 也 不 至 于 认为 太 肤 浅 。 如 此 使 得 各 个 层次 
的 读者 都 可 以 在 欢快 轻松 的 阅读 欣赏 当中 ， 学 到 新 知识 ， 
见识 新 技巧 ， 在 幽默 的 智能 娱乐 之 中 ， 接 受 和 进一步 思考 
现代 数学 的 本 质 和 是 非 。 


书 中 的 标题 是 “摘要 ” 式 的 ， 有 的 比较 具体 ， 写 作 时 
则 代 题 发 挥 ， 多 讲 了 一 些 与 该 标题 相关 的 道理 和 要 例 。 

但 愿 这 本 书 能 让 你 与 数学 结缘 ， 如 果 你 被 书 中 那些 诱 
入 的 问题 和 技巧 迷 住 而 流连 忘 返 ， 从 此 更 疾 情 数学 ， 提 升 
了 数学 的 悟性 和 技能 ， 那 正 是 作者 的 初衷。 

国际 数学 联盟 (IMU) 把 2000 年 定 为 “世界 数学 
年 "， 并 且 制 订 了 如 下 宗旨 ， 

“使 数学 及 其 对 世界 的 意义 被 社会 所 了 解 ， 特 别 是 被 
普通 公众 所 了 解 。” 

本 书 按 上 述 宗 旨 献 给 广大 的 数学 爱好 者 和 “数学 不 爱 
好 者 "。 我 相信 ， 你 读 了 这 本 书 之 后 就 会 与 别人 争辩 说 ， 数 
学 绝 不 像 有 些 人 传说 的 那样 枯燥 乏味 。 如 果 你 原 不 是 一 位 
数学 爱好 者 ， 当 你 看 完 这 本 书 ， 数 学 的 面具 被 你 亲手 揭 掉 
之 后 ， 你 已 经 由 一 个 数学 的 朴 远 者 变 成 了 数学 爱好 者 了 。 
但 愿 本 书 是 你 永远 的 好 朋友 。 

作者 学 识 浅 薄 ， 文 字 工 夫 亦 不 深 不 敢 说 写作 愿望 已 
经 达到 ， 有 盼 请 读者 与 同行 批评 。 

本 书 第 一 次 印刷 发 行 告 融 ， 今 做 修订 增补 出 第 二 版 
以 应 谈 者 之 需 。 根 据 读者 与 科学 出 版 社 编辑 的 意见 ， 进 行 
了 了 全面 修正 、 润 色 、 精 炼 。 在 此 对 关心 本 书 的 诸位 同志 上 
众 读者 深 表 谢 忱 。 


王 树 禾 
2004 年 7 月 于 
中 国 科 学 技术 大 学 
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1 算术 篇 


数学 是 科学 的 女皇 ,而 算术 则 是 数学 的 女皇 。 


| ,| 从 2+2=4 谈 起 


一 位 聪明 天 真 的 小 朋友 问 和 他 的 妈妈 ,“ 为 什么 2 加 2 等 于 4?7 妈 
妈 管 :“ 傻 孩子 , 连 这 么 简单 的 算术 都 不 懂 !" 于 是 这 位 母亲 伸 出 左手 
的 两 个 指头 , 又 伸 出 右手 的 两 个 指头 , 左右 的 两 个 指头 往 一 起 一 并 ， 
说 ;“ 这 就 叫 2 加 2, 你 数 一 数 , 看 是 不 是 4?” 孩 子 勉 强 点 头 , 接着 又 
问 :“ 可 是 4 是 什么 玩意 儿 呢 ?” 妈 妈 欲 言 而 无 语 。 是 呀 , 如 果 母 亲 说 
这 些 指 头 的 数目 就 叫做 4, 孩子 再 追问 什么 叫做 999999999, 那 可 就 
不 好 用 指头 之 类 的 东西 来 比划 着 解释 了 ! 

事实 上 , 反思 我 们 小 时 候 对 加 法 的 学 习 , 确实 是 非 理 性 的 , 完全 
是 老师 和 家 长 向 我 们 的 脑子 里 灌 进 去 而 记 住 了 的 七 加 八 一 十 五 ,七 
加 五 一 十 二 之 类 的 指令 而 已 ;认真 思考 起 来 , 究竟 每 个 目 然 数 是 如 何 
定义 的 , 加 法 是 什么 ,为 什么 2+2=4,4+4=8, 等 等 ,确实 是 一 个 严 
肃 的 数学 问题 。 

原始 人 已 有 自然 数 的 原始 概念 , 他 们 用 小 石头 来 记录 捕捉 的 猎 
物 的 个 数 (或 用 “ 结 绳 记事 ”法 )。 有 人 捕 来 一 只 野兔, 他 们 就 在 小 坑 


里 放 上 一 颗 石 子 , 又 有 人 捕 来 一 只 野兔 , 他们 就 在 小 坑 中 又 投放 一 颗 
石子 ,等 等 。 事实 上 ,这 逐一 地 疝 小 坑 中 投石 子 的 过 程 恰 是 加 法 运算 
的 真 谤 , 投 一 颗 石子 就 叫做 加 上 1, 1 加 1 得 到 的 数量 就 叫做 2,2 再 
加 1 得 到 的 数量 就 叫做 3, 等 等 。 再 后 来 , 人 们 发 现 了 加 法 的 结合 律 ， 
外 1+1+1+1=(+1l)+(+1l), 等 等 。 公 元 6 世纪 , 印度 数学 家 引 
入 令 的 全 写 “0”, 它 是 目 然 数 的 “排头 ”。 到 了 19 世纪 , 皮 亚 诺 
(G. Peano, 1858 一 1932) 提 出 了 五 条 算术 公理 , 才 从 理论 上 彻底 解决 
了 什么 是 自然 数 ,为 什么 2+2=4 等 数学 上 的 这 些 基本 问题 ,他 的 三 
个 概念 与 五 个 公理 是 ， 

0, 后 继 和 自然 数 ,以 及 如 下 五 条 公理 . 

公理 1 0 是 自然 数 。 

公理 2 任何 目 然 数 的 后 继 是 自然 数 。 

公理 3 0 不 是 任何 数 的 后 继 。 

公理 4 不 同 的 目 然 数 后 继 不 同 。 

公理 5 ”对 于 有 某 一 性 质 , 知 0 有 此 性 质 , 而 且 若 某 自 然 数 有 此 性 
质 时 , 它 的 后 继 也 有 此 性 质 , 则 一 切 自 然 数 都 有 此 性 质 。 

具体 地 说 ,0 的 后 继 中 国人 叫做 一 , 美国 人 叫做 one, 1 的 后 继 中 
国人 叫做 二 , 美国 人 叫做 two, 等 等 。 第 五 公理 谈 的 是 数学 归纳 法 。 
一 个 目 然 数 生出 它 的 后 继 的 过 程 是 加 法 , 记 成 0+1=1,1+1=2,2+ 
1=3,3+1=4,n+1=(2+1), 等 等 。 

由 皮 氏 的 公理 可 以 明确 无 误 地 回答 什么 是 自然 数 的 问题 ,例如 4 
是 什么 ? 答 :4 是 3 的 后 继 , 或 日 4 是 3 之 “ 子 ",3 呢 ? 3 是 2 的 后 继 ， 
2 呢 ?2 是 1 的 后 继 , 1 呢 ?1 是 0 的 后 继 ,0 呢 ? 0 是 祖宗 , 它 不 是 谁 
的 后 继 ,是 目 然 数 的 发 源 点 。 

2+2=4 证 明 如 下 : 

因为 1+1=2, 所 以 2+2=(1+1)+(1+1), 由 结合 律 得 

2+2=(1+1)+(1+1)=(1+1+1)+1 
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又 因 1+1+1=(1+1)+1=2+1=3 
所 以 2+2=3+1, 而 3+1=4, 故 知 2+2=4 是 正确 的 。 

证 毕 。 | 

有 了 加 法 的 概念 , 减法 是 加 法 的 赣 运 算 , 滋 法 则 是 几 个 数 连 加 的 
“简写 ”, 除法 是 乘法 的 道 运算 。 可见 , 从 皮 氏 公理 出 发 已 经 把 + 一 x 
= 的 概念 弄 得 水 落石 出 , 不 再 是 那 种 原始 的 直观 感觉 (例如 结 绳 记 
事 ) 或 死记 的 九 九 表 了 。 

查阅 《现代 汉语 词典 》 上 加 法 词 目 ,词典 称 .“ 加 法 jiafa, 数学 中 的 
一 种 运算 方法 , 两 个 或 两 个 以 上 的 数 合成 一 个 数 的 方法 。” 这 种 解释 
实在 科学 , 例如 它 只 说 “合成 一 个 数 ”, 并 不 说 这 个 数 ( 我 们 称 其 为 和 ) 
是 多 少 。 事实 上 , 现代 数学 对 于 1+1 的 和 未 必 总 是 算出 2 来 的 。 带 
想 原 始 人 怎样 形成 数量 的 概念 ,最初 只 是 “有 ”与 “无 ”两 个 概念 ,他们 
尚 没有 “多 少 ” 的 概念 和 斤斤计较 的 坏 习 气 。 就 是 现代 , 有 时 也 只 需 
考虑 有 与 无 , 是 与 否 , 而 不 必 细 说 有 多 少 ,例如 我 们 要 写字 , 关心 的 是 
有 笔 还 是 没有 笔 ,至 于 有 笔 时 有 几 枝 , 那 都 是 一 回 事 , 如 果 这 时 规定 0 
代表 无 (或 否 ), 1 代表 有 (或 是 ), 则 应 有 0+0=0,0+1=1,1+0=1， 
1+1T=1。 这 个 1+1=1 的 算式 有 点 不 习惯 ,但 对 于 此 处 的 实际 家 
景 , 如 此 定义 加 法 是 再 合适 不 过 了 。 这 种 1+1 不 等 于 2, 而 等 于 1 的 
加 法 称 为 “逻辑 和 ”,1+1=1, 于 是 1+1+…+1=1(n 是 日 然 数 )。 

n 个 1 

再 看 电视 机 开关 , 你 用 指头 捕 一 下 , 它 就 为 你 播放 节目 , 再 捅 一 
下 , 它 就 关机 了 , 如 果 拒 关机 状态 记 成 0, 把 播放 状态 记 成 1, 则 有 加 
法 法 则 ， 


0+0=0 
0+1=1 
1+0=1 
1+1=0 
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(1) 1x63 03 
121x63 7623 
12321x63 776223 
1234321x63 T77762223 
123454321x63 = 7777622223 
123453634321x63 777776222223 
12345676534321x63 77777762222223 
123456787654321x63 T7777777622222223 
12345678987654321x63 777777776222222223 


道理 :例如 第 五 行 的 7777622223 是 这 样 得 到 的 ， 
77777 x (100000—1)=7777700000 - 77777 
=7777622223 
77777 x 99999 =7x9x(11111 X11111) 
=123454321 x 63 
其 余 各 行道 理 相 同 。 

(2) (1+1+1)x37=111,(5+5$S+5)x37=555, 
(2+2+2)x37=222, (6+6+6) X37=666, 
(3+3+3)x37=333, (7+7+7)xXx37=777, 
(4+4+4)X37=444,(8+8+8)Xx37=888, 
(9+9+9)x37=999 

道理 ;111 二 37=3 

(3) 7x15873=111111， 35x15873= $55555, 
14 X15873=222222，42 Xx 15873 = 666666， 
21 Xx 15873=333333，49 X 15873 = 777777， 
28x1S$873 = 444444，56x 15873 = 888888,， 
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63 x 13873 = 999999 
道理 ;111111 二 7= 15873 
(4) (1 +2+1)x121=22x22, 
(1+2+3+2+1)x12321=333X333， 
(1+2+3+4+3+2+1)Xx1234321=4444 X 4444， 
(1+2+3+4+5+4+3+2+1) X123454321 
= 55955 X $5935, 
(1+2+3+4+5+6+5+4+3+2+1)x12345654321 = 
666666 x 666666, 
(1+2+3+4+5+6+7+6+5+4+3+2+1)x 
1234567654321 =7777777 X7777777,， 
(1+2+3+4+5+6+7+8+7+6+5+4+3+2+1)x 
123436787034321 = 88888888 xX 88888888， 
(1+2+3+4+5S+6+7+8+9+8+7+6+5S5+4+3+2+ 
1) X12345678987654321 = 999999999 x 999999999 
道理 . 
[1+2+3+:…+(n- -1)j+n+[(n—1) 
+(n—2)+:…+3+2+1] 


_Li+(a 一 1 al ,Ll+(n -1)j(n-1) 
2 2 


= np 
所 以 1+2+1=22,1+2+3+2+1=32,…,1+2+3+4+S+6+7+ 
8+9+8+7+6+5+4+3+2+1=29, 故 (4) 中 各 式 等 价 于 下 面 的 
(5) 式 。 
(5) 121=11x11, 
12321 = 111 x111, 


1234321 = 1111x1111l, 


”数学 聊 戎 


123454321 = 二 11111 x 11111, 
12345634321 = 二 111111 x111111, 
12343676S54321 = 二 1111111x 111111i, 
123456787634321 二 11111111x 11111111, 
12345678987654321 = 二 111111111 x 111111111 
而 (5) 的 道理 是 11…1 x 11…1 的 竖 式 形 如 
个 个 


好 天 


11:…… 1 

x) 11… 1 
| 
1111 1 


1 ... 1 
+ ) 11:…1i1l 
12 (nxn-1)n(n-1)21 1 入 9 


| ,J 算术 的 基因 和 基 理 


算术 四 则 运算 , 人 人 都 有 体会 , 那 就 是 加 减法 简单 , 滋 法 也 不 太 
难 , 有 个 “ 九 九 歌 ”, 痛 熟 了 去 弱 束 足 了 。 除 法 里 “ 事 儿 "多 , 除 得 尽 还 
好 , 除 不 尽 还 要 考虑 约 分 与 余数 , 等 等 ,化 样 不 少 。 例如 :100 二 4 可 以 
写成 
100 _ 2° x$* 


4 =5 二 25 


我 们 看 到 , 除法 实质 上 是 分 子 分 母 的 约 分 , 等 到 把 分 子 分 母 的 公共 因 
子 都 约 光 了 ,和 独 下 的 就 是 既 约 分 数 , 如 采 这 时 分 母 为 1, 就 除 尽 了 。 分 
子 上 的 因子 有 两 个 2, 两 个 $, 这 两 个 因子 不 能 再 变 小 , 当然 4 和 25， 
或 20, 也 是 100 的 因子 ,但 它们 还 可 以 变 小 ,那些 不 能 再 变 小 的 因子 ， 
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负 除 了 1 与 自身 外 , 别 的 自然 数 除 不 尽 的 自然 数 , 是 最 简单 朴素 的 
了 ,我 们 称 这 种 数 为 素数 (朴素 的 素 ) 或 质数 (质朴 的 质 ), 1 也 是 这 类 
性 质 的 数 , 但 大 家 约定 1 不 称 为 素数 , 因为 如 果 让 1 取得 素数 资格 ， 
例如 100 则 可 以 写成 100=1x1x1x1x1x…x1x2x2x5x5, 前 
方 受 号 几 个 1 就 写 几 个 1, 这 就 很 不 妙 ,一 个 自然 数 写 成 素数 之 积 的 
形式 时 , 形状 就 不 唯一 了 。 经 验 表 明 , 如 果 不 让 1 参加 , 一 个 自然 数 
右 不 是 素数 , 例如 100, 4 什么 的 , 可 以 唯一 地 写成 若干 素数 的 积 , 这 
一 结论 也 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 , 这 就 是 著名 的 算术 基本 定理 。 

大 于 1 的 不 是 素数 的 自然 数 称 为 合 数 , 即 由 若干 素数 相 乘 而 成 
的 数 。 

系数 是 合 数 的 基因 , 任 给 大 于 1 的 自然 数 N, 存在 唯一 的 素数 列 
Pi 过 忆 过 … 委 已 ,使 得 N 唯一 地 写成 N = P1P,…P,, 此 定理 是 算 
术 的 基本 定理 ,算术 中 很 多 证 明 , 尤其 是 涉及 除法 时 , 主要 靠 这 条 结 
论 去 说 理 。 

如 果 N 是 合 数 , 则 N = Pi PP m 宇 1, Pi PP 
是 互 异 系数 ,a1,…, am 是 正 整 数 , 其 中 P;< P;<…<P，, 则 显然 P; 
委 v 六 。 据 此 , 我 们 可 以 用 下 面 的 所 谓 “ 筛 法 ”得 出 不 超过 N 的 一 切 
素数 。 这 种 和 法 是 希腊 的 埃 拉 托 色 尼 (Eratosthenes) 发 明 的 ， 以 入 = 
30 为 例 , 说明 往 法 的 操作 如 下 : 

由 于 不 超过 N 的 合 数 的 最 小 素 因 子 不 超过 VN, 因此 和 欲求 不 超 
过 N 的 一 切 素数 , 只 需 把 1, 2, …, N 中 不 超过 VN 的 素数 的 倍数 划 
去 (第 除 ), 剩 下 的 就 是 素数 。 
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Vv30<6, 所 以 只 考虑 划 去 2, 3, 5 的 倍数 , 剩 的 是 不 超过 30 的 那些 素 
数 :2,3,S,7, 11,13, 17, 19, 23, 29。 


数 


0 
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显然 , 这 种 方法 只 能 写 出 不 超过 N 的 自然 数 中 素数 的 清单 , N 
后 面 的 自然 数 中 还 有 不 少 素数 ,例如 30 之 后 的 31 就 是 。 欧 几 里 得 第 
一 个 证 明 , 素数 的 个 数 是 无 穷 的 。 

”事实 上 , 若 所 有 素数 为 Pi, P,…, Pi, 取 N= PiP2*…Pi+1,N 
>1, 设 N 本 身 是 素数 , N 能 除 尽 PLP，… Pi +1( 商 为 1), 义 Pi， 
PP Ph 是 所 有 素数 , 则 N 是 某 个 P;, i€ |1,2,…,&1, 于 是 NN 能 
除 尽 PP，…P;, P1P，…P+1 被 N 除 余 1, 与 N=PiP2…P+1 逆 
盾 。 若 N 是 合 数 , 则 N 有 一 个 素数 因子 了 ,于 是 了 = Pi,iE 11 
2,…, 上 |,P 能 除 尽 P1P，…P;, 不 能 除 尽 PiP2…Pe +1, 即 PP 不 能 除 
尽 N, 与 PP 是 N 之 因子 矛盾 , 可 见 全 体 素 数 不 是 有 限 个 。 

素数 既然 是 算术 中 的 基因 , 几乎 所 有 的 算术 命题 当中 , 都 有 素数 
参与 其 中 ,有 关 素 数 的 命题 集中 了 算术 学 科 的 难点 。 广为人知 的 难 
题 很 多 , 例如 下 面 两 个 就 是 算术 中 难题 的 代表 。 

(1) 关于 挛 生 素数 的 黎 曼 猜想 : 挛 生 素 数 有 无 穷 个 

所 谓 挛 生 素 数 , 即 相 差 为 2 的 一 对 素数 , 例如 (3, 5)， 
(5,7), (11, 13), (17, 19), 等 等 。 

至 今 无 人 能 证 明 或 反 驶 这 一 猜想 。 

(2) 哥 德 巴赫 猜想 

1742 年 6 月 7 日 ,圣彼得堡 中 学 教师 , 德国 人 哥 德 巴 替 
(Goldbach) 给 瑞士 数学 家 欧 拉 写 信 提 出 如 二 猜想 : 

每 个 大 于 或 等 于 6 的 偶数 都 是 两 个 素数 之 和 ;每 个 大 于 或 等 于 9 
的 奇数 都 是 三 个 素数 之 和 。 

两 素数 之 和 当然 是 偶数 ,但 是 事情 让 哥 德 巴赫 反 过 来 一 提 , 可 就 
给 数学 界 车 来 了 天 大 的 麻烦 。 欧 拉 给 哥 德 巴赫 的 回 函 中 说 :“ 我 不 能 
证 明 它 , 但 是 我 相信 这 是 一 条 正确 的 定理 。” 欧 拉 无 能 为 力 的 问题 ， 
别人 怕 是 很 难 解决 了 。 在 其 后 的 150 多 年 当中 , 多 少 专业 的 和 业余 
的 数论 工作 者 , 都 兴趣 器 然 地 冲击 这 一 看 似 真 实 的 命题 , 无 杀人 人 不 
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得 正 采 。1900 年 ,数学 界 的 领袖 人 物 希 尔 伯 特 (Hilbert) 在 巴黎 召开 
的 世界 数学 家 大 会 上 向 20 世纪 的 数学 家 提出 23 个 待 解决 的 名 题 ， 
其 中 哥 德 巴赫 猜想 列 为 第 八 问题 。 可 惜 20 世纪 的 百年 奋斗 仍然 事 
负 了 和 硕 尔 们 特 的 期 望 。 

奉劝 阅历 尚 浅 、 热 情 十 足 的 年 轻 朋 友 , 不 可 受 某 些 不 懂 数 学 的 记 
者 们 的 误导 , 随便 立志 以 攻克 哥 德 巴赫 猜想 为 已 任 , 而 应 当 从 实际 出 
发 , 打 好 坚实 的 数学 理论 基础 , 培养 数学 研究 的 能 力 , 再 来 考虑 攀登 
高 蜂 的 问题 。 

这 里 面 对 的 是 一 个 数学 问题 , 不 能 沿用 物理 学 家 诉 诸 反 复 若 干 
次 实验 来 证 实 的 办 法 , 例如 有 人 对 不 超过 33 x 105 的 偶数 逐一 验证 ， 
哥 德 巴赫 猜想 都 是 成 立 的 ,但 那 仍然 不 能 解决 问题 。 

下 面 古 近 百 年 来 关于 哥 德 巴赫 猜想 的 大 事 记 。 

1912 年 , 数学 家 朗 道 提出 相近 的 弱 猜 想 : 

仓 在 一 个 目 然 数 M, 使 得 每 个 不 小 于 2 的 自然 数 皆 可 表 成 不 超 
过 M 个 素数 之 和 。 

此 猜想 于 1930 年 证 明 为 真 ; 如 果 M3 就 好 多 了 。 

1937 年 , 苏联 数学 家 维 诺 格 拉 多 夫 证 明了 哥 德 巴赫 猜想 的 后 半 
名 为 真 , 即 大 于 或 等 于 9 的 奇数 是 三 个 素数 之 和 , 这 是 关于 哥 德 巴赫 
问题 的 重大 突破 , 引起 了 不 小 的 友 动 。 但 前 半 句 至 2000 年 基本 上 未 
被 解决 。 

我 们 约定 :命题 “大 于 等 于 6 的 偶数 可 表 成 a 个 素数 之 积 加 上 8 
个 素数 之 积 " 记 成 (c + 8), 则 哥 德 巴赫 问题 是 :证 明 或 反驳 (1+1)。 

1920 年 , 明道 证 明了 (9+9)。 

1924 年 , 拉 德 马 哈 尔 证 明了 (7+7)。 

1932 年 , 依 斯 特 曼 证 明了 (6+6)。 

1938 年 , 布 赫 塔 布 证 明了 (S+S)。 

1938 年 , 华罗庚 证 明了 几乎 所 有 的 偶数 都 成 立 (1+1)。 
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1940 年 , 布 赫 塔 布 等 证 明了 (4 二 4)。 

1947 年 , 雷 尼 证 明了 (1 + a)。 

1955 年 , 王 元 证 明了 (3+4)。 

1957 年 , 小 维 诡 格 拉 多 夫 证 明了 (3+3)。 

1957 年 , 王 元 证 明了 (2+3)。 

1962 年 , 潘 承 洞 证 明了 (1+5)。 

1962 年 , 潘 承 洞 、 王 元 证 明了 (1+4)。 

1965 年 , 布 赫 塔 布 、 小 维 诺 格拉 多 夫 、 邦 比 尼 证 明了 (1+3)。 

1966 年 , 陈景润 证 明了 (1+2), 于 1973 年 发 表 。 

尽管 (1+2) 离 (1+1) 只 “一 步 之 遥 ”, 但 一 步 登 天 的 事 谈 何 和 容易 ! 
从 陈景润 摘出 (1+2) 至 今 已 有 30 多 年 ,一 直 没 有 人 在 这 个 阵地 上 前 
进 半 步 , 我国 的 陈景润 仍然 是 此 项 世界 纪录 的 保持 者 。 

培养 出 如 陈景润 这 样 杰 出 的 数学 家 , 不 但 具有 广 深 扎 实 的 数学 
素质 , 而 且 具 有 全 身心 奉献 科学 事业 的 品质 , 刀 是 我 们 教育 工作 者 的 
一 项 重要 责任 。 
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(1) 完全 数 

6 这 个 数 人 人 喜欢 , 它 代 表 吉 祥 如 意 , 神话 上 说 至 高 无 上 的 罕 宵 
之 神 在 六 天 之 内 创造 万 物 , 第 七 天 休息 , 从 此 有 一 周 七 天 , 星期 日 休 
息 的 作息 制 。 从 数学 上 看 , 6 有 三 个 数 能 除 尽 它 :1,2,3,1+2+3 恰 
为 6。 称 一 个 自然 数 为 完全 数 , 如 果 它 的 全 体 因 数 ( 含 1 不 含 该 数 本 
身 ) 之 和 恰 等 于 这 个 数 。 例 如 

28=1+2+4+7+14 

28 是 第 二 个 完全 数 。 完 全 数 和 完美 无 缺 的 人 一 样 是 十 分 罕见 的 。 从 欧 几 
里 得 开始 起 , 几 干 年 的 研究 仍然 没有 搞 清 楚 有 没有 奇数 完全 数 。a 到 1996 
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年 ,人 们 具体 写 出 了 34 个 完全 数 , 例如 6, 28, 496，8128, 33550336， 
8589869056，137438691328，2305843008139952128 等 。 后 面 的 完全 数 都 非 
条 之 大 。 例如, 1936 年 美国 联合 通讯 社 播发 了 一 条 令 外 行人 瞳 目 结 舌 的 
新 闻 , 《纽约 先驱 论坛 报 ) 报 道 说 ,:“S. 工 :克利 格 (Kireger) 博 士 发 现 了 一 个 
155 位 的 完全 数 2>(22’ 一 1), 该 数 是 ;2681561585988519419914804999641 
16922549587316411847867554471228874435280601469781615145112801383 
83284395055028465118831722842125059853682308859384882528256。 这 位 
博士 说, 为 了 证 明 它 确 为 完全 数 , 足 足 奋 半 了 五 年 之 入 。” 这 位 博士 也 真 
够 孤 陋 大 闻 和 再 目 行事 的 了 。 实 际 上 两 千 多 年 前 , 欧 几 里 得 已 经 告诉 大 
家 2" 1(2” 一 1) 是 完全 数 , 其 中 ” 是 正 整数 , 后 经 欧 拉 严格 证 明 , 欧 几 里 
得 公式 是 正确 的 。 数 学 家 应 当当 心 , 自己 发 现 的 可 能 是 块 “ 旧 大 陆 ”, 并非 
什么 新 成 就 。 


(2) 杀 和 数 
220 的 约 数 是 
1,2, 5, 11, 4, 10, 22, 20, 44, 55, 110 
284 的 约 数 是 
1,2,71, 4, 142 
220 的 约 数 之 和 为 
1+2+5+11+4+10+22+20+44+55+110=284 

284 的 约 数 之 和 为 


1+2+71+4+142=220 
这 里 甲 数 约 数 之 和 等 于 乙 数 , 乙 数 约 数 之 和 等 于 甲 数 ,这 样 的 甲乙 两 数 称 
为 杀 和 数 ,这 两 个 数 虽 不 是 完全 数 , 但 交替 后 则 两 全 其 美 , 正如 毕 达 哥 拉 
期 所 言 :朋友 即 另 一 目 我 , 犹如 220 与 284 一 样 。 
在 A.H: 贝 勒 著 , 谈 祥 柏 译 的 《数论 妙趣 ) 一 书 中 给 出 了 一 个 28 
方 的 亲 和 图 


U1UVU2V3"" U27 U28 U1 


其 中 

v1 ==14316, wv;=19116, v3=31704, v4=47616, 

vs=83328, we=177792，w7 三 295488， wsg = 629072, 

vg = 589786，wi0 二 294896, v11 = 二 358336, v12 三 418904， 

v13 = 366556, vi4 =274924, vis =275444, vie = 243760, 

v17 = 376736, vig = 381028, vi9 = 二 283778，vw20 二 132990， 

v2 = 122410, v22 =97946， z23 三 48976， v24 三 452940， 

v25 =22976， v26 二 22744,， v27 三 19916， v2g 三 17716 

我 们 仍 约定 , 自然 数 的 因数 中 含 1 不 含 该 目 然 数 本 身 , 则 vi 因 
数 之 和 等 于 v,, vs 因数 之 和 等 于 v3,…, v8 因数 之 和 等 于 wi， 这 是 
一 种 周期 为 28 的 一 个 循环 亲 和 圈 , 28 也 是 一 个 好 数 , 它 是 第 二 个 完 
全 数 。 

(3) 勾 股 数 

我 国 数学 名 著 《 周 佣 算 经 》 中 载 有 名 句 :… 句 ( 勾 的 吝 写 ) 厂 二 , 股 
修 四 , 径 隅 五 。” 说 的 是 勾 三 股 四 弦 五 , 即 3, 4, 5 是 一 个 直角 三 角形 
三 边 之 长 ,它们 满足 方程 xz? + y = zx?, 称 满足 此 方程 的 三 个 正 整 数 
为 勾 股 数 。 公 元 263 年 , 刘 微 给 出 四 组 勾 股 数 15, 12, 131, 18, 15， 
17}, 17, 24, 25|, {20, 21, 291。 

z=k(m—n), y=2kmn, z=k(m’+n’) 
是 勾 股 数 ,其 中 ,m,n 是 正 整 数 , m >>n。 事 实 上 , x*=k*(m*+n” 
2mn),y 二 4k*m“n“, 则 有 
x 十 vy =k?*[m4+n’— 272272 十 472272] 
=k [mi+nt+2m’n’] 
=p2(m? + nl) = 

所 以 jz, y, x1 是 勾 股 数 。 

容易 证 明 ,每 组 勾 股 数 纠 可 表 成 这 种 形式 。 
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勾 三 股 四 弱 五 提示 我 们 想到 这 样 的 问题 :直角 三 角形 的 三 条 边 
长 是 连续 整数 的 除了 13, 4, 引 之 外 还 有 吗 ? 直角 边 是 连续 整数 的 情 
形 有 哪些? 

大 T=m” 一 11, y=X+1=2mn, z=X+2=m’+n’ 
是 色 股 弦 , 则 求 得 m*= z+1,n* =1, 于 是 2mn = m*,2n = m= 2, 因 
此 z=3, y=4,z=5, 可见 色 股 数 是 连续 整数 的 情况 唯 有 {3, 4, 51。 

但 是 , 勾 股 数 |z, y, z| 中 ,|x 一 y1=1 的 情形 则 有 无 穷 多 种 , 例 
如 

{3, 4, $5}, 120, 21, 29}, {119, 120, 1691, {696, 697, 985}, {4059, 
4060, 57411, {23660, 23661, 33461 |，{137903, 137904,195025 | ， 
| 803760，803761，1113689 |，{ 4684659，4684660，6625109 |， 
127304196, 27304197, 38613965| , 等 等 。 

按 二 角形 最 短 直角 边 大 小 排序 第 100 个 | zx 一 y|=1 的 勾 股 数 为 
{zx, y, z| 

|216696931486137883305479797292863071640152027686 
99465346081691992338845992696, z + 1, 30645573943232 
9561800579729698332458876309545087536935291173710 
74705767728665| 
ZX 与 y 如 此 之 大 , 仅仅 相差 1, 其 比值 几乎 是 1, 可见 相应 的 直角 三 角 
形 和 等 腰 直 角 三 角形 已 经 十 分 相似 了 。 

上 面 考虑 的 是 方程 z* + y* = zx? 的 正 整 数 解 。 这 使 我 们 自然 想 
到 xz” + y= 二 x? 的 正 整 数 解 ,其 中 n>>2.1673 年 法 国 数学 家 费 马 提 
出 如 下 猜想 ; 

当 n>2 时 , x”* + y= zx" 无 正 整 数 解 。 费 马 (P. Fermat, 1601 一 
1665S) 在 古 希 腊 数 学 家 丢 番 图 (Diophatus, 公元 前 1 一 3 世纪 人 ) 人 《 算 
术 ) 一 书 的 空白 处 写 道 :“ 把 任何 高 于 2 次 的 寡 分 成 两 个 同 次 宕 是 不 
可 能 的 , 对 此 ,我 已 找到 一 个 巧妙 的 证 明 , 但 此 处 纸 边 太 罕 , 无 法 写 


出 。” 后 人 称 此 猜想 为 费 马 大 定理 。 费 马 去 世 后 ,后 人 整理 他 的 超 称 
时 , 只 找到 了 n=4 情形 的 证 明 。 人 们 对 费 马 在 《算术 》 上 写 的 话 是 否 
是 谋 言 , 葛 袁 一 是。 

后 来 , 欧 拉 对 n =3 证 明了 费 马 猜想 。19 世纪 , 法 国 科学 院 巧 贫 
征 解 费 马 大 定理 ,大 数学 家 勒 让 德 (Legendre) 和 狄 利 克 雷 (Dirichlet ) 
证 明了 ”= 5 的 情形 , 费 马 大 定理 成 立 ; 雷 蒙 (Lame) 和 狄 利克 雷 又 证 
明了 n=7 的 情形 , 费 马 大 定理 成 立 ;到 20 世纪 70 年 代 , 已 经 把 使 费 
马 大 定理 成 立 的 指数 n 证 明 到 10 万 以 上 。 在 冲击 费 马 大 定理 的 历 
史上 ,有 两 个 大 数学 家 在 它 面 前 跌 过 跤 , 出 过 丑 , 一 个 是 为 微 积 分 的 
严格 化 建功 立业 的 数学 家 柯 西 (Cauchy), 他 向 法 国 科学 院 提 交 了 证 
明 费 马 大 定理 的 论文 , 几 周 后 他 自己 觉得 证 明 不 成 功 又 要 回 了 自己 
的 文章 ;一 个 是 日 本 数学 家 功 岗 , 他 在 20 世纪 70 年 代 宣称 证 明了 费 
马 大 定理 , 世界 各 大 通讯 社 都 正式 报道 了 这 一 消息 , 日 本 乃至 全 世界 
都 为 之 又 动 。 但 他 的 论文 的 归 笨 与 柯 西 的 何其 相似 , 也 是 几 周 之 后 ， 
功 岗 上 自己 收回 了 那 篇 错误 的 证 明文 章 。 

1993 年 6 月 ,在 英国 剑桥 牛顿 数学 研究 所 的 一 个 讨论 班 上 , 美国 
普林斯顿 大 学 的 怀 尔 斯 (A. Wiles) 做 了 三 场 演 讲 , 他 最 后 宣布 证 明了 
费 马 大 定理 ,而且 还 进一步 证 明 x"*+ y= zx"( 1 字 3) 没 有 非 堆 有理数 
解 。 第 二 天 ,《 纽 约 时 报 》 头 版 头条 报道 了 这 一 又 动 全 球 科 学 界 的 消 
息 , 配 发 了 费 马 的 照片 , 怀 尔 斯 与 克林顿 、 戴 安娜 一 起 列 入 1993 年 最 
令 人 敬仰 的 人 物 之 一 。 戏 剧 性 的 情节 又 发 生 了 ,6 个 月 之 后 , 怀 尔 斯 
发 出 电子 邮件 ,承认 了 自己 的 证 明 中 有 漏洞 。 值得 庆 辛 的 是 , 这 一 次 
怀 尔 斯 没有 像 柯 西 和 功 岗 那样 栽 跟 斗 。1994 年 10 月 25 日 , INT 网 
上 传 出 喜讯 , 怀 尔 斯 的 关于 费 马 大 定理 的 证 明文 章 已 修正 定稿 , 该 定 
理 被 彻底 证 明 , 它 是 20 世纪 最 出 色 的 科学 成 加 之 一 。 

怀 尔 斯 的 文章 长 达 200 多 页 , 是 他 单枪匹马 进行 了 7 年 艰 吾 人 研 
究 的 结晶 。 怀 尔 斯 是 一 个 “为 数学 而 数学 ”的 忠实 信仰 者 , 他 声称 . 
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“我 肯定 不 希望 看 见 数学 沦 为 应 用 的 仆人 , 因为 这 甚至 不 符合 应 用 自 
喘 的 利益 ; 费 马 大 定理 本 身 不 可 能 有 什么 用 途 。”《 科 学 》( 中 文 版 ， 
1994, 第 2 期 ) 罕 根 (Horgan) 著 文 问 道 :“ 费 马 大 定理 的 证 明 是 不 是 一 
种 正在 消逝 的 文化 的 最 后 挣扎 呢 ?” 怀 尔 斯 “是 一 位 杰出 的 遗 老 吗 ?” 
他 说 :“ 怀 尔 斯 避 开 了 计算 机 和 应 用 及 其 他 种 种 令 他 讨厌 的 东西 ,但 
是 ,将 来 怀 尔 斯 式 的 人 物 会 越 来 越 少 .” 看 起 来 , 对 纯 数 学 中 的 古典 疑 
难 问题 的 研究 以 及 为 之 处 心 积 虚 手写 超 长 证 明 已 经 厌倦 的 数学 家 确 
实 大 有 人 在 。 数 学 家 瑟 斯 顿 (Thurston) 说 得 更 难听 ; “把 数学 在 原则 
土 简化 为 形式 证 明 是 20 世纪 所 特有 的 一 个 不 可 靠 的 念头 , 高 度 形式 
化 的 证 明 比 那些 借助 更 直观 的 证 明 更 有 可 能 出 毛病 ,”“ 集 论 是 建立 
在 有 礼 狐 的 度 言 的 基础 之 上 的 。 我 们 先 同 这 些 谎言 ,即使 我 们 知道 
它 不 是 真 的 。 数 学 的 基础 在 某 些 方面 有 点 不 现实 的 味道 。” 贝 尔 实 验 
室 的 科学 家 格拉 哈 姆 (R.L. Graham) 说 :“ 背 离 传统 的 证 明 的 潮流 或 
许 是 不 可 避免 的 。 单 靠 人 的 思维 无 法 证 明 的 东西 是 一 片 汪洋 大 海 ， 
与 这 片 大 海 比 起 来 , 你 能 够 证 明 的 东西 , 或 许 只 是 些 孤 零 零 的 小 岛 ， 
一 些 例外 情况 而 已 。" 本 书 作 者 对 豪 根 , 瑟 斯 顿 和 格拉 哈 姆 的 观点 并 
非 抱 完全 否定 的 态度 。 
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中 国 古 代数 学 家 张 丘 建 在 名 著 《 张 丘 建 算 经 》 中 提出 下 面 的 百 鸡 
问题 ， 

“ 鸡 伍 一 ,值钱 五 , 鸡 母 一 ,值钱 三 , 鸡 雏 三 , 值钱 一 。 百 钱 买 百 鸡 。 
问 鸡 菏 、 鸡 母 、 鸡 雏 各 几何 ?7 

张 丘 建生 众 年 代 已 不 可 考 , 唯 知 《 张 丘 建 算 经 ?为 我 国 古代 十 大 算 
经 之 一 , 在 隋 蝴 该 书 已 广 为 流 传 (与 之 齐名 的 另外 九 部 算 经 是 :( 周 佣 算 
经 )《 九 章 算 术 》、《 数 术 记 遗 )、《 海 岛 算 经 》、《 孙 子 算 经 )、《 夏 修 阳 算 


人 


“数学 聊 高 


径 》 《五 昔 算 经 》 《五 经 算术 》 和 《 缉 古 算 经 》, 统称 《 算 经 十 书 》), 是 我 国 
了 路 唐 时 代 颁 布 的 “ 算 学 教科书, 亦 是 当时 世界 最 高 水 平 的 数学 经 典 。 
它 记载 着 我 国 古 代数 学 的 辉煌 成 就 ,是 唐 代 数 学 教育 家 李 淳 风 , 算 学 博 
士 梁 述 和 太 学 助教 王 真 儒 奉 皇 命 审 定 注释 成 册 的 , 完成 于 656 年 。 

百 鸡 问题 的 数学 模型 如 下 : 设 x, y, z 分 别 为 鸡 俩 、 鸡 母 和 鸡 锥 
的 数目 , 则 xz, y, z 应 满足 方程 组 


5z+3y+ 二 zx=100 


x+y+zz=100 
其 中 zx, yz 是 非 负 整数 。 
消去 未 知 数 z, z 与 y 应 满足 方程 

7 工 二 43 三 100 (1.1) 

考虑 (1.1) 相 应 的 齐 次 方程 
TX+4y=0 (1.2) 

的 整数 通 解 ,显然 x = 一 41, y=7t,t 是 整数 。 由 观察 得 知 (1.1) 有 整 
数 特 解 xo = 一 100, yo =200。 于 是 (1.1) 的 整数 通 解 为 


rx=—4t+xo= —4t—100 (1.3) 
74 y=74 +4200 (1.4) 
我 们 从 (1.1) 的 全 体 整数 解 ( 通 解 ) 中 挑选 非 负 整数 解 , 欲 zx 之 0, y 之 
0, 则 应 有 
-4t — 100 宇 0 
Uy + 200 宇 0 
解 此 不 等 式 组 得 


一 2 si 去 一 25$ 


上 应 取 一 28, -27, - 26, - 25 四 个 值 。 
由 xX+y+xz=100 得 zx 一 100- 过 -=- 光 把 上 = 一 28, 一 27, 一 20， 
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-25 代 入 (1.3)(1.4) 得 四 组 解 (z, y, z) 为 

(12, 4, 84), (8, 11, 81), (4,18,78), (0,25,75) 

一 般 地 , 在 整数 范围 内 考虑 方程 

axz+by=c (1.5) 
a,5 非 零 , 若 能 看 出 (1.5) 的 一 个 特 解 x = zo, y = yo, 相应 的 齐 次 方 
程 cz+py=0 的 通 解 为 过 = 一 bi1t, y= alt， 其 中 cai, bi 无 公 因 数 ， 
有 目 a165= bia, 则 (1.5) 的 通 解 为 
T=xo— bt, y= ytait 

t=0, +1, +2,. 

京 津 唐 一 带 民 间 流 传 一 道 趣 题 如 下 : 

一 百 匹 马 , 一 百 块 瓦 , 大 马 驮 仁 , 中 马 驮 俩 , 小 马 驹 子 俩 驮 一 块 ， 
问 大 马 、 中 蕊 和 马 驹 各 几 [ 匹 ? 

这 一 问题 的 数学 模型 如 下 : 

设 z, yz 分 别 是 大 马 、 中 马 和 蕊 驹 数 , 则 


T+y+z= 100 
3z +2y + 方 z = 100 (1.6) 
其 中 z, y, z 是 非 负 整数 。 
消去 未 知 数 z 得 
ST+3y=100 (1.7) 


(1.7) 有 特 解 xo = 14, yo = 10.5x +3y 二 0 有 通 解 
X=—3t, y=t 
于 是 (1.6) 的 通 解 是 
X=—3t+14, vy=St+10 
由 x 之 0, y 宇 0 得 
-31 +14 之 0,St + 10 之 0， 


-2<ts 妆 


t 可 以 取 什 为 -2, -1,0,1,2,3,4, 相 应 的 解 (z, y, z) 为 

(20, 0, 80), (17,5, 78), (14, 10,76), (11, 15,74), 

(8, 20, 72), (5, 25, 70)，(2, 30, 68) 

我 们 看 到 的 x“+ y= xz? 和 az + by 二 c 在 正 整 数 或 非 负 整数 范 
围 内 的 解 不 唯一 , 这 种 解 不 唯一 的 方程 称 为 不 定 方程 或 丢 番 图 方程 。 
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1773 年 ,有 人 发 现 了 一 期 宝贵 的 古 希 腊 文献 的 手 抄本 ,上 面 记 
载 了 所 请 “ 阿 基 米 德 分 牛 问 题 ”, 阿 基 米 德 曾 把 这 一 问题 送 给 古 希腊 
亚 力 山大 城 的 天 文学 家 厄 拉 多 塞 尼 , 向 这 位 亚 力 山大 的 名 人 挑战 。 

分 牛 问题 转述 如 下 

西西 里 岛 的 草地 上 ,太阳 神 的 牛 群 中 有 公牛 也 有 母 牛 , 公牛 母 牛 
都 是 日 \ 黑 、 花 、 柠 四 种 毛色 ;白色 公牛 多 于 棕色 公牛 , 多 出 的 头 数 是 


黑色 公牛 的 | 二 + 二 | ;黑色 公牛 多 于 棕色 公牛 , 多 出 的 头 数 是 花 公牛 
的 | 十 + 二 | ; 花 公牛 多 于 棕色 公牛 , 多 出 的 头 数 是 白色 公牛 的 
+ 二 | ;白色 母 牛 是 黑 牛 的 | 万 + 寺 | ; 黑色 母 牛 是 花 牛 的 


1 
1 
+ 二 | ; 花 母 牛 是 棕色 牛 的 | 二 + 二] ;棕色 母 牛 是 白色 牛 的 
1 


朋友 ,如 末 你 日 愉 还 有 几 分 聪明 ,请 准确 无 误 地 清点 太阳 神 的 牛 
群 , 看 各 色 公 牛 与 母 牛 各 是 几 头 ? 

上 述 分 牛 问题 的 数学 模型 如 下 

议 zt yl z1, 旺 分 别 是 自 、 黑 、 花 、 棕 四 色 公 牛 的 头 数 , zx, y，， 
z2, ft2 分别 是 日 .法 、 伦 \ 标 四 色 母 牛 的 头 数 。 则 这 八 个 未 知 数 应 满足 


1 〇 算术 篇 


不 定 方程 组 

z=| 广 + 入 | (1.8) 

_f1l1 ,1 
y1 n=| A415 | (1.9) 

1 1 
= -=| 二 + 二 |z (1.10) 
z=| 访 + 计 | (y1+ 2) (1.11) 
ya =| 二 + 小 | (zi+ 2) (1.12) 
z2=|[ 二 + (ti+4) (1.13) 
2=| 革 + 二 | (za+ z2) (1.14) 


(1.8), (1.9), (1.10) 是 关于 zi, yi, zi, t1 的 不 定 方程 组 , 之 中 无 zx， 
y2, XZ2, tb2 参与 ,可 以 独立 求解 ;之 后 ,再 把 zj yi zi, ti 代入 (1.11)， 
(1.12), (1.13), (1.14)。 由 (1.8), (1.9), (1.10) 得 

742 178 1580 

T17297°l 71 99 1 2 891 


由 于 从 < 上 30 都 是 既 约 分 数 , 所 以 :, 能 被 99, 297 和 891 除 


297’ 99， 891 
尺 , 故 应 取 z=891i,t 是 正 整数 ,这 时 

Xz1=2226t, yi1=1602:, zi1=1580:, t1=891: (1.15) 

把 (1.15) 代 入 (1.11), (1.12), (1.13), (1.14) 得 
12x2 —7y2=11214t (1.16) 
20y, — 9z2 = 142201 (1.17) 
30z, 一 11z = 9801: | (1.18) 
421, — 13x, = 289381 (1.19) 


由 (1.16), (1.17), (1.18), (1.19) 解 得 


_ 7206360。 ，_- 4893246 ， 
<2” 4657 ”2 4657 


_ 3515820 ， ，_ 5439213 
“2 4657 “， 4657 


由 于 全 os 是 既 约 分 数 ,所 以 可 令 1 = 4657r, 其 中 + 是 正 整数 。 于 


是 得 各 种 牛 的 数目 为 

x1 = 10366482r, y! = 7460514r, z1 =73580607, 1 =4149387r; 

zx2 =72063607, y, =4893246r, z; = 35158207, 
12=5439213r;t=1,2,3," 

即使 z=1, 太阳 神 的 牛 最 少 也 有 50389082 头 , 小 小 西西 里 岛 岂 能 容 得 
下 5000 多 万 头 牛 , 显然 这 是 天 才 的 阿 基 米 德 为 了 戏弄 尼 拉 多 蹇 尼 等 人 


而 杜撰 的 数学 游艺 题 ; 从 题 文 也 可 看 出 破绽 , 其 已 知 数据 为 广 + 3， 本 


+ 工 ,二 二 二 ,二 + 二 ,二 十 本 ,实际 问题 哪 会 有 这 么 凑巧 的 已 知 数据 。 
在 本 题 的 假设 之 下 , 各 种 牛 的 最 少 头 数 为 . 

白 公牛 : 10366482, 白 母 牛 . 7206360， 

黑 公 牛 : 7460514， 黑 母 牛 : 4893246， 

花 公 和 牛 : 7358060， 花 母 牛 : 3515820， 


棕 公 和 牛 ; 4149387， 标 母 牛 : 5439213。 


| ,| 数学 之 神 阿 基 米 德 


阿 基 米 德 (Archimedes, 公元 前 287 一 前 212) 出 生 在 西西 里 咏 的 
氢 拉 古 地 区 一 个 科学 世家 , 父亲 是 当时 有 名 的 数学 家 和 天 文学 家 , 阿 
基 米 德 就 读 于 亚历山大 大 学 , 是 欧 几 里 得 学 生 的 学 生 。 他 的 许多 学 
术 成 果 是 通过 与 亚历山大 学 者 们 的 通信 保存 下 来 的 。 他 的 页 献 涉及 
数学 力学 和 天 文学 等 领域 , 传世 的 科学 著作 不 少 于 10 种 , 其 中 含有 
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众多 创造 性 的 发 现 。 例 如 《 论 球 与 圆柱 》《 论 螺 线 》《 论 劈 锥 曲面 体 
与 球体 》、《 抛 物 线 求 积 》、《 论 浮 体 》、《 论 杠杆 》、《 论 重心 )、《 论 平板 的 
平衡 ?等 等 , 其 中 有 不 少 内容 是 永远 闪光 的 精彩 作品 , 例如 《 论 球 与 圆 


柱 ) 中 有 下 列 定理 
GD 球面 积 等 于 大 圆 面积 的 4 倍 。 
@ 以 球 的 大 圆 为 底 , 球 直 径 为 高 的 圆柱 体积 等 于 球体 积 的 > ,其 
表面 积 是 球面 积 的 。 


阿 基 米 德 十 分 欣赏 他 得 到 的 这 个 双方 的 和 谐 优 美的 定理 , 留 有 
遗嘱 要 后 人 在 他 的 幕 碑 上 刻 上 圆柱 的 内 切 球 , 后 人 果真 遵 嘱 实现 了 
他 的 遗言 。 

在 《 论 螺 线 ) 中 , 阿 基 米 德 定 义 了 一 种 漂亮 的 螺 线 , 这 种 阿 基 米 德 
螺 线 的 表达 式 为 

0 三 QO 
其 中 a >0, 9 是 转角 (弧度 制 ), o 是 动 点 向 
径 , 则 从 原点 出 发 道 时 针 旋 转 一 周 后 动 点 
到 达 A 点 , 见 图 1-1, 阿 基 米 德 证 明 图 中 阴 
影 区 面积 S 是 以 OA 为 半径 的 圆 面积 的 


在 4 论 杠 杆 ? 中 , 阿 基 米 德 风趣 地 比喻 说 ;给 我 一 个 立足 点 , 我 可 
以 移动 这 个 地 球 。 ”以 此 来 同人 们 盖 明 杠杆 的 省 力 原 理 。 

他 的 著作 当中 ,熟练 的 计算 技巧 与 严格 的 证 明 融 为 一 体 ,是 古代 
数学 当中 精确 性 与 严格 性 相 统 一 的 典范 , 是 古代 精确 科学 所 达到 的 
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和 -aaa --- ai am- iuerei ii.。 


顶峰 。 

叙 拉 古 的 国王 刻 洛 是 阿 基 米 德 的 好 朋友 , 据 传 国王 交 洛 令 人 制 
作 了 一 顶 王冠 ,他 怀疑 王冠 不 是 纯 金 的 , 区 人 摊 了 假 , 有 一 些 银子 熔 
在 里 边 。 国 王 无 法 找到 真 赁 实 据 , 只 好 请 教 多 才 善 算 的 阿 基 米 德 来 
解决 这 一 难题 。 阿 基 米 德 也 是 首次 遇 到 如 此 棘手 的 问题 , 他 反复 思 
考 多 日 ,一 天 , 阿 基 米 德 洗 浴 , 突 获 灵感 , 赤身 跑 出 浴池 大 呼 “我 找到 
(办 法 ) 了 ,我 找到 了 。” 他 用 阿 基 米 德 浮力 原理 解决 了 王冠 问题 。 

阿 基 米 德 在 《 论 砂 粒 ) 一 文中 涉及 相当 于 108 和 210 这 样 巨大 的 
数 , 他 已 经 明确 指出 没有 最 大 的 数 , 他 说 , 无 论 多 大 的 数 都 可 以 表示 
出 来 , 他 已 经 有 了 极限 的 思想 。 

阿 基 米 德 不 仅 是 理论 家 , 而 且 是 实验 科学 家 和 技术 专家 。 例 如 ， 
他 制造 的 大 型 透镜 曾 聚 焦 焚 毁 了 罗马 入 侵 者 的 战 船 , 创造 的 投掷 机 
把 攻 城 敌 兵 打 得 落荒 而 逃 ,还 发 明 过 提 水 灌 田 的 水 泵 等 机 械 。 

阿 基 米 德 是 一 位 超凡 的 学 者 , 17 岁 就 成 了 有 名 的 科学 家 , 他 专 
心 致 志 , 乐 以 忘 忧 。 第 二 次 布 匿 战争 中 , 罗马 士兵 攻占 了 氢 拉 十 , 冲 
进 他 家 的 院子 , 当时 他 正 聚 精 会 神 在 沙盘 上 研究 几何 图 形 , 当 罗马 士 
兵 通 近 他 时 , 他 忙 站 起 来 要 求 来 者 不 要 干扰 他 的 思路 , 而 这 个 罗马 士 
兵 竟 举 刀 砍 杀 了 这 位 科学 巨人 的 头颅 ! 

数学 史家 普 列 尼 在 《自然 史 》 中 称 阿 基 米 德 是 “数学 之 神 ”, 他 与 
牛顿 欧 拉 、 高 斯 并 称 “ 数 坛 四 杰 ”。 


| ,草地 与 母 牛 的 牛顿 公式 


1707 年 , 牛顿 提出 如 下 草地 与 母 牛 问题 . 

假设 每 头 母 牛 每 天 食 草 量 不 楼 , 每 两 头 母 牛 每 天 食 草 量 相等 ;每 
块 草地 每 天 长 草 量 不 变 , 每 两 块 草 地 每 天 长 齐 量 相等 , 每 块 草地 最 初 
的 草 量 一 致 。 而 且 已 知 : 
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al 头 母 牛 在 ci; 天 之 内 把 5b1 块 草地 上 的 草 号 光 了 了 ; 
a2 头 母 牛 在 cs 天 之 内 把 5b, 块 草地 上 的 草 号 光 了 了; 
a3 头 母 牛 在 cs 天 之 内 把 93 块 草地 上 的 草 号 沦 了 了。 
间 ai, az, ai, b1, pg2， 63, C1 C2， C3 有 何 关系 。 
令 每 块 草地 最 初 的 草 量 为 M, 每 块 草 地 每 日 长 草 量 为 m, 每 头 
牛 每 日 食 草 量 为 g。 
第 c 天 晚上 5 块 草地 上 的 草 被 ci 头 牛 吃 光 , 这 一 事实 可 以 表 成 
biM+cibim—cia19g=0 (1.20) 
同 理 可 得 
ba M+cb2m— ca29=0 (1.21) 
baM +ecab3m— ca3a3qg=0 (1.22) 
从 (1.20), (1.21) 解 得 


MT 二 c1C2(4102 ba2 二 21C202 一 22clal 
bib2(c2— C1) bib2(c2— C1) 
代入 (1.22) 得 
让 on bs hy sbs ces0 0 
bacic2(a102— b142) + c3b3(b1c242 一 02ciai) ~ c3a30102(02 
—c1)=0 
aib2b3c1Cc2 — Qa20103C1C2 + a20103C2C3 (1.23) 
~ aib2b3cic3 + a3b102c1Cc3 ~ a30102c2c3=0 
(1.23) 可 以 用 下 面 的 格式 表示 , 见 图 1-2。 
把 (1.20), (1.21), (1.22) 的 系数 排 成 三 行 ,构成 一 个 3X3 的 行列 方 
块 , 实 线 串 起 来 的 三 个 数 ( 右 下 走向 ) 相 乘 , 虚线 串 起 来 的 三 个 数 相 乘 加 
负 号 , 再 把 此 六 个 积 相 加 即 得 关系 式 (1.23) 的 左 端 。 图 12 中 的 行列 方 
块 叫做 三 阶 行列 式 , (1.23) 式 是 此 行列 式 的 值 。 
牛顿 的 “草地 母 牛 公式 ”为 三 阶 行列 式 
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b1 oO1cl 一 alcl 
b> b2c? 一 azc2| = 三 0 (1.24) 
b3 03C3 — a3c3 


或 写成 


bi picl cial 
02 b2c> c2a2|=0 (1.25) 
03 03C3 C343| 
如 朱 把 (1.20), (1.21), (1.22) 中 的 M, m, gq 视 为 未 知 数 , 由 于 
M, mm,d 是 正 数 , 即 (1.20), (1.21),(1.22) 存 在 非 零 解 ;一 般 而 言 
4&1 并 十 ly 十 cl1z 二 (0 
Q2 并 十 02y 十 coz 王 0 


a3X+b3yt+c3z=0 
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有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 系数 的 三 阶 行 式 为 零 , 即 
Cl1 Di cl 
a2 b> c2|=0 
a3 O03 C3 


这 一 结论 还 可 以 推广 到 未 知 数 更 多 的 方程 组 


| 省 除 法 中 的 余数 不 可 小 看 


今天 是 星期 一 , 是 本 学 期 的 第 一 天 , 第 100 天 是 星期 几 ? 现在 是 
零点 , 100 小 时 之 后 是 几 点 钟 , 等 等 , 对 这 样 的 一 些 问题 我 们 应 该 有 
兴趣 , 也 有 实用 价值 和 理论 推广 价值 。100 二 7, 商 14 余 2, 余 2 就 是 
星期 二 ;100 二 24, 商 4 余 4, 余 4 就 是 4 点 钟 , 推 而 广 之 , 若 m 二 7 与 
n 二 7 部 余 ~, 今天 是 星期 一 , 第 m 天 和 第 ”天 都 是 星期 >, 1 委 7 委 6， 
如 果 r=0, 即 除 尽 的 情形 , 则 第 mx. 天 与 第 ”天 都 是 星期 日 。 可 见 同 
样 的 余数 代表 某 种 相同 的 性 质 。 

两 个 整数 mm, ”同和 被 正 整 数 祖 来 除 , 奉 余 数 相 同 , 则 称 mm 与 ”对 
“ 模 ”p 是 同 余 的 , 记 成 m 三 n (mod p)。 如 果 m = 
0(mod Pp), 就 是 说 m 能 被 pb 整除 。 

(1) 正 整数 能 否 被 3 除 尽 

设 n= QnrGm -1 Q0 a 是 各 个 数位 上 的 数码 ， 则 仅 当 aot al 
+…+an 能 被 3 除 尽 时 , ”才能 被 3 除 尽 。 

事实 上 ,n= aj10”+am_110” 1 十 … 十 qa110+ ao, 因 为 10 被 3 除 
余 1, 或 写成 10 二 1(mod 3);100 被 3 除 余 1, 写成 100 志 1(mod 3),… 
10” 夺 1 (mod 3), 所 以 2 到 co+ al+… 十 am(mod 3), 故 若 co+ai 
+…+an 能 被 3 除 尽 , 即 a0+ alt+…++a, 寺 0(mod 3), 则 7 三 0 
(mod 3), 印 nn 能 被 3 除 尽 。 如 果 ao+ai+…+a， 不 能 被 3 除 尽 , 则 
n 不 能 被 3 除 尽 。 


2 


(2) 正 整数 能 被 9 除 尽 的 充 要 条 件 是 其 各 数字 之 和 可 被 9 队 尽 
(3) 正 整 数 n 写成 “和 干 进位 ”形式 
n= a,10007 + a，11000” -+ …+ail000+ao, 其 中 0 委 ci< 
1000, 则 n 被 7( 或 11 或 13) 除 尽 的 充 要 条 件 是 
(ao+a2z+ad4…) 一 (ai+a3 十 Q5 十 …) 
能 被 7( 或 11 或 13) 除 尽 。 
事实 上 , 由 于 1000 被 7 除 余 1, 1000 被 7 除 余 一 1, 则 1000 沁 被 
7 除 缘 余 1, 1000“2 1 被 7 除 缘 余 -人 余 -1 就 是 余 6)。 所 以 
n=(ag+ ast+…)— (alt+as3+.")(mod 7) 
即 仅 当 (ao+az+…)-(ai+as+…) 被 7 除 尽 时 , ”才能 被 7 除 尽 。 
闻 理 可 证 , 仅 当 (ao+az+…)-(ai+as+…) 被 11 或 13 除 斥 
时 , ”才能 被 11 或 13 除 尽 。 
例如 , 123456789, 由 于 数字 和 为 
1+2+3+4+5+6+7+8+9=45 
45 的 数字 和 是 9, 所 以 123456789 可 被 3 与 9 除 尽 。 
而 1234567891011, 由 于 数字 和 为 
1+2+3+4+S+6+7+8+9+1+1+1=48 
48 的 数字 之 和 为 12, 12 的 数字 之 和 为 3, 所 以 1234567891011 能 被 3 
除 尽 , 但 不 能 被 9 除 尽 。 
又 例如 1234$6= 123X 1000 + 456, ao=456, al = 123, ao - al = 
456 一 123 = 333, 333 不 能 被 7, 11, 13 除 尽 , 所 以 123456 也 不 能 被 7， 
11, 13 除 尽 。 
同 余 方 法 还 可 以 检验 出 多 位 数 乘法 的 铺 误 。 
a=a,10”7+a,-110”™l+.…+ail0+ao 
b=6,107+6,_110”% i+.…+b110+ bo 


ab=c=c10+c i110 + +c1l0+ Co 
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则 应 有 
(aot+ a1t*+t+an)(bot+ bt + bn) 
=(co+ cl1t+ ec) (mod 9) 

事实 上 

a=(ao + a1+**+ a,) (mod 9) 

b=(bo+ bi1+ + bm) (mod 9) 

c 汪 (co+ ci 十 … 十 cmod 9) 
于 是 


a 二 gi+ri,(ao+a1t*+a,)=9g2+ ri 
bg3+r2, (bot b+*+ hb, )=90gq4t+r, 
c=(co+c1t+* + ci(mod 9)) 
由 于 ab =c, 则 
(9g1+r1)(9g3+72) 三 c 寺 (co + cit + ci) (mod 9) 
即 
ri72 二 (co + c1+*** + ci) (mod 9) 
而 
(aot ait "+an) (bot+bit+ bn) = (9g1+ ri)(9g4+r2) 
所 以 
(aot art***+an)(bot+ bt + bn,)Erir(mod 9), 
最 后 得 
(aot art +an)(bot+ bt + bn) 
=( co++ ci+*** + cy) (mod 9) (1.26) 
注意 , (1.26) 是 ab =c 的 必要 条 件 , (1.26) 不 满足 时 , ab = c 一 
定 是 错 的 ,但 (1.26) 满 足 ,未 必 ab = c。 
例如 , a =1234, 5 = 5678, 问 ab = 12345678 是 否 正 确 ? 
由 于 1+2+3+4=10,5+6+7+8=26,1+2+3+4+S+6+7+8 
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=36,10x26=260 天 36(mod 9), 事实 上 260 被 9 际 余 8, 而 36 可 被 9 
除 尽 , (1.26) 式 不 满足 ,所 以 ab = 12345678 不 正确 。 

又 问 :1234xS678 = $678432 是 否 正 确 ? 

由 于 5+6+7+8+4+3+2=35,35 被 9 除 也 余 8, 所 以 这 时 
(1.26) 式 成 立 ,但 1234 x $S678 = 7006652 是 真 的 , 所 以 1234 x 5678 = 
5678432 是 错 的 。 


| , 川 音 信和 点 兵 ,多 多 益 关 


《孙子 算 经 ?成 书 于 公元 3 世纪 前 后 , 魏 普 时 期 著名 数学 家 刘 徽 
曾 为 《孙子 算 经 )》 作 注 , 原始 作者 已 不 可 考 , 书 中 有 两 则 “ 妇 括 和 丝 知 而 
乐 道 之 "的 名 题 , 一 题 称 为 “ 物 不 知 其 数 ”, 一 题 则 是 "韩信 乱 点 其 ”。 
“ 物 不 知 其 数 "的 解决 总 结 出 在 世界 数学 史上 影 啊 闪 远 的 “中 国 剩余 
定理 ”或 称 “孙子 定理 ”, 比 内 容 相 同 的 “高 斯 定理 ” 早 问世 1500 年 左 
右 。 

南宋 大 数学 家 秦 九 韶 ( 约 公元 1202 一 1261) 在 他 的 巨著 《 数 书 九 
章 ) 中 又 提出 一 个 脸 久 人 口 的 “ 余 米 推 数 ” 问 题 ,并 总 结 出 “大 衍 求 一 
术 ”。 

秦 九 韶 字 道 古 ,四川 安 后 人 , 曾 在 川 . 皖 等 地 为 官 , 1260 年 贬 至 广 
东 梅 州 , 次 年 众 于 任 所 。 他 博学 多 才 , 史 称 秦 九 韶 “ 性 极 机 巧 , 星象 、 音 
律 、 算 术 以 至 营建 等 事 , 无 不 精 究 。”“ 戏 \ 球 、 马 \ 弓 、 剑 莫不 能 知 ”, 尤其 
是 在 南宋 兵 荒 马 乱 的 年 代 , 潜心 研究 数学 , 实 为 难能可贵 。20 多 万 字 的 
《 数 书 九 章 》 是 他 1244 一 1247 年 为 母亲 守 孝 期 间 写 成 的 , 该 书 了 立论 新 
颖 ,构思 风趣 , 是 我 国 乃 至 世界 的 数学 瑰宝 。 美国 数学 史家 院 顿 (G. 
Sarton, 1884 一 1956) 说 , 秦 九 韶 是 “他 的 民族 , 他 的 时 代 , 以 致 一 切 时 期 
最 伟大 的 数学 家 之 一 。 

(1) 物 不 知 其 数 与 中 国 剩余 定 理 
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1 〇 算术 篇 


题 日 :“ 今 有 物 不 知 其 数 , 三 三 数 之 余 二 , 五 五 数 之 余 三 , 七 七 数 
之 余 二 , 问 物 几 何 ?” 

宋朝 时 有 歌谣 口诀 称 : 

三 岁 孩 儿 七 十 稀 ， 
五 留 廿 一 事 尤 奇 ， 
七 度 上 元 重 相 会 ， 
寒食 清明 便 可 知 。 
其 中 的 上 元 指正 月 十 五 元 彰 节 , 少食 至 清明 105 天 。 

明 于 程 大 位 的 歌诀 则 唱 道 : 

三 人 同行 七 十 稀 ， 

五 树 梅 窟 廿 一 枝 ， 

七 子 团圆 正月 半 ， 

除 百 零 五 便 得 知 。 
这 两 省 歌谣 给 出 的 一 个 有 效 算法 为 : 

用 70 乘 三 三 数 的 余数 ,用 21 乘 五 五 数 之 的 余数 , 用 15 乘 七 七 
数 之 的 余数 , 再 把 三 个 积 相 加 , 减 去 105 的 若干 倍 , 即 可 得 所 求 的 数 
的 最 小 值 

具体 计算 过 程 是 

2x70+3x21+2x15=233 
233 - 105 = 128, 128 ~ 105 = 23 
23 即 所 求 的 物件 的 数目 (的 最 小 值 )。 

事实 上 ,23 加 上 105 的 任 一 倍数 , 亦 为 所 求 ,105 是 3, 5,7 的 最 小 公 
倍数 , 105=3XSx7, 如果 已 求 出 一 数 M, 满 足 被 3 除 余 2, 被 5 除 余 3, 被 
7 除 余 2, 则 M 一 105k 仍然 有 上 述 余数 , 所 以 有 第 四 句 “ 除 百 零 五 便 得 
知 ”, 这 里 的 “ 除 ” 字 是 删除 , 即 减 去 的 意思 。 

在 2xX70+3x21+2x15 式 中 ,3Xx21 中 的 21=3x7,2x15 中 
的 15=3Xx5, 所 以 3x21+2Xx15 可 被 3 除 尽 ,2x70 中 的 70=2x (5 
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x7), 被 3 除 恰 余 2, 所 以 2x70+3x21+2x15 被 3 除 余 2, 相 似 地 
可 以 看 出 此 式 被 5 除 余 3, 被 7 除 余 2。 所 以 2x70+3x21+2x15 
是 所 求 之 数 。 用 同 余 的 记号 号 , 即 

70 尘 1 (mod 3), 21 硅 1 (mod $5),，15 夺 1] (mod 7) 

此 实例 总 结 成 如 下 的 孙子 定理 : 

设 m1, m2，…, ms 是 两 两 互 素 的 正 整数 , mm = mj m2… mi, m = 
miM;, i = 二 1,2,…,k, 则 满足 下 列 方程 

rx 三 bi1(mod m1), xX 三 6;(mod m2),…,X 三 b4(mod mi ) 的 解 为 

rEM Mb tM ,Mb2 ++ M Mb (mod m) 
其 中 M'M; 志 1(mod mi),i=1,2,.…,k。 

在 “ 物 不 知 其 数 ” 一 题 中 , mj = 二 3, 7 三 9, m3 二 7, k=3, mi, m2， 
m3 两 两 互 素 , 即 每 两 个 都 没有 不 为 1 的 公 因 数 。m = mim2m3==3X 
5x7=105, 105= mMi, 故 Mi = 3$, 105 = m2M, 故 M,=21,105 
二 maM, 礁 M3=15。 又 要 求 MM., 尘 1 (mod m;);35M i 三 1 (mod 
3), 故 Mj =2, 21M’, 志 1(mod 5), 则 M's,=1,15M ;= 1(mod 7)， 
故 M“ 3; =1, 于 是 

r=2X35xX2+1X21x3+1x15x2 二 233 寺 23(mod 105) 

用 《孙子 算 经 ?的 这 种 算法 , 还 可 解决 韩信 点 兵 问 题 。 

(2) 韩信 乱 点 其 

据 司 马 迁 《史记 》: "淮阴 侯 列 传 第 三 十 二 "与 “ 娃 信 户 缩 列 传 第 二 
十 三 ” 载 ,“ 韩 信者 ,淮阴 人 也 , 始 为 布衣 时 , 贫 无 行 ,不 得 推 择 为 吏 , 又 
不 能 治 生 商贾 , 常 从 人 寄 食 饮 , 人 多 厌 之 。” 足 见 其 贫贱 之 身世 , 匀 Q 人 
欺凌 , 受过 “ 膀 下 之 辱 ", 后 发 奋 习 武 , 熟 读 兵书 ,成 为 统率 刘邦 全 车 的 
元 帅 , 助 佐 刘邦 得 天 下 , 可 恨 刘 邦 过 河 拆 桥 , 欲 车 裂 韩信 , 韩信 和 留 下 
“ 狐 免 死 , 走狗 烹 ; 高 乌 尽 , 良 弓 藏 , 敌国 破 , 谋 臣 亡 ”的 干 古 脓 急 ! 这 
王 之 中 , 有 几 个 不 是 无 赖 ?! 假设 韩信 自 幼 立志 于 数学 , 也 许 会 对 人 
类 做 出 更 大 的 贡献 。 下面 是 《孙子 算 经 )y 上 所 载 “ 韩 信 乱 点 其” 的 名 
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右 ; 

圩 信 有 兵 一 队 , 知 列 为 五 行 纵队 , 则 末 行 一 人 , 成 六 行 纵队 , 则 末 
行 五 人 , 成 七 行 纵队 , 则 末 行 四 人 , 成 十 一 行 纵队 , 则 末 行 十 人 , 求 兵 
数 。 

车 师 丛 目 :两 干 一 百 一 十 一 人 或 加 若干 倍 的 两 千 三 百 一 十 人 。 
” 胆 信 管 日 :“ 多 多 益 善 ! ” 

韩信 点 兵 的 数学 模型 是 求 下 列 方程 的 解 
rx 二 1(mod $5), r=5(mod 6), x=4(mod 7), x=10(mod 11) 

按 孙 子 定 理 的 记号 ， mi=), m2=6, m3=7, ma=11, m1, my, 
m3, m4 两 两 互 辽 , mx = 5X6X7x11=2310， Mi=6x7x1ll=462， 
M2=SX7x11=385, M3=5xX6Xx11=330, M4 =SXx6x7=210, 又 
要 求 MiMi 王 1(mod m;),i1=1,2,3,4, 得 M’,=M’3= M1=1,M’ 
=3,61==1, 52=5, bs 二 4, 654=10, 于 是 / 

zz 三 M -MX1+M,M,X5+M3s3M3X4+M’, Mx10 
402X3xX1+1x385x5S5+1x330x4+1x210x10 
二 1386 + 1925 二 1320+2100 
二 6731 寺 2111(mod 2310) 
即 韩信 的 兵 有 2111 + 2310,& 是 非 负 整数 。 

(3) 余 米 推 数 

碟 日 :“ 米 铺 被 瓷 , 去 米 一 般 三 算 , 丝 适 满 , 不 记 细 数 。 今 左 壁 算 
剩 一 合 , 中 壁 算 剩 一 升 四 合 , 右 壁 算 剩 一 合 。 后 获 贼 系 甲 乙 丙 三 人 ， 
用 称 当 夜 摸 得 马 构 , 在 左 壁 算 品 入 布袋 ; 乙 称 踢 着 木 履 , 在 中 壁 第 可 
入 农 ;天 称 摸 得 漆 碗 , 在 右 壁 算 吕 入 袋 ,将 归 食 用 ,日 久 不 知 数 。 索 到 
二 藻 , 蕊 榴 容 满 一 升 九 合 , 木 履 容 一 升 七 合 , 漆 碗 容 一 升 二 合 , 欲 知 所 
失 米 数 , 计 赃 结 断 , 三 盗 各 几何 ?” 

“ 合 " 读 gE( 同 音 葛 ), 十 勺 为 一 合 ,十 合 为 一 升 ; 量 米 器 具 , 由 人 竹 
木 制 成 ,方形 或 简 形 , 装 满 粮食 恰 为 一 合 。 
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用 现代 汉语 来 讲 , 题 文 为 :“ 一 米 店 被 盗 , 米 店 原 有 三 个 波 满 米 的 
第 , 三 个 第 容量 相等 ,被 偷 后 , 左边 筹 里 剩 下 -一 合 米 , 中 间 黎 里 剩 下 一 升 
四 合 米 ,右边 算 里 剩 下 一 合 米 。 后 把 甲乙 丙 三 个 小 偷 抓获 , 甲 供认 当夜 
摸 到 一 只 马 构 , 从 左边 算 里 把 米 驯 入 他 的 布袋 ; 乙 供认 踢 着 了 一 只 木 
鞋 ,就 用 木 鞋 从 中 间 算 里 把 米 囊 入 他 的 布袋 ; 丙 供认 他 摸 到 一 只 漆 碗 ， 
用 此 碗 把 右边 筹 里 的 米 理 入 他 的 布袋 。 三 个 小 偷 把 盗 得 的 米 冰 回 各 目 
的 家 中 食用 , 他 们 也 糊 里 糊涂 ,不知 当初 偷 来 了 多 少 米 。 后 经 判官 案 验 
物证 , 查 明 那 只 马 构 可 容 一 升 九 合 , 木 鞋 可 容 一 升 七 合 , 漆 碗 可 容 一 升 
二 合 ,于 是 按 每 个 小 偷盗 去 的 米 的 数量 给 予 应 得 之 惩处 。 问 三 人 各 价 
去 多 少 米 7 

此 题 的 数学 模型 是 : 设 x 是 算 的 容量 , 以 合 为 单位 , 欲求 的 是 下 
面 方程 的 解 

r 三 1 (mod 19), x 三 14(mod 17), TX 圭 1 (mod 12) 
引用 孙子 定理 的 记号 , m1 = 19, m2 三 17, m3==12, m1, m2 ?743 两 两 
互 素 ;mm = mim2m3 = 3876, MI = 204, Ma = 228, Ma = 323, M1 = 
15, M» =5, Ms =11,61=1,6;=14,53=1。 于 蚌 
r=MM: Xx1+ MM, X14+ M3M3 Xx!1 
= 3060 + 15960 + 3553 寺 22573 圭 3193(mod 3876) 

即 每 算 至 少 装 米 3193 合 , 甲 盗 走 的 米 为 3193 -1= 3192 合 , 乙 盗 走 
的 米 为 3193 ~- 14=3179 合 ,再 盗 走 的 米 为 3192 合 。 三 个 小 偷盗 走 的 
米 都 不 少 , 也 差 不 太 多 , 应 各 打 四 十 大 板 , 并 处 相当 于 3000 多 合 米 的 
训 金 。 


| ,| 素数 的 故事 


(1) 名 不 符 实 的 冠 名 
素数 并 不 素 , 它 的 定义 和 名 称 似乎 给 人 一 种 印象 , 认为 素数 是 质 
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朴 简单 的 一 种 最 基本 的 数 , 其 实 算术 中 麻烦 事 大 都 是 由 它 车 起 的 。 
例如 , 我 们 知道 的 哥 德 巴赫 猜想 和 挛 生 素数 的 黎 曼 猜 想 ; 1989 年 ， 
Amdabl Six 小 组 在 美国 加 利 福 尼 亚 圣 克 拉 大 学 用 Amdabl 1200 超级 
计算 机 捕捉 到 一 对 挛 生 素数 

1706595 x 2:1“>+1 
可 见 素 数 名 不 符 实 。 

还 有 一 个 在 数学 史上 贻 笑 大 方 的 名 不 符 实 的 故事 是 关于 威尔逊 
定理 的 事 。 有 一 个 关于 素数 的 定理 , 用 英国 法 官 威 尔 示 
(J. Wilson, 1741 一 1793) 冠 名 。 

威尔逊 定理 : 知 p 为 素数 , 则 p 可 整除 (p 一 1)! +1; 若 p 为 合 
数 , 则 p 不 能 整除 (p 一 1)! +1。 

事实 上 , 这 条 定理 是 莱 布 尼 蒋 首先 发 现 , 后 经 拉 格 朗 日 证 明 的 ; 
威尔逊 的 一 位 擅长 拍 马 改 的 朋友 沃 润 (FE. Waring) 于 1770 年 出 版 的 
一 本 书 中 却 吹 虚 说 是 威 尔 迎 发 现 的 这 一 定理 , 而 且 还 宣称 这 个 定理 
水 撑 不 会 被 证 明 , 因为 人 类 没有 好 的 符号 来 处 理 素 数 , 这 种 话 传 到 高 
斯 的 耳 水 里 , 当时 高 斯 也 不 知道 拉 格 庆 日 证 明了 这 一 定理 , 高 斯 在 黑 
板 前 冰 看 想 了 5 分 钟 ,就 向 告诉 他 这 一 消息 的 人 证 明了 这 一 定理 ,高 
斯 批评 威尔逊 说 :他 缺乏 的 不 是 符号 而 是 概念 。” 

两 百 多 年 来 ,全 世界 的 数论 教科 书 上 都 照样 把 这 一 定理 称 为 
威尔逊 定理 , 看 来 还 历史 以 本 来 面貌 ,更换 本 定理 的 冠 名 已 无 必 
要 ,也 不 易 纠正 这 么 多 年 来 文献 与 教材 上 的 称呼 了 。 

威尔逊 定理 应 用 很 广 , 例如 对 较 大 的 素数 p, 我 们 虽然 无 力 算出 
(p 一 1)! 的 值 , 但 却 知 道 (p -1)! 被 p 除 的 余数 是 -1 或 p 一 1。 
事实 上 ,由 于 (p 一 1)! +1 可 被 p 整除 , 则 存在 自然 数 n, 使 得 (p 一 
DD)! +1=np,(p—1)! =np—-1=(n-1)p+(p—-1), 所 以 (p - 
1)! 被 p 除 的 余数 是 一 1 或 p 一 1。 

由 于 威尔逊 定理 戏剧 性 的 冠 名 以 及 它 的 内 容 的 重要 性 , 难怪 有 
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人 戏称 "如果 一 个 人 不 知道 威尔逊 定理 , 那 他 就 白 学 了 算术 。 

下 面 介 绍 威尔逊 定理 的 一 种 证 明 : 

设 p 是 素数 , p = 2 时 , 定理 成 立 不 足 道 。 对 于 奇 素 数 , 令 aEA 
=|2,3,.…,p—2), 则 B= ia,2a,3a,…,(p— 1)a| 中 不 会 有 对 于 除 
数 广 同 余 的 两 个 数 ;事实 上 , 乔 aa, Ba € B, aa= pa (mod p), 则 ala 
- 8| 可 被 p 除 尽 ,而 |a -Bla€B, 但 B 中 数 不 可 能 被 p 除 尽 。 于 是 
B 中 数 被 pb 除 得 到 的 余数 形成 的 集合 C= 11,2,…, p11。 

设 B 中 被 p 除 余 1 的 数 是 ya 

车 y=1, 则 ya = a, Ya 被 p 除 余 a, 文 4 之 2, 与 ya 三 
1(mod 方 ) 政 盾 , 改 7Y 关 1。 

@ 厅 Y=p 一 1, 则 Ya = pa 一 a, 它 被 p 际 余 a, 所 以 Y 头 p 一 1。 

8 石 7Y =a, 则 ya = a“, 由 于 a“ 三 1(mod 力 ), 故 应 有 2 一 1=(a 
+1)(a -1)=0(mod p), 这 只 能 是 a=1 或 a=p 一 1, 此 守 a€EA 刻 
盾 , 故 Y 关 a。 

由 Q@, ©, YAa, HB YEA。 

a 不 同时 , y 亦 相 异 ; 若 a1 关 as, ai, a2 EA, 日 yal 夺 Yas 三 1 
(mod pp), 因 yal, Ya2€ B, 而 B 中 数 关 于 mod p 不 同 余 ,可 见 ai 天 
a2, 则 7Y1 天 72o 


依次 取 a 为 2,3,…, 了 ;使 Ya 三 1(mod p) 的 数 y 分 别 为 
ps1+1, P+2,…,p—2,h 


2 
二 
二 1 (mod p) 
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2'3.*"(p -2)=1(mod p) 
又 p 一 1 三 -1(mod pp), 则 
(p-D! =12:3.…*(p-2)(p-1)=-1(mod p) 

从 而 (p 一 1)! +1 可 被 p 除 尽 。 

若 p 是 合 数 , p 有 因数 g,1<gq 志 pp 一 1, 从 而 (p 一 1)! 可 被 g 整 
除 ;(p 一 1)! +1 不 能 被 g 整除 , 亦 不 能 包 Q p 整除 。 

(2) 不 能 实施 的 素数 判别 法 

威尔逊 和 定理 给 出 了 一 个 判别 法 : 

整数 如 之 2 是 率 数 当 旦 仅 当 (p 一 1)! +1 可 被 p 整除 。 

从 字面 上 看 , 这 个 定理 已 经 明日 无 误 地 给 出 了 一 个 简洁 的 + 一 
x 二 算法 , 可 以 判断 任何 一 个 正 整 数 是 不 是 素数 。 可 惜 (p 一 1)! 太 
无 情 了 ,使 得 我 们 没有 那么 多 时 间 和 抄写 空间 (纸张 或 计算 机 内 存 ) 
来 弄 清 (p 一 1)! 是 几 ! 例如 1876 年 ,法 国 数学 家 户 卡 斯 (A.Lucas) 
用 手 和 笔 发 现 了 一 个 39 位 的 素数 

p =2127—1 

=170141183460469231731687303715884105727 
即使 有 朝 一 日 某国 某 人 算出 了 [(22” 一 1) 一 1]!, 以 每 页 书 可 排 2000 
个 阿拉 伯 数 字 计 算 ,[(2“’ 一 1) 一 1]! 可 以 印 成 500 页 的 书 至 少 2 x 
10“ 本 , 比 全 世界 的 总 藏书 量 还 多 得 多 ! 何况 ,还 有 比 22 1 更 大 的 
素数 竺 判定 呢 ! 

可 见 , 威 尔 民 定理 只 有 理论 的 价值 , 是 一 个 无 实施 价值 的 判别 
法 ,或 者 说 , 它 是 一 个 无 效 的 坏 算 法 。 

我 们 淘 望 设计 出 有 效 算 法 来 判别 任 给 的 正 整 数 是 否 是 素数 。 这 种 迫 
切 性 从 费 马 数 和 哥 德 巴赫 猜想 等 问题 上 , 可 以 感 党 到 。 

所 谓 费 马 数 , 是 指 形 如 


F,=22 +1 
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的 数 , 其 中 n=0, 1,2,… 
Fo=3, Fi=5, F =17, Fs=257, Fy=65537, 
Fs =4294967297 
Fo 到 F 容易 判定 它们 都 是 素数 , Fs 是 42 亿 多 的 大 数 , 费 马 当年 无 
力 判 断 Fs 是 否 素数 , 他 只 是 大 胆 猜想 已 , 每 个 都 是 素数 。1732 年 ， 
欧 拉 算出 ;= 641 X6700417, 从 而 否定 了 费 马 关 于 费 马 数 素性 的 猜 
1880 年 ,法 国 数学 家 户 卡 期 算出 
Fo=274177 Xx 67280421310721 
1971 年 ,有 人 对 FE; 得 出 素 因 子 分 解 , 1981 年 ,有 人 得 出 Fg 的 
素 因 子 分 解 。 
1980 年 ,有 人 得 出 Fowg 的 一 个 因子 是 
19 x D22450 +1 
1984 年 ,有 人 得 出 下 ,yw71 的 一 个 因子 是 
Sx F23473 十 1 
1986 年 ,有 人 用 超级 计算 机 连续 运算 十 天 得 知 F2zo 是 合 数 。 
至 今 知 道 的 素 费 蕊 数 还 只 是 Fo, Fi, Fy, F3, Fao 
这 个 问题 不 能 彻底 解决 的 要 害 是 今日 没有 搞 出 判别 素数 的 有 效 
算法 , 也 有 一 种 潜在 的 厄运 , 那 就 是 判定 一 个 数 是 否 是 素数 和 移动 河 
内 塔 上 的 盘子 一 样 , 本 质 上 就 不 存在 有 效 算法 。 
(3) 系数 病毒 越 来 越 多 
把 x 的 小 数 点 删 去 , x 就 改写 成 了 一 个 阿拉 人 数字 的 无 穷 序 列 ， 
问 ; 长 几 的 前 缀 是 素数 ? 
例如 , 3 与 31 是 素数 ;314159 是 第 三 个 素 前 缀 ;1979 年 美国 数学 
家 贝 利 (了 .Baillie) 等 人 发 现 x 上 的 第 四 个 系 前 级 
31415926535897932384626433832795028841 


36 


1 加 算术 篇 


敢 问 :rr 还 有 第 五 个 又 前 缀 吗 ? 第 六 个 , 第 七 个 .…… 呈 ? 

把 x 换 成 e, 换 成 /2,V3,…,Y2,Y3… lg2, lg3… 再 问 同类 问题 ,又 
该 怎么 解答 呢 ? 

即使 是 温和 一 些 的 问题 , 例如 下 面 问题 仍然 是 悬案 


Lp1=10"-1+10" ?2+.…+10+1=0(10"—1) 


re 


7 个 1 
当 7 为 系数 时 ， 例如 二 (1047 — 1), 5 (10% — 1), 5 (107 一 工 )， 
(103 一 1), (103 - 1), 本 (107 - 1) 等 等 ,是 否 是 素数 ?或 更 一 般 
地 , 问 11…11 是 否 是 素数 ? 


n 个 1 

其 中 为 任意 指定 的 自然 数 。 

真是 心血 来 潮 , 随便 一 问 就 会 难 倒 人 ! 这 样 提出 问题 会 使 人 对 
素数 产生 一 种 反感 。 在 形形色色 应 接 不 上 暇 的 问题 当中 , 似 应 首选 那 
些 具有 重要 应 用 背景 或 理论 背景 ,又 有 能 力 解 决 的 问题 去 研究 。 

(4) 重要 的 问题 是 落实 算术 基本 定理 

算术 基本 定理 告知 , 任 一 大 于 1 的 整数 都 可 以 唯一 地 表 成 某 些 
素数 的 乘积 , 即 ”= p1p2… pw, 其 中 n 是 任意 给 定 的 大 于 1 的 整数 ， 
pi Pp2，…, pm 是 被 x 唯一 确定 的 素数 。 

问题 是 , 如 何 由 n 具体 地 求 出 pi1, p2,…, pm? 

这 是 一 个 有 重要 实用 背景 和 计算 机 计算 的 时 间 复 杂 度 理论 背景 的 
大 问题 。 是 数论 的 中 心 课题 之 一 , 也 是 计算 机 科学 的 主攻 方向 之 一 。 

假设 某 年 某 人 设计 出 了 一 个 有 效 算法 ,能 在 多 项 式 时 间 内 求 得 n 
= Pp1P2'"* Pm 中 的 pP1, P2,'"*, Pm 的 值 ,那么 当 n 是 素数 时 , n 就 是 pl, 
即 此 算法 可 以 有 效 地 判定 素数 , 从 而 可 以 在 多 项 式 时 间 内 解决 前 面 提 
出 的 诸多 问题 , 例如 费 马 数 F, 是 否 素数 (n 是 任意 给 定 的 自然 数 ), 以 


3/ 


有 好 玩 且 站 数 子 数学 了 了 阳 1 前 


及 无 理 数 (例如 x) 的 前 缀 是 否 素数 等 问题 。 这 里 说 的 “多 项 式 时 间 ” 是 
指 对 一 个 问题 , 存在 一 个 多 项 式 p(n),n 是 要 判定 的 整数 的 输入 长 , 即 
它 的 位 数 的 一 个 倍数 。 

在 实用 上 ,例如 在 保密 通讯 与 密码 破译 当中 ,需要 对 大 合 数 进行 系 
因子 分 解 , 一般 这 种 大 合 数 有 百 位 之 大 , 所 以 目前 各 军事 大 国都 集 大 量 
人 力 物 力 ,研究 这 种 合 数 素 分 解 问题 , 但 至 今 并 未 听 说 有 明显 进展 。 

素数 判定 和 合 数 素 分 解 , 可 能 类 似 与 求 拉 姆 赛 数 那 样 , 一 个 数 一 
个 搞 法 , 不 能 形成 普遍 的 有 效 算法 ,这 就 太 不 好 办 了 。 

如 果真 搞 出 素 分 解 算法 , 则 对 任 给 定 的 大 偶数 , 可 以 在 多 项 式 时 
间 内 表 成 两 个 素数 之 和 或 发 现 哥 德 巴 赫 猜 想 的 反例 。 事 实 上 , 对 于 
任意 的 2&, 表 成 1+ (2k 一 1),2+ (2k 一 2),3+ (2k 3), , 对 这 
些 和 中 的 每 对 数 加 以 判定 , 各 都 是 素数 , 则 可 把 2& 表 成 两 素数 之 和 ， 
否则 就 反驳 了 哥 德 巴赫 。 

我 们 期 望 的 这 种 素 分 解 的 有 效 算法 能 解决 这 么 多 非常 之 难 的 问 
题 , 可 见 设计 出 它 的 难度 是 诸多 数论 难题 难度 之 集大成 , 即使 这 种 算 
法 存在 , 也 是 十 分 之 难以 设计 出 来 , 我们 甚至 还 应 想到 它 根 本 就 不 存 
在 , 以 避免 望 梅 止 渴 , 水 中 索 月 。 


| ,| 生产 全 体 素数 


随便 拿 出 一 个 自然 数 , 问 我 们 是 不 是 素数 , 一 般 是 无 言 以 对 的 , 但 却 
有 一 个 公式 , 以 自然 数 对 为 双亲 , 从 理论 上 说 ,能 生育 出 所 有 的 素数 


1 +1)]“—1|— 


flm,n)= 


i[m(n+1)—(n! +1)]~—1|)+2 
是 素数 , 其 中 m,n 是 自然 数 , 且 f(m,n) 的 值 域 是 全 体系 数 。 
这 个 公式 的 证 明 很 容易 。 事 实 上 , 若 [m(n+1) 一 (n! +1)] 之 1 
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则 f( m,n)=2, 得 到 素数 。 若 [mx(n+1) 一 (nn! +1)=0, 则 f(xm， 
n)=nt+l,X mnt+1)—(n!t+1)=0, m(n+1)=n!+1。 好 n+1 
可 整除 n! + 1, 由 威尔逊 定理 , n + 1 是 素数 , 即 f(m,n) 也 算出 系数 ， 
至 此 知 f(xm, nn) 只 能 是 系数 。 

下 证 f(m, 7 ) 的 值 域 是 全 体系 数 集合 。 

任 取 定 一 素数 p, 由 威尔逊 定理 ,(p 一 1)! +1 被 p 整除 , 取 


n=p -lm= Lp-1)! 十 于 


mp=(p-1)+1,n+1=p 
m(nt+1)=mp=(p-1)!+1=n!+1 
于 是 p(n+1)-(n! +1)=0, f(m,n)=n+1=p, 由 p 的 任意 性 
知 f(m, 7) 的 值 域 是 全 体系 数 的 集合 。 
还 可 以 证 明 , 每 个 奇 素数 , f(m, 2 ) 恰 取 到 一 次 。 


事实 上 
12, [ml(n+1)—(n! +1)]>1 
flm,n)= (mt m(nt+1)=n!+1 
flm, nn) 取 到 的 奇 素数 中 形 如 p=n+1, 在 使 f(m,n)=n+1 的 数 
组 (m,n) 中 ,只 有 n= 一 1 这 时 m(n+1)=n!l+1, m=， 
于 是 (mn) = | 于 二 | = | 他- 这 二 ,四 是 唯一 的 使 


fm,n)=p=n+t+1 的 一 对 目 然 数 m,n。 

公式 f(m, nn) 给 出 了 产生 全 体 素 数 的 一 个 算法 , 只 可 异 它 其 实 
是 个 坏 算法 ,为 计算 出 奇 素数 p, 要 计算 (pp 一 1)!,p 很 大 时 , (p 一 
1)! 实际 上 是 算 不 出 来 的 ,空间 和 时 间 都 不 够 用 ;而 且 这 个 公式 还 有 
一 个 讨厌 的 地 方 , 就 是 大 多 数 情形 ,算出 的 都 是 2 这 个 最 小 素数 。 

看 起 来 , 奶 何 产生 系数, 如 何 鉴 别 素 数 , 仍然 是 困扰 数学 家 的 严 
重 课 题 。 
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(1) 六方 和 等 于 和 平方 
法 国 著名 数学 家 刘 维 尔 (J. Liouville, 1809 一 1882) 说 :4 的 因数 有 
1, 2, 4, 这 些 因数 的 因数 个 数 分 别 是 1,2,3, 青 看 1 了 +2*+3”=1+8+ 
27=36=(1+2+3) 这 恰 为 公式 
(1+2+3+.+n)2=13+23+..+n3 
的 特例 。 一 般 而 言 , 任 取 一 自然 数 N, 它 的 因数 有 1, ni1, nn2,…, ng， 
N, 这些 因 数 的 因数 个 数 分 别 为 1 mil, m22，,…, ma,k+2, 是否 公式 
+mi+t+m?+ +mi+(k+2) 
=(1+mi+m2t+ +m,+k+2) 
成 立 ! 
下 面 把 上 述 “ 戏 法 "表演 如 下 : 
1:; 因数 为 1; 因数 的 因数 个 数 为 1 
13=12 
2:; 因 数 为 1,2; 因 数 的 因数 个 数 分 别 为 1,2 
+23=9=(1+2) 
3: 因 数 为 1,3; 因 数 的 因数 个 数 分 别 为 1,2 
+23=(1+2)=9 
5: 因 数 为 1,5; 因 数 的 因数 个 数 分 别 为 1,2 
+23=(1+2)*=9 
6: 因 数 为 1,2,3,6; 因 数 的 因数 个 数 分 别 为 1,2, 2, 4， 
+2B+2+4=81=(1+2+2+4)” 
我 们 发 现 , 上 述 规律 对 素数 p 是 永远 成 立 的 , 事实 上 , 系数 p 的 
因数 为 1 与 p, 因数 的 因数 个 数 分 别 为 1,2,1+2*=(1+2)*=9。 
下 面 只 对 合 数 来 验证 。 
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8: 因数 为 1,2,4,8; 因 数 的 因数 个 数 分 别 为 1,2,3,4 
13+23+33+43=(1+2+3+4) =100 
100， 因数 为 1, 2, 4, $, 10,20,25, 50, 100; 因数 的 因数 个 数 分 别 
为 1,2,3,2,4,6,3,6,9 
13 十 23 十 33+23 十 下 十 人 二 33 十 的 十 9 
=1+8+27+8+64+216+27+216+729=1296 
(1+2+3+2+4+6+3+6+9)*=1296 
(2) 6174 号 陷阱 
任 取 一 个 四 位 数 Aj A,A;3As, Ai, As, A;3, As 不 全 相等 ,用 Ai， 
A,, A3, As4 这 4 个 数字 排出 一 个 最 大 四 位 数 , 再 排出 一 个 最 小 目 然 
数 ,对 两 者 之 差 再 重复 这 种 操作 ,结果 如 何 ? 
1234: 用 1,2,3,4 组 成 的 最 大 的 数 为 4321, 最 小 的 数 为 1234， 
差 为 
4321 — 1234 = 3087 
3087， 重复 上 述 操作 得 
8730 — 378 = 8352 
8352:， ”重复 上 述 操作 得 
8532 — 2358 = 6174 
6174: ”重复 上 述 操作 得 
7641 — 1467 = 6174 
再 重复 进行 上 述 操作 , 永远 得 出 6174, 至 此 已 落 入 “6174 号 陷 
阱 ” 6174 成 六 不 动 气 ”。 
再 看 9990 
9990: 9990 - 999=8991 
8991: 9981— 1899= 8082 
8028: 8820- 288 = 8532 
8532: 8532— 2358= 6174 
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上 述 四 步 即 掉 入 6174 号 陷阱 。 
最 后 再 看 一 个 实例 8964: 
8964: 9864—4689=5175 
5175: 7551~1557=5994 
5994: 9954—4599=5355 
5355: 5553—3555=1998 
1998: 9981— 1899=8082 
8082: 8820 — 288 = 8532 
8532: 8532— 2358=6174 
经 七 步 终 于 掉 入 6174 号 陷阱 。 
可 以 证 明 最 多 经 过 七 步 , 运算 结果 必 挥 入 6174 号 陷阱 , 即 任意 
四 位 数 , 只 要 其 数字 不 全 相等 , 则 “由 这 四 个 数字 组 成 的 最 大 数 与 最 
小 数 之 差 ” 的 反复 操作 , 在 七 步 之 内 必得 出 6174, 之 后 再 执行 上 述 运 
算 , 则 永远 得 出 6174。 上 述 实 例 8964 已 是 最 复杂 的 陷阱 了 (要 经 过 
七 步 才 陷入 )。 
(3) 数字 的 平方 和 非 1 则 4 
任 取 定 一 个 目 然 数 , 求 其 数字 平方 和 , 再 求 所 得 结果 的 数字 平方 
和 ,反复 执行 , 最 终结 果 是 几 ? 
1: 1°=1 
2: 27=4,4:=16,1*+6°=37,3*+7:=58,5+8’=89, 
8°+9=145,1 +4°+5°=42,4°+2*=20,2°+0*=4 
可 见 从 2 开始 ,会 反复 (周期 地 ) 出 现 结果 4 和 4, 16, 37, 58, 89, 145， 
42, 20 的 循环 。 
3: 3°=09,9°=81],1 +8’=65,6:+5*=61, 
1“+6°=37 
从 此 进入 从 2 开始 的 运算 , 可 见 从 3 开始 , 会 进入 4, 16, 37, 58, 89， 
145, 42, 20 的 循环 。 
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看 一 个 较 大 数 12345678: 
1 +22+32+42 十 S++62 十 72+8* 二 1+4+9+16 
+25+36+49+64=204 
+ 人 =20, 从 此 进入 从 2 开始 的 过 程 , 变 成 4, 16, 37, 58, 89， 
145, 42, 20 的 循环 。 
可 以 证 明 最 终结 果 对 任何 自然 数 不 是 1 束 是 4, 16, 37, 58, 89， 
145, 42, 20 的 循环 。 
结果 为 1 的 实例 也 不 少 , 例如 非 零 数字 是 一 个 6 与 一 个 8 的 目 
然 数 或 非 零 数字 是 四 个 5 的 目 然 数 。 
(4) 外 接 正 方形 四 个 顶点 缘 为 等 
作 一 个 正方 形 的 外 接 正方 形 , 使 两 者 的 边 呈 45 角 , 再 如 此 依次 
作 外 接 正 方形 , 如 图 1-3。 我 们 首先 在 原始 正方 形 的 四 个 顶点 任意 写 
上 四 个 自然 数 , 在 其 外 接 正 方形 的 每 个 顶点 上 写 出 它 忆 其 内 接 正 方 
形 相 邻 的 硕 上 数字 之 差 的 绝对 值 , 如 此 递 推 , 有 限 次 之 后 , 则 会 出 现 
外 接 正 方形 四 个 项 上 丝 为 等 的 结果 。 


例如 原始 正方 形 四 顶 上 写 的 是 1966, 经 过 四 轮 演化 , 最 后 四 顶 处 


皆 变 成 零 ! 见 图 1-3。 


不 信 , 你 在 原始 正方 形 的 四 角 顶 任意 写 别 的 自然数 , 例如 1, 9, 8， 


9 试 运 看 ,也 会 是 零 结 采 。 


以 上 四 个 小 魔术 的 证 明 不 是 很 难 , 动 点 脑筋 , +, 一 , Xx 算 一 算 而 


已 ,有 了 时间 的 读者 可 以 目 己 写 出 证 明 。 


把 目 然 数 集合 排列 成 如 下 的 三 角 阵 , 排列 


17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 


20 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
30 


37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 


82 
83 
S84 
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1 〇 算术 篇 


方式 很 简单 :第 1 列 为 1; 第 2 列 为 2,3,4; 第 3 列 为 5,6,7,8,9, 每 列 
比 前 一 列 多 排 两 个 数 , 一 列 接 一 列 地 读 下 去 , 恰 读 出 日 然 数 序列 , 形 
成 一 个 三 角 阵 , “1 当头 的 行 " 是 此 三 角 阵 的 对 称 轴 。 

这 个 三 角 阵 里 的 故事 很 多 , 我 们 仔细 观察 , 就 会 发 现 它们 : 

OD 每 一 行 和 每 一 斜 行 相 邻 两 数 的 差 可 排 成 公差 是 2 的 等 差 数 
列 。 

例如 横行 1, 3,7, 13, 21, 31, …… 相 邻 两 数 的 差 的 数列 是 


2,4,6,8, 10,…: (1.27) 
斜 行 3, 6, 11, 18, 27, 38, S1, 66, ……- 相 邻 两 数 的 差 的 数列 是 
3, 5,7,9,11, 13, 15S, … (1.28) 


式 (1.27), (1.28) 都 是 公差 是 2 的 等 差 数 列 。 

@ 每 横行 开头 是 奇数 时 , 全 行 缘 奇数 ;开头 是 偶数 时 , 全 行 告 侦 
数 。 

@ 相 邻 两 列 每 对 左右 相 邻 的 数 之 差 是 常数 。 例 如 17 开头 和 26 
开头 的 两 列 , 17 与 27, 18 与 28, 19 与 29, 20 与 30,…… 都 相差 10。 

@ 相 邻 的 两 横行 上 下 相 邻 的 两 数 之 差 是 篆 数 。 

余下 方 边界 上 的 一 行 是 自然 数 的 平方 组 成 的 数列 , 1, 4, 9, 16， 
29， a 

事实 上 , 它 的 第 ”个 数 是 这 个 数 所 在 的 一 个 三 角形 中 最 大 的 数 ， 
而 这 个 三 角形 可 以 改 排 成 n Xn 的 正方 形 , 所 以 这 个 数 是 二 。 

© 1 开头 的 横行 中 的 数 氏 形 如 n? 一 n+1,n 是 该 数 的 项 号 码 。 

例如 1=12-1+13=22-2+17=32 一 3+1 
13= 4 一 4+1, 等 等 。 

事实 上 , 由 全 ,第 ”项 为 

1+2+4+6+…+(7 一 1)2 三 7 一 7 十 1 

GO)1 开头 的 横行 中 , 若 视 7 为 第 一 项 , 则 第 3k 项 并 3 的 倍数 ,上 
一 ] ， 2 ， ，。 
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事实 上 ,这 种 项 为 3k +2 叶 位 置 , 即 2 = 3k +2,72 是 此 行 的 项 

号 。 由 多 知 这 种 项 的 值 是 
(3&R+2) —(3k+2)+1=9k*+9k+3 
所 以 是 3 的 倍数 。 

@@ 在 1 开头 的 横行 中 , 硅 视 13 为 第 一 项 , 则 第 7& 项 皆 7 的 倍 
数 , ==1,2,… 

@ 在 1 开头 的 横行 中 , 奉 视 21 为 第 一 项 , 则 第 13& 项 皆 13 的 倍 
数 ,R 三 1,2,… 

一 般 而 言 , 设 m 是 1 开头 的 横行 中 的 一 个 数 , 它 在 此 行 中 的 项 
写 为 n, 视 原 第 n+1 项 为 (k=1) 第 一 项 , 则 第 mk 项 皆 x 的 倍数 ,大 
一 1, 2， 。。 。 

事实 上 , 新 编号 码 的 第 mk 项 , 相当 于 原 号 码 的 第 mk + n 项 ,此 
项 的 值 为 
(mk+n)’—(mk+n)+l1 
=m’k*+2nmk+n’ -mk—nt+l 
=(m’“k*+2nmk — mk)+(n*—n+1) 
=m’k’ +2nmk— mkti+m 
此 数 是 m 的 倍数 。 

即 由 1 开头 的 横行 中 , 每 个 数 的 倍数 周期 性 地 出 现 , 周期 恰 为 该 
数 本 号 。 

四 由 工 开头 的 这 一 横行 中 任 相 邻 两 数 之 积 仍 在 此 行 中 , 此 积 在 行 
中 的 项 号 是 两 因数 中 较 小 者 所 在 的 列 的 底部 的 平方 数 加 1。 

例如 3x7=21, 在 此 行 中 ,3 的 底部 是 4,4+1=5, 即 21 在 第 5 
项 。 

事实 上 , 第 位 的 数 是 n“ 一 n +1, 第 n++1 位 的 数 是 (n +1)?- 
(n+1) 十 1, 它们 的 积 ; 
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1 〇 算术 篇 


[n*—nt+1l][(n+1)*— (n+1)+1] 

=(n n+t+1)(n*+nt+1)=(n*+1)-n? 

=(n +1)*—(n*+1)+1 
即 此 积 在 第 n“ +1 项 ,是 两 个 乘 数 中 较 小 数 n? -n+1 的 底部 平方 
数 n< 加 1。 

对 其 他 的 横行 也 可 讨论 相应 的 规律 。 

这 个 三 角 阵 写 起 来 倒是 容易 , 它 身上 却 包 藏 了 如 此 之 丰富 的 规 
律 性 ;再 回想 我 们 随手 写 出 的 一 个 高 次 代数 方程 , 写 起 来 当然 只 是 举 
手 之 芳 , 但 讨论 它 是 否 有 实 根 等 问题 时 , 却 不 是 等 闲 之 事 了 ;还 有 ,我 
们 随便 写 一 个 函数 值 ,例如 sina, lgA,a, A 是 给 定 正 数 , 怎样 判定 它 
是 无 理 数 还 是 有 理 数 呢 ? 

貌似 平 几 简 单 的 事物 当中 往往 含有 深刻 复杂 的 数学 内 容 , 数学 
家 不 愁 无 捉 可 干 。 


我 军 司令 部 收 到 我 特工 人 员 从 敌 军 阵地 发 回 的 信号 抄 收 如 下 : 
0011010010101011011 
1100000111001111000 
1010101100001101110 
1101001001110111000 
0111100111111010101 
0111110011100100111 
1110001010101110110 
11 

我 司令 部 收报 员 立 刻 问 首 长 报告 了 电文 的 中 译 内 容 : 
柳暗花明 又 一 村 

司令 员 明 日 这 是 特工 人 员 克 服 了 重重 困难 已 按 领 导 部 署 完成 了 任 

务 。 
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那么 这 份 密 电 的 发 收 人 员 是 赁 什么 收发 的 呢 ? 原来 他 们 手中 都 
握 有 一 份 绝密 的 密码 短 , 一 般 密 码 短 都 十 分 烦琐 , 是 一 本 书 状 的 本 
子 ,而 这 种 密码 簿 仅仅 是 如 53 页 的 一 张 卡片 。 
我 们 把 上 面 密码 卡 上 竖 列 的 5 个 数 从 上 同 下 为 序 记 成 al, @2， 
Q3, Q4, Q5, 则 此 列 的 号 码 恰 为 
a1+2a2+4a3+8ast+16as (1.29) 
例如 第 十 列 为 aj =0, os = 二 1, a3=0, a4=1,as=0, 所 以 (1.29) 式 算出 
2+8= 10, 恰 为 该 列 号 码 10。 对 于 (1.29) 式 ,我 们 改写 成 
a1+2a2+4a3+8a4+160s 
= (aly a2, 03, 04, 05)* (1,2,4,8,16) (1.30) 
下 面 用 公式 (1.30) 来 算 抄 得 的 信号 ,5 个 码 为 一 段 , 得 出 
(0,0,1,1,0).(1,2,4,8,16)=4+8=12=L 
(1,0,0,1,0).(1,2,4,8,16)=1+8=9=1 
(1,0,1,0,1)'(1,2,4,8,16)=1+4+16=21=U 
(1,0,1,1,1):(1,2,4,8,16)=1+4+8+16=29=- 
(1,0,0,0,0):(1,2,4,8,16)=1=A 
(0,1,1,1,0):(1,2,4,8,16)=2+4+8=14=N 
(0,1,1,1,1):(1,2,4,8,16)=2+4+8+16=30=， 
(0,0,0, 1,0):(1,2,4,8,16)=8= 五 
(1,0,1,0,1):(1,2,4,8,16)=1+4+16=21=U 
(1,0,0,0,0):(1,2,4,8,16)=1=A 
(1,1,0,1,1):(1,2,4,8,16)=1+2+8+16=27= — 
(1,0,1,1,0).(1,2,4,8,16)=1+4+8=13=M 
(1,0,0,1,0):(1,2,4,8,16)=1+8=9=I 
(0,1,1,1,0):(1,2,4,8,16)=2+4+8=14=N 
(1,1,1,0,0).(1,2,4,8,16)=1+2+4=7=G 
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(0,0, 1, 1,1): 
(1,0,0, 1, 1): 
“(1,2,4,8,16)=1+2+4+8=15=O 
“(1,2,4,8,16)=1+4+16=21=U 

“(1,2,4,8,16)=2+4+8+16=30= 


(1, 1， 1， ] ， 0 ) 
(1,0, 1, 0, 1) 
(0, 1, 1, 1, 1) 


(1, 0, 0, 1, 1): 
“(1,2,4, 8,16)=1+8=9=1 


(1,0, 0, 1,0) 


(0, 1, 1, 1, 1): 
(1, 1,0, 0,0): 
(1,0,1,0,1)， 
(1,2,4,8,16)=2+4+8=14=NN 


(0, 1, 1, 1, 0) 


(1, 1,0, 1, 1): 


1 算术 篇 


(1,2,4, 8,16) =4+8+16=28=" 
(1,2, 4, 8， 16)=1+8+16=25= TY 


(1,2,4,8,16)=1+8+16=25=Y 
(1,2, 4, 8, 16) =2+4+8+16=30=; 
(1,2,4,8, 16)=1+2=3 二 C 


(1,2,4,8,16)=1+4+16=21=U 


故此 密码 译 成 
Liu an hua ming you yi cun。 


议 合 译文 肥 为 “柳暗花明 叉 一 村 ”。 
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2 几何 篇 


埃及 王 问 道 ,“ 几 何 之 法 ,更 有 捷径 否 ?” 欧 几 
里 得 对 日 ,“ 夫 几何 一 途 , 若 大 道 然 , 王 安 得 独 性 叉 
族 也 ,932 


一 一 李 善 兰 《几何 原本 》 中 译本 序 


) ,| 元 字数 学 论文 
(1) 勾 股 定理 的 证 明 ( 图 2-1) 
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2 图 几何 篇 


(2) 椭圆 的 定义 (图 2-2) 


(a 


图 2-2 
(3) 和 角 的 三 等 分 右 原 理 ( 图 2-3) 


图 2-3 


人 


A \ a 
SN a 
> 
| 
A 
三 A 和 NAS A AAS /NAA /A 
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(5) 用 双边 直 太 过 直线 上 一 点 作 直 线 的 垂 线 (图 2-5) 


5] 


图 2-6 
(7) 用 双边 直 尺 把 已 知 线段 平分 (图 2-7) 


(8) 用 双边 直 太 过 直线 外 一 点 作 直线 的 平行 线 (图 2-8) 
(9) 用 一 只 圆规 把 已 知 线段 延长 n 倍 (n =8 的 情形 )( 图 2-9) 


DZ 


2 Ge 几何 篇 
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(10) 用 一 只 圆规 把 已 知 线段 ”等 分 (7 =3 的 情形 )( 图 2-10) 


图 2-10 


(11) 斜 切 香 肠 为 什么 切 出 椭圆 (图 2-11) 


图 2-11 


(12) 斜 切 明 葛 小 为 什么 切 出 椭圆 (图 2-12) 
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2 几何 篇 


图 2-12 


(13) 求 立 方 体 表面 上 从 一 顶点 到 对 角 顶 后 的 最 短路 从 (图 


ys 


图 2-13 
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(14) 证 明 . AH = 7 BC, 其 中 和 作 ABC 是 直角 三 角形 , ACFG， 


ABDE 是 正方 形 ( 图 2-14) 


图 2-14 


(15) 拍 扑 学 家 为 什么 不 能 区 别 实心 油 炸 面 圈 和 咖啡 杯 ( 图 


人 


2-13 ) 


< 
Ot 
CE 


图 2-15 
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2 几何 篇 


(16) 切 一 刀 , 把 两 张 煎饼 都 平分 , 其 中 一 张 煎 饼 是 正六 边 形 , 三 
一 张 是 正八 边 形 ( 图 2-16) 


图 2-16 


(17) 切 一 刀 , 把 三 块 点 心 都 平分 , 其 中 一 个 是 球形 的 ,一 个 是 这 
方 体 , 另 一 个 是 圆柱 体 ( 图 2-17) 


| i ps 
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图 2-17 


(18) 切 两 刀 , 把 一 块 正六 边 形 的 前 饼 切 成 四 等 份 (图 2-18) 
(19) 蚂蚁 不 必 绕 过 边界 就 可 疏 遍 纸 带 的 表面 (图 2-19) 


D7 


2-18 图 2-19 


,2 蜂 党 颁 


18 世纪 , 法国 科 学 家 雷 奥 乌 姆 尔 (Reaumur) 利 蕊 拉 尔 蒂 (Maraldi) 
等 人 认真 观测 蜂 梨 , 发 现 它 外 形 是 正六 楼 柱 , 下 底 是 正六 边 形 , 顶部 是 
二 个 全 等 的 萎 形 , 三 个 次 形 与 棱柱 轴线 成 等 角 , 三 者 彼此 和 斜 依 而 下 倾 ， 
屠 柱 侧面 音 全 等 的 直角 梯形 , 见 图 2-20。 


图 2-20 


如 此 精美 的 蜂 房 造形 , 竞 出 自 小 小 的 蜜蜂 之 口 足 , 实在 令 人 不 可 
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理解 ,莫非 这 些 可 爱 的 小 动物 除去 勤劳 无 私 、 集 体 观 念 强 、 尊 老 爱 幼 
等 君子 品质 之 外 , 还 有 非凡 的 智 总 ? 

欣赏 了 蜂巢 的 艺术 性 之 后 , 科学 家 在 深思 这 种 奇特 结构 的 实用 
价值 , 猜想 这 种 蜂 房 的 顶 盖 设 计 可 能 是 节省 其 建筑 材料 蜂 蛙 的 最 佳 
选择 ; 雷 奥 乌 姆 尔 就 这 种 猜测 请 教 瑞士 数学 家 、 巴 黎 科学 院 院 士 科 尼 
希 (Koenig), 科 尼 希 严 格 证 明了 人 们 关于 蜂 集 最 优 性 的 猜测 是 真 的 ， 
科 尼 希 的 论证 如 下 。 

设 蜂 集 底面 的 正六 边 形 arbpca 边 长 
为 2e, WM ac = ab = bc=2V3e=AB= AC 
= BC 多 图 2-21。 

显然 平面 ABC /平面 PQR , 设 此 二 
平面 距离 为 x, 又 Q 点 到 平面 ABC 的 中 
离 与 S 点 到 平面 ABC 距离 相等 , 所 以 S 
到 ABC 的 距离 也 是 z。 设 你 形 对 角 线 SP 
= SR = SQ =2y, 又 SR 在 棱柱 轴 上 投影 
为 2z, SR 在 平面 PQR 上 的 投影 为 2e, 由 2-21 
勾 股 定理 得 


y =x +e” (2.1) 

设 P,Q,R 分 别 是 P,Q, RR 在 平面 ABC 上 的 投影 , 则 ARBP OQ 

是 边 长 2e 的 正六 边 形 。 用 ARBP'CQ 做 房 顶 与 用 蜜蜂 的 房 顶 造 成 
的 容积 是 一 样 的 , 这 是 因为 蜜蜂 在 平面 ABC 上 侧 增 加 的 空间 是 三 校 
锥 S 一 ABC, 而 在 平面 ABC 的 下 侧 减 少 了 三 个 三 机 锥 也- BP C， 
Q 一 AQ'C, R ~- AR'B, 这 四 个 三 楼 锥 同 高 z, 人 BPC+ 人 AQC+ 
和信 AR'B 的 面积 = 全 ABC 的 面积 。 但 两 种 结构 的 表面 积 不 同 , 蜜蜂 
的 设计 省 去 了 正六 边 形 AR BP'CQ -的 面积 6e?V3, 以 及 六 个 直角 三 
角形 人 PP'B, 人 PP'C, 信 QQ’A, 全 QQ'C, 公 RR’'A, 公 RR'B, 这 六 个 
三 角形 面积 共计 6ez, 但 增加 了 三 个 凌 形 PBSC, QCSA, RASB, 这 二 
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个 萎 形 总 面积 为 6V3ey, 蜜蜂 实际 节省 的 面积 ; 

6e* V3+6er—6ed3y=6V3e:—6e[y/3— zx] 
为 了 最 大 限度 地 节省 屋顶 面积 , 只 需 让 v3y - z 最 小 。 令 uw = 
v3z- 风 xu=v3y-z 则 由 (2.1) 式 得 


u — v=2(y— zx)=2e,u :=v +2e? 
因 w=y3y 一 x >>0, 故 v=0 时 , 即 y = 二 VY 3x 时 , x 取得 最 小 值 /2e, 这 
2 6 
ze; y= G6. 


下 面 计算 由 三 个 全 等 棱 形 来 封 盖 正 六 楼 柱 所 得 的 蜂 房 , 容积 一 
定时 , 为 使 其 表面 积 最 小 , 各 种 应 有 的 数据 。 

SR=2y=v6e<A4B=2v3e, 即 SR 是 屋顶 壮 形 的 短 对 角 线 , 于 
是 在 S 点 的 三 个 获 形 的 内 角 都 是 钝 角 。 


设 人 SAR = 2 9%, 网 | tang 一 Sk 一 -46 _Y2 tan2 gq 一 


AB -2 2V3 2 


1 =V 8, cos2 9 = 3 2p= 70"32 , 妆 形 的 钝 角 为 109"28 。 
~ Ltan 


下 面 求 出 麦 形 的 对 角 线 SP, SQ, SR 与 棱柱 轴线 所 构成 的 角 w。 


显然 tany = > =V2, 由 于 tang -2, PL y=90° ~ v=54°44。 

获 形 的 面 与 楼 柱 横 截面 所 成 的 角 0 满足 

有 

梯形 AarR 的 锐角 y 满足 tany = 和 =2v2= tan20， 所 以 
/=70?32 ,梯形 AarR 的 钝 角 为 109°28 。 

以 S, P,Q, RR 为 顶 的 四 个 三 面 角 相等 。 

以 A, B,C 为 顶 的 三 个 四 面 角 相 等 。 

由 于 以 上 所 述 的 三 面 角 相 等 ,四面 角 相等 , 以 及 以 Aa，, Rr, Bb， 
Pp, Cc, Qg 为 楼 的 二 面 角 为 120", 所 以 蜂 房 上 除 下 底 为 面 的 二 面 角 
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2 辕 几何 篇 


是 90" 外 , 其 余 的 一 切 二 面 角 都 是 120 。 

法 国 的 马 拉 尔 带 实地 测量 的 结 采 . 

葵 形 的 钝 角 为 109"28 ,锐角 70*32, 与 理论 结果 完全 一 致 , 珊 士 
的 科 尼 和 希 实 地 测量 的 结果 是 : 

菱形 的 钝 角 为 109"26“, 锐角 70'34 ,与 理论 结果 只 差 2 。 

蜜蜂 没有 计算 机 , 蜜蜂 没有 设计 蓝图 , 蜜蜂 没有 指挥 施工 的 工程 
师 , 却 能 营造 出 与 数学 家 的 理论 分 析 一 致 的 最 优 结 构 。 蜜 蜂 不 仅 会 
酿 蜜 , 而 且 是 天 才 的 建筑 师 ! 


展 暗 蝶 定 理 


1815 年 , 西欧 《男士 日 记 》 杂 志 上 刊 出 一 份 难题 征 解 ,题目 如 下 : 

过 圆 的 弦 AB 的 中 点 M 引 任意 两 
条 纺 CD, EF, 连接 ED, CF 分 别 交 AB 
于 P, Q 两 点 ,求证 PM = QM (元 图 
2-22)。 


名 为 “蝴蝶 定理 ”。 一 直 过 了 四 年 无 人 
作答 。1819 年 7 月 , 一 位 自学 成 才 的 “ 
中 学 数学 教师 堆 纳 (W. Horner, 1786 一 
1837) 给 出 第 一 个 证 明 , 但 该 证 明 方 法 
繁琐 难 懂 。 从 1819 年 开始 , 人 们 努力 寻求 简洁 易 懂 的 新 证 明 , 直到 
1973 年 , 中 学 教师 斯 特 温 (Steven) 给 出 了 第 一 个 十 分 初等 .十 分 通 丛 
的 简捷 证 法 , 之 后 , 又 不 断 有 新 的 证 法 发 表 。 

下 面 介绍 斯 特 温 的 证 明 。 

仿 MQ=zx, MP=y, AM= BM=a,E=/C=a,LD=/E 
=pB, ACMQ= ADMP=Y, FMQ= LEMP=6。 


图 2-22 
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用 全, 会 ,, 全 3, 人 分 别人 代表 人 FEPM,，ACQM， 和 人 DPM， 
和 人 FQM 的 面积 , 则 


人 1 全; 分 3 人 4 _ EP: EM sina . MC: MOsiny 
人 ,人 ; 作 , 人 CM':CQsing PM.: DMsiny 


PD: DMsing .FM*' QMsiné _ EP: PD: MQ* _ _ 1 
FM'QFsinBg EM PMsne CQ:FQ:MP? 


由 相交 终 和 定理 
EP.:DP=AP:PB=(a—-y)(at+y)=a’-y 
CQ:FQ= BQ:QA=(a~-zx)(a+x)=a’—x? 

由 于 EP: PD MQ*= CQ'FQ' MP, 得 

(a’—y)xr = (a — zr )y 
alr -ry =a tyr yy2, a2x:=a?y 

由 于 a, z, y 缘 正 数 , 故 得 x = y, 即 MQ = MP, 证 毕 。 

斯 特 漫 的 证 明 简 捷 漂 党 之 处 在 于 
中 平面 几何 的 综合 证 法 ( 即 “ 看 图 说 话 ” 的 方法 ,用 几何 的 定理 公 

理 来 摆 事 实 讲 道理 ) 不 易 下 手 , 改 用 了 代数 的 方法 。 

@ 僻 证 x = y, 它们 含 在 四 个 三 角形 中 , 用 面积 公式 人 入 = 


absinC 把 x 与 y 引入 等 式 之 中 。 


2 


@ 利 用 面积 公式 建立 等 式 时 , 从 一 似乎 * 言 之 无 物 " 的 恒等式 人 1:， 


全 2 分 3 全 4 


“全 =1 入 手 , 抄 入 面积 公式 时 ,同一 分 数 的 分 子 分 母 中 sin 下 


人 3 公公 
的 角 取 等 角 , 以 便 把 三 角 函 数 约 掉 , 只 剩 下 线段 比 。 

用 相交 弦 定 理 把 EP PD 与 CQ' FQ 化 成 z, y 的 表达 式 。 

斯 行 温 的 证 明 通 俗 到 初中 的 孩子 们 都 能 在 5 分 钟 内 看 懂 的 程 
度 , 对 于 这 样 一 个 困惑 数学 家 很 久 的 难题 , 该 证 明 真是 漂亮 无 比 。 

由 于 椭圆 面 是 正 圆 柱 面 斜 截面 2-11。 圆 柱 的 底 是 此 椭圆 面 的 投 
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2 图 几何 篇 


影 , 右 此 椭圆 上 有 一 弦 A'B', 中 点 是 M ,过 M’ 引 椭圆 两 弦 CD ， 
EF', 连 ED’, CF 分 别 交 A'B' 于 P,Q 两 点 , 则 此 带 “ 的 图 形 的 
投影 即 图 2-22, 而 且 MP = MQ 当 且 仅 当 MP = MQ ,所 以 蝴 机 和 定 
理 对 椭圆 也 成 立 。 


拿破仑 : 波 拿 巴 (Napoleon, 1769 一 1821), 出 生 在 地 中 海 的 科 西 
对 马 , 毕业 于 法 国 炮兵 学 校 ,后任 炮兵 军官 。 此 人 对 射击 测量 中 的 
几何 与 三 角 颇 有 研究 , 1804 年 加 蚁 成 为 “法 兰 西 第 一 帝国 ”的 皇帝 ， 
建立 资产 阶级 的 军事 专政 , 称 帝 前 与 当时 著名 数学 家 拉 普 拉 斯 、 拉 格 
朗 日 等 讨论 过 数学 问题 , 以 这 位 野心 家 和 独裁 者 命名 的 “拿破仑 三 角 
形 " 就 是 他 数学 活动 的 代表 作 。 

以 任意 给 定 的 三 角形 的 三 边 为 边 向 形 外 和 形 内 分 别 做 三 个 正三 角 
形 , 形 外 的 三 个 三 角形 的 中 心 为 项 的 三 角形 称 为 拿破仑 外 三 角形 , 形 内 的 
三 个 三 角形 的 中 心 为 项 的 三 角形 称 为 拿破仑 内 三 角形 。 拿破仑 发 现 . 

拿破仑 外 二 角形 与 拿破仑 内 三 角形 都 是 正三 角形 。 

拿破仑 尝 尚 实力 与 科学 , 例如 他 与 拉 普 拉 斯 和 拉 格 朗 日 私交 其 
厚 ,并 封 二 位 数学 家 为 伯 茵 , 任命 他 们 为 内 阁 大 臣 , 经 常 向 二 位 请 教 
数学 问题 。 拉 普 拉 斯 对 拿破仑 提出 和 证 明 的 拿破仑 三 角形 十 分 佩 
服 , 曾 由 囊 地 请 这 位 皇帝 给 大 家 “上 一 次 几何 课 ”。 

下 面 介 绍 拿破仑 三 角形 是 正三 角形 的 证 明 。 

议和 全 ABC 的 拿破仑 外 三 角形 是 个 PQR, 见 图 2-23, 其 中 P,Q， 
R 分 别 是 正三 角形 全 BCA“, 人 ACB”, AABC 的 外 心 , 先 证 OP， 
OQ, OR 交 于 一 点 也 ,事实 上 , 设 @Q,@R 交 于 一 点 D, 连接 AD， 
BD, CD, 由 于 ~B = 人 C = 60", 则 ADC = 人 ADB = 120", 于 是 
了 BDC= 120", 又 人 A =60', 故 QP 过 DD 点 (图 2-23 中 人 BAC < 
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120"; 不然, “BCA<120")。 


图 2-23 


连 AR, AQ, DQ, DP, CP, CQ, DR, 则 人 ARQ 人 全 DRQ， 
ADPQO 人 AcCPQ, 于 是 AQR = 人 DQR, 人 DQP = 人 CQP, 又 
AQC=120", 所 以 , 人 RQP = LAQC = 60*; 同 理 可 得 PRQ = 
了 RPQ = 60", 于 是 全 PQR 是 正三 角形 。 

下 面 考虑 拿破仑 内 三 角形 全 PQ'R', 见 图 2-24, 其 中 从 PQR 是 
和信 ABC 的 拿破仑 外 三 角形 ,已 有 PQ = QR= RP。 设 AC=5。,AB= 
c, BC=4a, 则 有 AQ -3 AR -3 /CAQ = BAR = 30", 所 以 
/QAR=60°+/BAC, 

在 全 AQR 和 和合 AQ 下 中, 由 余弦 定理 得 
QR2- QR2 = $be [cos( “BAC ~ 60°) — cos( /BAC + 60°)] 


4 
3 


= 和 pcsin BAC 


pcsin BACsin60 
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2 辕 几何 篇 


同 理 可 得 


pOQ?— PQ?2= /3 absin/ BCA 


PR2 一 PR = /3acsinL ABC 


又 bcsin BAC = absin/ BCA = acsinLABC =2 信 ABC 的 面积 , 又 
QR = PQ = PR, 所 以 Q'R = P'Q = P'R’, 即 拿破仑 内 三 角形 是 正 
三 角形 。 

由 于 拿破仑 外 二 角形 全 PQR 的 面积 为 


/3 


1 ~Pp2 ne _V3 Np2 
7 QF sin60 十 CR 


拿破仑 内 三 角形 全 PQR 的 面积 为 


加 QR sin60- = QR” 


所 以 
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APQR ~ APQR’=3(QR?- QR") 


-3 Ek bcsin BAC 


一 人 ABC 
(全 ABC 等 同时 表示 该 三 角形 的 面积 ), 即 拿破仑 外 三 角形 与 内 三 角 
形 面 积 之 差 恰 为 原 三 角形 的 面积 。 
历史 上 , 帝王 和 国家 领袖 作 数 学 者 凤毛麟角 , 除 拿破仑 外 ,还 有 
才 国 总 统 久 姆 斯 .加 菲尔德 和 法 国 总 统 戴高乐 。 加 菲尔德 是 美国 第 
20 届 总 统 , 1881 年 当选 , 共和 党 人 , 他 给 出 了 一 个 十 分 巧妙 的 关于 勾 
股 定理 的 证 明 , 在 波士顿 (新 英格兰 教育 杂志 》 上 发 表 , 现 介 绍 如 下 。 
个 ABC 是 直角 三 角形 , 人 C 是 直角 , 如 图 2-25, 作 BE | AB, 取 
BE = AB, 延长 CB 至 DD, 使 BD = AC, 连接 ED, 则 ACDE 是 直角 梯 


形 ,其 面积 为 > CD (AC + ED) = (a + 5)。 又 此 梯形 面积 为 


AABC+AABE+ABDE= 广 c+ab= 广 (a+6)?, 所 以 方 c2+ab 
= 六 02+ 方 02+ab, 故 cz=a2+b2。 


4 


图 2-25 


据说 总 统 的 这 一 巧妙 证 明 是 他 与 议员 们 做 数学 游戏 时 想 出 来 
的 。 
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2 © 几何 篇 


法 兰 西 第 五 共和 国 总 统 戴 高 乐 是 反 法 西 
斯 的 英雄 ,他 生前 生活 俭朴 , 去 世 后 , 墓前 只 有 
一 块 小 小 的 墓碑 , 上 刻 “戴高乐 之 墓 ”, 碑 的 田 
一 面 是 一 个 洛 林 十 字 染 造型 。 党 林原 是 法 国 
领土 , 普法 战争 后 割让 给 普鲁士 ,戴高乐 生前 
胸 前 党 佩带 一 个 洛 林 十 字 架 , 不 环 收 复 失 地 。 

洛 林 十 字 架 如 图 2-26 所 示 , 由 13 块 1x1 
的 小 正方 形 构 成 。 

戴高乐 总 统 解决 了 如 下 的 等 分 洛 林 十 字 
染 问题 : 

用 圆规 与 直 尺 过 A 点 作 一 直线 , 把 十 字 图 2-26 
架 划 分 成 面积 相等 的 两 部 分 。 

他 的 做 法 是 :连接 BM ,与 AD 交 于 正点 ,以 下 为 圆心 , FD 为 半 
径 作 弧 , 此 弧 与 BF 交 于 G 点 ;以 B 为 圆心 , BG 为 半径 作 弧 ,此 绝 与 
BD 交 于 C 点 。 连 CA, 延长 CA 与 十 字 染 边界 交 于 NN 点 , CAN 即 为 
所 求 。 

事实 上 ,人 ACD 人 人生 APBP, 可见 在 CAN 右 侧 的 面积 是 6 个 小 下 


方形 加 上 入 PQN 的 面积 , 只 欠 证 人 PQN = py 


和 人 ACD 面积 -| CD | 
人 和信 PQN 的 面积 1- GD 


(2.2) 


而 CD=1-BC=1- BG, BG= BF - >， BF = 1+1 =05, BG = 
(5_1_v5-1 op 1_v5-1_3 3 
2 2 2 ，- 2 

把 CD = 3 代入 (2. 2) 得 


人 PQN 的 面积 -107 3 
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， 高 斯 墓碑 上 的 正 17 边 形 


1801 年 ,高 斯 在 他 的 代表 作 《 算 术 研 究 ) 一 书 中 解决 了 用 圆规 直 
矿 对 圆周 进行 17 等 分 的 干 年 难题 。 欧 几 里 得 时 代 , 已 经 有 用 规 尺 把 
加 周二 等 分 和 五 等 分 的 做 法 , 令 人 不 解 的 是 在 以 后 的 两 干 多 年 当中 ， 
几何 学 家 谁 也 不 会 用 规 尺 把 圆周 17 等 分 。 高 斯 19 岁 时 用 代数 方法 
解决 了 这 一 问题 , 受 动 了 当时 的 数学 界 。 高 斯 逝世 后 , 人 们 为 了 缅怀 
这 位 “数学 家 之 王 ”, 在 他 的 墓碑 上 刻 了 一 个 正 17 边 形 的 美丽 图 案 。 
用 复数 a + 这 表示 坐标 为 (a,5) 的 点 ,a + 这 可 以 写成 
at+ib=r(cos0 + isind) 
其 中 -= Va?*+ 忆 是 点 (a,5) 到 原点 的 距离 ,9 是 点 (a,5) 的 向 径 与 
z 轴 之 夹 角 。 单位 圆 上 的 点 可 用 cos0 + isin9 来 表示 。 
棣 美 弗 (A. Demoivre，1667 一 1754) 给 出 复数 n 次 宕 公式 
(cosp + ising)” = cosng + isinng 
下 n 边 形 的 一 个 顶点 在 (1,0), 则 它 的 全 体 顶 点 是 
e1= Cosp + 1sing 
2 = cos + isin ng 
£3= Cos39+1isin3g 
se -1=cos(2 一 1)p+zisin(m 一 1)0 
2 


sr 二 CoS720 十 1Sin70 二 上 0 三 


于 是 此 正 2” 边 形 的 顶点 是 方程 到 =1 的 7 个 根 。 我 们 只 需求 出 Zr 
=1 的 除 1 之 外 的 其 他 nn 一 1 个 根 , 则 可 以 画 出 一 个 正 ” 边 形 了 , 这 
7 一 1 个 根 满足 
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2 几何 篇 


ST = lt+Z ?++2Z +Z+1=0 
为 得 到 正 17 边 形 , 应 该 解 方 程 


Fl+ZP+…+Z2+Z+1=0 (2.3) 


取 %= 7,e = e1= cosp + ising。 sl, €2， …, 817 为 正 17 边 形 的 
顶点 (so 三 sli7)。 
考虑 下 列 各 点 : 
Zu=e, Zi=e3, ZL = e’, Z3= el, Z4= et ,Zs=e’, 
Z6= elt, Z7=el!, Zg=e!, Zy9= el, Zi0=e， 
Z11=e, Zo=e4, Z13= et, Zi4=e’, Zis= €" 
不 难 验 证 Z3= Zi;11, i=0,1,2,…,15。 令 
AA At 
-3+el0+e5+ell+e4+e7+e2+e6 
Z2 =ZotZL2+L4tZLet LastZiot L122t L114 
-ec9+e3+el5+el6+e8+e4+e2 
由 于 2Z;,(i=0,1,2,…,15) 是 (2.3) 的 根 , 故 
Xi1+x2=—1] 
经 计算 得 知 
Z1Z2 二 一 人 
所 以 zl, zx2 是 二 次 方程 
大 十 工 一 4=0 


的 两 个 根 
-1-vI7 _ -1+y17 
1 2 ;2 p 
十 岂 二 17 时 , e* 与 sy 关于 实 轴 对 称 , 见 图 2-27。 
考虑 
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图 2-27 


U =Zot+Z4t+Zet+2Li r=et+el +els+et 
u =Zy+ZLetZiotZi=e +el+es+e? 
V =Z1+Zs+Zot+Zi3=e +e +el +er 
v=Z3+ZL7+Z1+LIs=e +t+ellte’+e?® 
于 是 
Ut+u=7zx2, V+vu= Zi 
Uu= Vvu=elt+e’+..'e!6=—1 
U 与 u 是 二 次 方程 -zzt -1=0 的 解 ;V 与 v 是 二 次 方程 
t* 一 rit 一 1=0 的 解 。 解 得 
2Z2 十 VZ2 +4 2 一 VZ2 +4 
2 


U 7 ，1 
Tz1+ Vx +4 Xz1— VY x1 +4 
V= ,v= 
2 2 
今 


W= Zo+Zg=et+et,w=Z4+Z1y=el +e4 


则 玉 + w= U, Ww = 二 V,W 与 w 是 方程 2- Ut +V=0 的 两 个 实 
根 W-U+YU-4V ， _U-YyU-4V 
3 2 9 OO ?7 O 
由 以 上 分 析 可 得 正 17 边 形 的 做 法 步骤 如 下 


/0 


2 的 几何 篇 


GD 用 规 尺 作 线段 zl = 二 1 5 卫 ，z)= 二 1 二 >7( 已 知 辆 半径 
为 1)。 

用 规 扩 作 线 段 U,V。 

用 规 尺 作 线 段 W。 

在 实 轴 上 标 出 W 点 , 作 OW 的 垂直 平分 线 与 单位 圆 交 于 A， 
B 两 点 ,从 (1,0) 点 到 A 点 (或 B 点 ) 的 弦 即 为 此 圆 内 接 正 17 边 形 的 
边 长 。 

高 斯 的 上 述 做 法 是 几何 、 代 数 与 复数 的 完美 结合 之 典范 。 等 分 
圆周 的 问题 并 非 同 一 档次 的 问题 , 有 的 平凡 原始 , 例如 三 等 分 , 四 等 
分 和 五 等 分 ,有 的 则 植 根 于 深刻 的 理论 山峰 之 上 。 在 代数 基本 定理 
(在 复 效 范围 内 次 方程 及 个 根 ) 和 复数 理论 建立 之 前 , 凭 任 欧 几 
里 得 、 阿 基 米 德 乃 至 牛顿 等 大 人 物 如 何 聪明 , 也 未 能 解决 狐 似 初等 的 
作 正 17 边 形 的 问题 ;数学 当中 有 不 少 这 种 性 质 的 问题 , 表面 上 看 , 提 
法 朴素 初等 , 人 人 可 以 弄 清 楚 是 在 要 求 干 什么 , 甚至 和 已 经 解决 了 的 
问题 似乎 同类 , 但 百 思 不 得 其 解 , 其 难度 隐藏 在 某 些 尚未 发 现 的 数学 
理论 之 中 , 只 能 等 待 纯 数学 搞 出 那个 可 以 解决 该 问题 的 理论 之 后 , 才 
会 得 出 该 问题 的 解法 , 作 正 17 边 形 和 化 圆 为 方 等 规 尺 作 图 就 是 这 种 
性 质 的 问题 。 


外 椭圆 规 和 卡 丹 施 轮 


1657 年 ,荷兰 数学 家 施 古 登 (F. Schooten, 1615 一 1660) 提 出 如 下 
的 有 趣 问 题 : 

平面 上 给 定 三 角形 的 两 个 顶点 沿 平面 上 一 个 角 的 两 边 滑动 , 求 
第 三 个 顶点 的 轨迹 。 

在 上 述 施 证 登 问题 提出 一 千 多 年 前 , 鲍 克 勒 斯 (B. Proclus, 410 一 
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” 数学 聊 遍 


485) 提 出 并 解决 了 下 面 类 似 的 问题 : 

一 条 动 直 线 上 有 三 个 点 , 其 中 两 个 点 省 
一 个 固定 的 直角 的 两 个 边 滑动 , 求 第 三 点 的 
轨迹 。 

事实 上 , 把 直角 的 两 条 边 视 为 正 z 轴 与 
正 y 轴 , 直线 上 的 点 A 在 x 轴 上 滑动 ,B 所 
在 vy 轴 上 滑动 , 见 图 2-28。C 点 坐标 为 
(x,y), 设 直线 与 x 轴 夹 角 为 pg, 则 
图 2-28 X=acosp, y= bsing 

其 中 BC=a, AC=5。, 于 是 


Xx” y 
+ 站 =1 
a p* 


可 见 C 点 在 酉 加 三 + 泡 =1 上 ， C 点 在 AB 线段 之 外 时 , 相似 地 可 以 


知道 C 点 的 雪 烛 仍 为 稍 国 。 

用 鲍 克 勒 斯 轨迹 可 以 制作 一 个 椭圆 规 . 

在 木 制 十 字 架 上 开 两 个 成 直角 的 槽 , 一 根 杆子 的 两 端 各 有 一 只 
滑 钉 固定 在 杆子 上 , 杆子 的 某 点 上 固定 一 支 铅笔 , 当 两 端 钉 子 在 槽 内 
滑动 时 , 铅笔 国 出 顶 圆 。 

我 们 发 现 , 鲍 克 勒 斯 轨迹 中 的 直角 是 施 古 登 轨 迹 中 那个 角 的 特 
殊 情 形 , 直线 上 的 三 个 点 A, B, C 是 施 古 登 轨迹 中 那个 三 角形 的 项 
点 。 所 以 施 古 登 轨迹 是 鲍 克 勒 斯 轨迹 的 推广 。 

设 a 是 平面 上 固定 的 角 , 全 ABC 的 项 A 与 BB 在 a 两 边 上 滑动 ， 
以 AB 为 弦 以 c 为 纺 AB 所 对 的 圆周 角 作 圆 0, 过 中 心 O 与 C 的 直 
线 与 @O 交 于 也 点 与 FE 点 , 当 全 ABC 的 A,B 顶 在 人 a 边 上 滑动 时 ， 
此 动 圆 始 终 过 a 的 顶点 F, 动 圆 直径 长 不 变 。 人 EFD 始终 是 直角 ， 
见 图 2-29。 从 D,E,C 三 点 来 看 , 此 三 点 是 一 条 动 直 线 上 的 三 个 点 ， 
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2 〇 几何 篇 


FE 与 D 分 别 在 一 个 直角 两 边 上 滑动 ,由 鲍 克 勒 斯 轨迹 知 , C 点 的 轨 
迹 是 椭圆。 

意大利 数学 家 卡 丹 (Cardano, 1501 一 1576) 设 计 了 一 个 所 谓 卡 天 
旋 轮 :一 个 圆 盘 沿 另 一 大 圆 盘 的 内 沿 滚动 ,大 圆 盘 半 径 是 小 圆 盘 的 2 
倍 。 

卡 彤 癌 : 小 圆 盘 上 任 标定 的 一 点 的 轨迹 是 什么 ? 

卡 丹 答 : 该 轨迹 是 一 个 椭圆 。 

设 开 始 时 标志 点 M 在 小 圆 盘 直径 AB 上 , 且 A 与 大 圆 盘 中 心 O 
车 合 , B 在 大 圆 盘 边 界 上 DD 点 。 作 大 圆 盘 正 交 的 直径 CD 与 EF, 见 


图 2-30。 滚动 的 过 程 可 视 为 A, M, B 在 动 直线 上 , A,B 两 点 沿 直角 
边 滑动 , 求 M 点 的 轨迹 , 由 鲍 元 勒 斯 轨迹 知 , M 点 的 轨迹 是 一 个 椭 
圆 , 其 半 轴 分 别 为 AM 与 MB。 


C 


图 2-29 图 2-30 


市 场 上 有 一 种 称 为 “大 日 免 蛇 花 规 ” 的 数学 玩具 , 大白 兔 形 的 逆 
料 板 上 挖 挥 一 个 圆 片 , 内 侧 制 成 小 齿 牙 , 另 有 五 只 较 小 的 圆 盘 , 半径 
不 一 定 如 卡 岩 旋 轮 那样 是 日 免 届 上 圆 孔 半径 之 半 , 小 圆 盘 边缘 也 有 
兰 才 , 每 个 小 圆 盘 上 锁 有 小 孔 震 干 , 把 圆珠笔 尖 插 入 小 孔 , 且 使 小 圆 
盘 负 大 日 免 届 上 的 孔 滚 动 , 则 圆珠笔 在 下 面 垫 的 纸 上 画 出 奇妙 对 称 
的 图 案 。 此 洲 戏 明显 是 受 了 卡 丹 旋 轮 的 局 发 发 明 的 , 不 难 证 明 , 仅 当 
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村， 


小 圆 盘 的 公转 周期 与 其 自转 周期 之 比 是 有 理 数 时 , 才能 画 出 封闭 曲 
线 。 卡 丹 旋 轮 的 公转 周期 与 自转 周期 之 比 是 2, 所 以 它 加 出 的 是 闭 划 
线 (椭圆 ), 建议 读者 自制 一 套 或 选 购 一 在 繁花 规 玩 玩 看 , 画 出 的 图 案 


一 定 使 你 赏心悦目 。 
,| 阿尔 哈达 姆 桌球 

公元 1000 年 左右 , 阿拉 伯 数 学 家 阿尔 哈达 姆 (965 一 1039) 提 出 
下 面 的 桌球 问题 ， 


一 张 圆 形 弹子 台 上 有 两 个 弹子 球 ,用 什么 方法 冲击 一 球 , 使 该 球 
碰 到 台 边 折 回 后 恰 撞 击 到 男 一 只 球 ? 

上 述 问 题 的 等 价 提 法 有 : 

中 在 已 知 圆 内 作 一 个 两 腰 分 别 过 圆 内 两 个 已 知 点 的 圆 内 接 等 腰 
一 角形 。 

四 在 一 个 圆 的 圆周 上 找 一 点 ,使 其 与 圆 内 两 已 知 点 的 距离 之 和 
最 小 。 

四 在 一 个 球面 凹面 镜 上 找 一 点 , 使 由 一 个 已 知 点 射 来 的 光线 在 
此 点 反射 到 另 一 已 知 点 。 

阿尔 哈达 姆 的 名 字 很 喝 哄 , 克文 译名 为 Abu Ali al Hassan ibn al 
Hassan ibn Alhaitham, 有 时 被 译 成 阿尔 哈 森 (Alhazen)。 很 多 有 名 的 
数学 家 研究 过 阿尔 哈达 姆 问题 , 例如 歼 卡 提 、 休 金 斯 、 巴 诺 等 知名 人 
物 。 

下 面 介 绍 Q@@ 这 种 提 法 的 解 党 。 

设 O 为 已 知 圆心 , > 是 半径 , 圆 内 已 知 点 为 P(A, B) 和 p(a,5)， 
直角 坐标 系 的 原点 为 O。 

设 人 MSs 是 已 作出 的 圆 内 接 等 腰 二 角形 , 8 人 SMO = 9， 
ASMO= o, 则 @= oo, 见 图 2-31。 设 PM, OM, pM 与 x 轴 夹 角 分 别 
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为 A, px,4, 则 


2-31 


DPD=AT 4,p9=p—A 


tn 四 二 tanA — tanyx tanw = tane — tanA 
oY 1+tanytanA’? ? 


1 + tanxutanA 
议 M 的 坐标 是 (z,y), 则 


—B -bb 
tanA => = 之 一 
工 一 z 


由 于 tan@ = tang, 故 有 


必 


Ab+ Ba=H, Aa— Bo=K 
A+t+a=h, B+b=&k 
则 得 
H(zx’“—y)-2Kry+(x*+y)[hy- kr]=0, 


ri+ y= 
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ee er ee 生生 
Ne : SA 


于 是 
L:H(x*~y)—-2Kryt+r’(hy— kr)=0 
L 是 双 曲 线 , 即 所 求 的 M 点 是 双 曲 线 革 与 圆 的 交点 。 
由 于 双 曲 线 与 圆 可 以 有 四 个 交点 ,所 以 此 题 可 有 四 个 解 。 
有 些 特殊 情形 值得 一 提 , 例如 P 与 p 到 圆心 O 相距 都 是 c, 取 
Pp 的 垂直 平分 线 为 x 轴 , 则 A=a,B= -6b,H=0,K=c,h=2a,k 
= (0。 
于 是 工 变 成 
L’:—2c ry+2ar y=0 
y=0 或 工 =a 5 
由 于 所 求 点 M 在 x*+ y=r ”上 ,对 于 y=0, 得 z= 土 r, 则 MM 
是 x 轴 与 圆 的 两 个 交点 。 此 与 我 们 的 经 验 一 致 , 印证 了 上 面 的 分 析 


是 符合 实际 的 。 
阿尔 哈达 姆 还 解决 了 下 述 问 题 ，: 
4 怎样 冲击 圆 台 昌 球 的 弹子 球 , 使 其 两 次 


AN 碰壁 后 返回 原 位 。 
RN 设 球 桌 半径 为 7 ,中心 为 O, 球 原 位 在 P 
点 ,OP = c 已 知 , 若 球 第 一 次 碰壁 在 A 点 , 第 
LA 二 次 碰壁 在 B 点 , 再 反射 通过 P 点 , 见 图 2- 
> 32, 则 OA, OB 是 全 ABP 的 内 角 平 分 线 。 设 
AB 与 OP 交 于 C, OC= 7x,AC=y,AP=z, 


图 2-32 
在 人 APC 中 ,由 内 角 平 分 线 定理 , 了 = 二 ;由 
义 股 定理 得 
2 r+ty, z=y+(rte) 
2 -7< 十 < 文 一 cr*=0 
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一 和 十 Vrti+8e rr 


下 一 
4c 

只 能 取 “+ ”号 , 即 

r+Vrit+8c re 

4c 

_ -r+r yr’+8e’ 

4c 

求 得 C 点 后 ,过 C 作 OP 的 垂 线 与 圆 的 交点 即 为 所 求 的 碰壁 点 。 


/0 区 人 尔 巴 哈 九 点 加 


二 角形 二 边 中 点 , 三 条 高 的 牌 足 , 重心 到 三 个 顶点 线段 的 中 点 ， 
这 九 个 点 是 否 共 圆 ? 

1765 年 , 欧 拉 回答 说 :是 。"1822 年 , 费 尔 巴 哈 再 次 发 现 此 圆 ， 
由 于 当时 的 传媒 比 欧 拉 时 代 发 达 , 所 以 人 们 一 般 把 此 圆 称 为 费 尔 巴 
哈 圆 或 九 点 圆 , 而 不 称 其 为 欧 拉 圆 , 1821 年 数学 家 彭 色 列 (Poncelet) 
给 出 第 一 个 九 点 共 圆 的 证 明 , 1822 年 费 尔 巴 险 汇 总 和 补充 了 关于 九 
点 圆 的 论述 , 写成 一 本 小 册子 公开 出 版 。 

下 面 介 绍 萌 色 列 的 证 明 ( 此 证 明 经 后 人 多 次 修改 )。 

议 4 ,BC 分 别 是 人 ABC 三 条 边 
BC, AC 和 AB 的 中 点 , D 是 高 AD 的 垂 足 ， 
见 图 2-33, 则 DA'B'C 是 等 腰 梯 形 。DA’B'C 
古 一 个 圆 @@O 的 内 接 四 边 形 , 即 信 A’B’C 
的 外 接 圆 @O 上 有 三 角形 高 的 垂 足 ,于 是 “ 
和信 ABC 三 条 高 的 牌 足 也 ,下 ,下 都 在 此 圆 图 2-33 
上 。 

讽 和 全 ABC 的 垂 心 是 瓦 ,下 证 AH, BH, CH 的 中 点 也 在 @O 上 。 


// 


对 和 全 BBC 而 言 , D, 下 ,F 也 是 其 三 高 的 垂 足 , 由 上 面 所 证 , 过 公 HBC 
三 边 中 点 的 圆 也 过 了 ,下 ,FF。 即 HB, HC 之 中 点 在 OO 上 , 同 理 HA 
的 中 点 也 在 @@O 上 , 即 @O 是 欲求 证 的 九 点 圆 。 

显然 九 点 圆 半径 是 入 ABC 外 接 圆 半径 之 半 。 


,| 音 立 方 问题 的 丝线 解法 


公元 前 四 世纪 , 古 希腊 的 智 人 学 派 (也 称 巧 辩 学 派 ) 提 出 并 全 究 

音 立 方 问 题 , 化 圆 为 方 问 题 和 三 等 分 角 回 题 。 

当时 限定 只 许 用 圆规 直 尺 来 解 , 直到 19 世纪 才 证 明了 用 圆规 与 
直 尺 不 可 能 解决 上 述 三 大 几何 作 图 问题 。1837 年 , 旺 策 尔 (了 P. 
Wantzel) 证 明了 倍 立 方 与 三 分 角 的 不 可 能 性 , 1882 年 , 林 德 曼 (C 
Lindemann) 证 明了 x 的 超越 性 ， 从 而 推断 只 用 圆规 直 尺 不 能 化 圆 为 
方 , 即 不 能 用 规 尺 作 一 个 与 已 知 圆 等 面积 的 正方 形 。 

关于 倍 立 方 的 提出 9 传说 很 多 。 埃 拉 托 窗 尼 ( Eratosthenes, 公元 
前 226 一 公元 前 195 年 ) 在 名 著 《 柏 拉 图 》 一 书 中 写 道 ;太阳 神 阿 波 罗 
向 提 洛 岛 的 人 们 宣布 ,瘟疫 即将 流行 ,为 了 摆脱 灾难 , 必须 把 德里 安 
终 坛 的 体积 扩大 , 变 成 现在 这 个 立方 体 夭 坛 体积 的 2 倍 , 而 且 要 求 仍 
然 是 一 个 立方 体 。 工 匠 们 百般 努力 , 百 思 不 得 其 解 ,于 是 去 请 教 相 拉 
图 , 柏拉图 提醒 大 家 , 神 发 布 这 个 论 示 , 并 不 是 想得到 一 个 体积 加 倍 
的 祭坛 , 而 是 以 此 难题 来 责难 希腊 人 对 数学 的 忽视 和 对 几何 学 的 冷 
淡 。 

埃 拉 托 塞 尼 是 国王 托 勒 密 (Ptolemy) 之 子 的 家 庭 教 师 , 他 把 日 己 
关于 倍 立方 的 工作 上 报 给 托 勒 密 国 王 ,引起 了 国王 的 重视 , 在 全 国 巧 

又 传 古代 一 位 希腊 悲剧 诗人 描述 过 名 叫 弥 诺 斯 的 匠人 为 晨 族 格 
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大 科斯 修 坟 的 故事 。 弥 诺 斯 说 , 原来 设计 的 每 边 都 是 百 尺 的 立方 体 
攻 基 , 对 于 殉 匡 者 众多 的 皇家 而 言 还 嫌 太 小 , 要求 他 把 其 体积 加 倍 。 

当时 古 希 腊 关 于 倍 立 方 的 传说 满天飞 , 可 见 人 们 对 这 一 问题 的 
重视 和 兴趣 。 

虽然 1895 年 著名 数学 家 克 莱 英 已 经 对 三 大 作 图 问题 作 了 总 结 ， 
严格 证 明了 它们 用 规 尺 绝 不 可 解 , 彻底 解决 了 两 千 多 年 的 悬案 , 但 用 
其 他 几何 方法 还 是 可 以 准确 地 ( 非 测量 地 ) 解 决 这 三 个 问题 的 。 

设 & 是 立方 体 的 棱 长 , x 是 所 求 立 方 体 的 棱 长 , 使 得 以 x 为 棱 
的 立方体 体积 为 以 k 为 棱 长 的 立方 体 体积 的 2 倍 , 这 就 是 倍 立方 问 
题 ,这 时 

Z =2k’ 

希腊 数学 家 梅 纳 奇 马 斯 (Menaechmus, 公元 前 375 一 325) 考 虑 两 

条 抛物 线 
Z 一 一 2 

的 交点 ,由 于 z= ky? 二 2k3x, 所 以 这 两 个 抛物 线 的 交点 横 坐 标 为 
Z =2& ,此 交点 横 坐 标 即 为 所 求 的 立方 体 之 楼 长 。 

苗 卡 儿 (Descartes, 1596 一 1650) 只 用 上 面 两 条 抛物 线 中 的 一 条 
束 求 得 了 zx。 事实 上 ,上 述 两 抛物 线 的 交点 (x, y) 满 足 

xX’+y =ky+2kzr 

天 < 


2 2 2 _ 下 2| 7124 下 
(x7 2hr tk)+l yhyt(E) |]=+4 


(zx—k)°+ | y-4) =5p, 
这 是 一 个 中 心 在 | k, 乞 | ,半径 为 (5 的 圆 ,此 贺 过 两 抛物 线 的 交点 ， 
所 以 为 求 两 好 物 线 交点 的 横 坐标 z, 只 需求 上 述 圆 与 抛物 线 zz = 
或 y=2kz 之 一 的 交点 ( 圆 比 抛物 线 容易 作出 )。 
上 述 方法 要 做 抛物 线 ,这 件 事 用 规 尺 不 能 完成 。 
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下 面 介 绍 一 种 巧妙 的 “丝线 作 图 法 ”: 
9 画 出 边 长 为 的 正三 角形 全 ABC, 延长 CA 到 DD, 使 得 AD=R。 
做 射线 DB, AB。 
~ @ 取 丝线 一 条 , 在 其 上 标 出 两 点 
FE,F, 使 EF= AB= 上 。 
F @ 拉 直 丝 线 , 使 其 通过 C 点 , 且 
、E, 下 点 分 别 落 在 射线 DB 和 AB 上 。 
于 是 CE = 上 V2, 即 CE 为 体积 加 
2-34 倍 的 立方 体 的 楼 长 。 
圳 实 上 , 设 x = CE, y= BF, 见 图 2-34, 公 DBC 是 直角 三 角形 ， 
在 全 BCF 中 , 由 余弦 定理 
CF?= CB*+ BF*—2CB: BFcos/ CBF 


BB] 
(xz + kh):=k2+y —2kycosl20° =k +y +ky 
(x+k):—k*=y +ky 

延长 BA 到 G, 使 BA = AG=&, 则 GC/ BE, 于 是 


k_r 2)p2 
y FE’ TY 2k 
xy=2k’ 


x +2kr=y +ky 
解 得 z=kY2= CE。 


,用 现代 数学 方法 的 鼻祖 第 卡 儿 


第 卡 儿 1596 年 生 于 法 国都 兰 , 贵族 出 身 , 科学 史上 的 传奇 人 物 ， 
伟大 的 数学 家 .物理 学 家 、 哲 学 家 和 生物 学 家 。 我 们 只 从 数学 的 角度 
介绍 他 的 事迹 与 思想 。 
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笛 卡 儿 20 岁 毕 业 于 普 互 捷 大 学 法 律 系 , 但 他 既 不 想 成 为 世袭 贵 
族 , 对 法 律 亦 无 兴趣 , 他 具有 许多 创新 的 思想 , 绝 不 因循守旧 和 迷信 
古人 , 敢于 向 传统 挑战 , 他 勤 于 思考 , 他 的 名 言 是 :“ 我 思 , 改 我 在 。” 
他 不 仅 读 书 破 万 卷 , 而 且 对 社会 ,对 宇宙 深入 观察 ,努力 实践 。 他 说: 
“我 遇 到 的 一 切 我 都 仔细 研究 , 目的 是 从 中 引出 有 益 的 东西 。 他 无 
正当 职业 , 行 思 古怪 ,终生 未 也 ,心怀 大 志 , 专心 科学 ,变卖 家 产 、 涛 作 
等 身 。1629 年 , 移居 荷兰 , 深 居 简 出 , 著 书 立 说 。 主 要 著作 有 :《 方 法 
论 》,《 论 址 界 》, 《形而上学 的 沉思 》, 《哲学 原理 》, 《几何 学 》。《 几 何 
学 ) 中 译本 1992 年 由 武汉 出 版 社 出 版 。 全 书 分 三 篇 , 第 一 篇 的 内 容 
是 规 尺 作 图 ,引入 平面 坐标 系 来 建立 几何 问题 的 方程 ,包含 着 解析 几 
何 的 要 由 ;第 二 篇 进一步 发 展 解析 几何 的 思想 和 方法 , 讨论 如 何 由 坐 
标 与 方程 研究 多 种 曲线 的 性 质 。 

向 卡 儿 发 明 的 解析 几何 使 变量 和 运动 进入 数学 , 是 初等 数学 同 
高 等 数学 发 展 的 转折 点 , 为 函数 论 和 微 积分 等 现代 数学 主流 的 创 江 
商定 了 基础 ,也 为 几何 学 开拓 了 有 力 的 研究 方法 , 所 以 笛 卡 儿 被 科学 
史家 公认 为 现代 数学 方法 的 蜂 但 。 

第 卡 儿 认识 到 欧 几 里 得 几何 学 过 分 强调 证 明 技 巧 和 过 分 依赖 图 
形 , 酷似 少儿 “看 图 说 话 ”, 不 利于 几何 学 的 进步 , 而 代数 又 完全 受制 
于 法 则 和 公式 , 过 于 抽象 , 缺乏 直观 性 。 他 主张 把 两 者 联姻 , 形成 数 
学 分 支 间 的 杂交 优势 , 解析 几何 是 笛 卡 儿 对 他 那个 时 代 以 及 之 后 的 
世代 数学 家 们 恩赐 的 无 价 的 数学 财富 。 

第 卡 儿 强 调 通 过 数学 建 模 来 解决 科学 上 的 实际 问题 , 他 在 4 方法 
论 》 一 书 中 宣言 : 

把 一 切 问 题 化 成 数学 问题 , 把 一 切 数学 问题 化 成 代数 问题 , 把 一 
切 代数 问题 化 成 单个 方程 来 求解 ! 

今天 上 听 来 , 他 的 话说 得 有 点 过 头 ,但 在 许多 场合 , 上 述 观点 是 可 行 
的 ;事实 上 , 他 那个 时 代 尚 未 建立 系统 的 非 线性 数学 (例如 非 线 性 敏 分 
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好 玩 的 数学 “”， 
2 数学 聊 帝 


me, 


ms 


eee 


方程 和 混沌 等 ), 所 以 上 述 “ 箔 卡 儿 纲领 "中 的 “一 切 ” 二 字 似 应 修正 。 

篆 卡 儿 重 视 直觉 , 他 说 :我 们 不 应 该 只 服从 别人 的 意见 或 自己 的 猜 
测 , 而 是 仅仅 去 寻找 清楚 而 明白 的 直觉 所 能 看 到 的 东西 , 以 及 根据 确实 的 
资料 做 出 的 判 源 , 舍 此 之 外 , 别 无 求知 之 道 ” 他 还 说 过 .“ 数 学 不 是 思维 的 
训练 , 而 是 一 门 建设 性 的 有 用 的 科学 , 研究 数学 是 为 了 造福 人 类 。” 

匈 卡 儿 妨 体 一 直 不 健康 , 不 得 不 躺 在 床上 看 书 和 思考 , 据说 解析 
几何 就 是 他 身 着 想 出 来 的 。1649 年 , 瑞典 年 轻 的 皇后 克利 斯 蒂 娜 邀 
请 笛 卡 儿 辅 导 她 学 习 数 学 , 笛 卡 儿 看 她 喜爱 数学 , 聪慧 刻苦 , 为 人 正 
浅 , 束 答应 了 她 , 每 天 清晨 为 这 位 特殊 的 学 生 授 课 , 由 于 瑞典 气候 赛 
冷 , 备 卡 儿 不 久 染 患 肺炎 , 第 二 年 (1650 年 )2 月 ,这 位 伟大 的 科学 家 
与 世 长 辞 。 


,| | 三 等 分 角 的 阿 基 米 德 纸 条 


阿 基 米 德 想 出 了 一 个 绝招 , 用 一 个 纸 条 即 可 三 等 分 任意 给 征 的 
角 , 现 介 绍 如 下 。 

任 给 一 角 5 ,以 此 角 顶 点 O 为 圆心 , 以 > 为 半径 作 圆 DO0,@O 
与 此 角 两 边 分 别 交 于 A,B 两 点 , 见 图 2-35。 


图 2-35 
取 一 起 形 纸 条 , 在 其 边缘 上 标 出 相距 为 7 的 两 点 C, D; 令 纸 条 
的 边 绿 过 B 点 , 目 使 C 点 落 在 @O 上 ,DD 点 落 在 AO 的 延长 线 上 , 则 


LBDA=g=3® 
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事实 上 , CD = OC=OB =r, OOCB =OBC=2 一 CDO =29， 
于 是 入 OBD 的 外 角 @®B= AOBC+ 人 CDO=29+ 9g=39, 贱 和 BDA 
是 已 知 角 更 的 二 

木工 师傅 中 巧 如 鲁班 者 大 有 人 在 , 不知 何 年 何人 用 “鲁班 上 尺 " 发 
明了 三 等 分 任 一 角 的 方法 ;所 谓 鲁 堤 尺 ,或 称 木工 作 , 是 形 如 图 2-36 
的 直角 尺 。 在 过 尺 的 拐角 内 点 B 与 尺 边 BD 垂直 的 矿 边 缘 直 线 上 取 
一 点 C, 使 BC 等 于 尺 宽 AB; 任 给 一 角 志 EOP, 先 用 鲁班 矿 男 一 条 杜 
OE 相距 为 尺 宽 AB 的 平行 线 1, 见 图 2-37。 使 鲁班 矿 的 边 绿 上 的 操 
A 落 在 ! 上 , C 点 落 在 OF 上 ,和 目 边 缘 线 BD 过 O 点 ,如 图 2-38。 则 泊 
边缘 DB 画 出 的 直线 /与 OF 的 夹 角 是 人 EOF 的 椰 。 事 实 上 , 作 AG 
| OFE, G 为 垂 足 , 则 直角 三 角形 人 OAG 电信 OAB 呈 人 OBC, 故 


/AOG = LAOB = LBOC= FLEOF, 


图 2-36 图 2-37 


2-38 


,| 化 圆 为 方 的 绝招 


作 一 个 正方 形 , 使 其 面积 和 已 知 圆 的 面积 相等 , 这 就 是 化 圆 为 方 
问题 。 

问题 是 数学 的 灵魂 ,为 了 解决 化 圆 为 方 问题 , 古 希 且 数 学 家 希 庇 
亚 斯 发 明了 一 条 称 为 " 割 圆 曲 线 " 的 奇怪 曲线 (当然 这 条 曲线 用 规 尺 
是 作 不 成 的 )。 割 圆 曲 线 是 这 样 制 成 的 ， 

把 线段 AB 绕 A 点 顺 时 针 匀 速 旋 
转 90" 到 AD 位 置 , 同时 与 AD 平行 的 
” 直线 BC 匀速 平移 到 AD 位 置 , 动 线段 
AB 与 动 直线 BC 的 交点 形成 的 曲线 称 
为 割 圆 曲 线 , 见 图 2-39 中 的 粗 实 线 。 在 
同一 时 间 内 , BC 平移 到 BC AB 转 到 
AB”, AB 与 BC 交 于 下 点 , 动 点 上 的 
轨迹 BG 即 为 割 圆 曲线 , 它 把 以 A 为 
中 心 的 以 AB 为 半径 的 二 圆 切割 成 两 块 , 故 有 其 名 谓 之 割 圆 曲线 。 

下 面 导 出 割 圆 曲 线 的 方程 。 记 AB = a, AH = x, EH = y 
EAD= ow, 则 | tang =—， 2 = arctan 一 ;又 


PpP_EH_1r 
r AB TT 


2 
其 中 了 是 AB 转动 %" 所 用 时 间 , 上 是 AB 转角 p 所 用 时 间 , 于 是 
LT， ,24 _2a 由 
2 一 ?yy 一 六 9 二 arctan 
y= xtan 7 或 += 一 一 一 


tan 过 
2a 
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下 面 求 AG 的 长 度 


7 sin 7 7y . 
义 tan ~~y = 站 而 cos 3 当 y 一 0 时 以 1 为 极限 ,所 以 


cos 3 


A 
| 2a? 2a 
2 ， 


0 ， aU y*0 ， A 元 
SSID Sl a 
2a7 2a 


AG =lim——— =1i 


令 ? 7 = t， 只 需求 出 lm ， sint 。 由 图 2-40, 全 OAB 面积 = > sinz， 


和 人 OAT 面积 = tant, 扇形 OAB 面积 31 所 以 


l sint < Lr< Tant 


2 2“~、2 


1<-t <-t. cost < SPE <1 


Sin COSL 


令 1 一 0, 则 


LS ， < 


， 图 - 
即 im sint = 1( 显 然 是 负 值 时 , 此 极限 亦 
为 1)。 
至 此 知 AG=<4, 于 是 AG, AB 此 已 知 线段 
AG_ AB 
AB 1 
2 Ta 


制 加 曲线 作成 后 , AG 已 画 出 , 于 是 广 xa 是 已 知 三 线段 的 第 四 比例 
项 ,用 规 尺 可 作出 长 方 xa 的 线段 1, 以 1 为 长 ,以 24 为 宽 作 矩形 , 风 
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此 定形 面积 为 xa“, 即 为 已 知 贺 的 面积 , 令 p=21a, 作 1 与 24 的 比 
例 中 项 65, 以 5 为 边 的 正方 形 即 与 已 知 圆 等 积 的 正方 形 。 

下 面 讨论 把 这 月 亮 形 化 成 等 面积 的 正方 形 的 问题 。 所 谓 弯 月 亮 
形 是 指 两 圆 相交 于 两 点 , 在 一 圆 内 部 而 在 另 一 圆 外 部 的 平面 区 域 , 图 
2-41 的 阴影 部 分 束 是 两 个 普 月 亮 。 

和 化 圆 为 方 不 能 用 规 尺 完 成 的 难度 有 些 区 别 的 是 , 有 些 弯 月 亮 
是 可 以 用 规 尺 作出 的 。 

中 内 外 避 形 角 分 别 为 4$ 和 90" 的 弯 月 亮 可 以 规 尺 作出 , 见 图 2- 
42。 


图 2-41 图 2-42 


由 于 弓形 角 人 GAB = 90", CAB = 4$", 其 中 C 点 在 弯 月 亮 的 
关上, 则 人 入 ABC 是 等 腰 直 角 三 角形 , AB2 = AC2+ BC*; 又 由 于 


Tondo Tm 
— se 


与 形 ABD 4AB2 与 形 ABD AB? 


Eh ACE + 弓形 BCF _ AC’*+ BC 
与 背 ABD AB- 


从 而 得 知 弯 月 亮 的 面积 等 于 和 ABC 的 面积 。 由 于 可 以 用 规 尺 把 
全 ABC 化 成 等 积 的 正方 形 , 所 以 可 把 弯 月 亮 ACBD 用 规 尺 化 成 等 积 
的 正方 形 。 

人 @ 奉 弯 月 亮 的 外 跌 上 的 弦 AA1 = Al4 =…=A4A 4A =A4 1B， 


一 ] 
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满足 AAT + A1A5+… + A,_1A,?= AB?, 又 AA; 弦 在 外 缴 上 构成 
的 与 形 角 与 AB 弦 在 内 弧 上 构成 的 弓形 角 相 等 , 则 弯 月 亮 可 用 规 尺 
化 成 等 积 正方 形 , 见 图 2-43。 

与 DD 推理 相 似 地 可 得 外 颖 上 的 x 个 弓形 的 面积 和 等 于 内 弧 与 AB 
弦 组 成 的 弓形 面积 ,于 是 弯 月 亮 的 面积 与 多 边 形 AA1A,…A,_1A, 的 
面积 相等 , 而 多 边 形 AA1A…A,_1A， 可 以 用 规 尺 化 成 等 积 的 三 角形 ， 
此 三 角形 再 用 规 尺 化 成 等 积 的 正方 形 , 于 是 终于 用 规 尺 把 弯 月 亮 化 成 
等 积 的 正方 形 。 

但 并 不 是 任何 弯 月 亮 形 都 可 以 用 规 尺 化 成 等 面积 的 正方 形 。 例 如 
图 2-44 中 AB 是 大 半圆 直径 , AC = CD = DB, 则 以 AC 为 直径 的 半圆 
的 面积 加 上 三 个 弯 月 亮 的 面积 等 于 梯形 ABDC 的 面积 , 由 于 梯形 可 以 
规 尺 等 积 化 方 , 所 以 三 个 弯 月 亮 加 一 个 半圆 可 以 规 尺 化 方 , 而 已 知 半圆 
不 可 规 太 等 积 化 方 ,所 以 这 三 个 弯 月 亮 之 和 不 可 规 尺 化 方 , 从 而 一 个 这 
种 弯 月 亮 不 可 规 尺 化 方 。 


图 2-43 图 2-44 


,| 逆风 行 舟 


我 们 讨论 一 个 很 现实 、 很 有 趣 的 数学 问题 ， 
帆船 如 何 顶 北 风向 正 北 最 快 地 航行 ? 
显然 , 这 也 是 奥林匹克 运动 会 帆船 运动 员 们 最 关心 的 问题 之 一 。 
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首先 考虑 下 面 的 问题 ， 

当 帆 面 与 风向 所 成 的 角 为 a, 与 船 的 轴线 所 成 的 角 是 8 时 , 帆船 
的 航速 c 是 多 少 ? 

设 帆 面 与 风向 垂直 时 , 风 对 帆 面 
的 压力 是 P, 当 c 尖 90" 时 , 牌 直 于 巾 面 
的 风 压 和 "<P, = Psina。 天 把 pp 分 
解 成 沿 船 轴线 方向 的 分 量 p = p sinp 
和 垂直 于 船 轴线 的 分 量 g = p'cospP, 从 
而 风 加 在 航行 方向 上 的 压力 为 (图 
2-45) 


p= Psinasing 
图 2-45 帆船 的 速度 c 与 p 成 正比 
c=kp= kPsinasinp 
k 是 正常 数 。 显然 = B=90° 时 , 即 风 是 北 风 , 船 向 南 行 , 帆 与 船 轴 亚 
直 时 , 船 速 最 大 , 这 时 cw = kP, 令 kP=C,C 是 最 大 船 速 。 
下 面 讨论 如 何 向 北 最 快 航行 。 这 时 船 的 轴线 与 风 夹 角 a + p, 船 
一 向 北 分 量 为 c =c cos(a+B)= CsinasinBsinY,a+B+7Y=90"。 下 
面 确定 a, 8, 7 的 值 ,使 c 最 大 。 
如 果 a+B=a +B,a,B， a ,8 皆 铅 角 ， 由 于 
2sinasinB8 = cos(a —B)— cos(a+B) 
2sina sinB’ =cos(o -PB )—cos(a 二 有) 
所 以 当 且 仪 当 |a 一 8l>la 一 B| 时 , sinasin8< sina sinB 。 
考虑 w+pB+7y=o+B+Y =90", 其 中 a =30,7Y=7Y,a +B 
=a+B, 且 a=30°+e1, B=30" 一 e2,a, PB,Y,a ,BY ,内 锐角 ,1 
ey>0, 则 |a- Bl=e1tes,pB =30° -ete|o -BI=|e- el< 
la 一 B|, 所 以 
sin30°sing siny >sinasinpsiny (2.4) 
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又 8 +y =60", 所 以 
sin30 sin30 "之 sin8 sin7y (2.5) 
由 (2.4) 和 (2.5) 得 
sin30 sin30 sin30 之 sinasinBsiny (2.6) 
即 a= B= y=30" 时 ,c 最 大 。 人 至 此 得 知 . 
船 的 轴线 与 朝 北 方向 成 60", 且 帆 面 平分 这 个 角 时 , 向 北航 行 最 
快 , 这 时 最 大 北上 速度 为 
= Csin30°sin30°sin30°= 
即 是 顺风 向 南 行 最 大 速度 的 二, 见 图 2-46。 4 
只 要 使 你 的 船 头 指向 与 道 风 方 向 成 
60", 再 把 帆 面 转 到 这 个 60" 角 的 平分 位 , 不 
管 何方 来 风 , 总 会 使 你 向 道 风 方 向 航行 得 
最 快 。 这 一 结论 也 适用 于 无 动力 有 舵 渔船 
的 寄 流 ,水 流 相 当 于 风 , 舵 相 当 于 帆 。 


为 了 达到 预定 地 点 A, 可 以 扭转 船 头 局 
右 于 次 ,使 船 头 交替 地 在 风向 AB 直线 的 图 2-46 
两 侧 且 使 风向 、 船 轴 疝 和 帆 面 间 的 角度 仍 
为 上 述 的 角度 。 


处 于 逆境 , 巧 借 阻力 , 迁 回 曲 折 , 仍 可 达到 目标 ! 


4, 反 天 上 和 人间 怎 么 这 么 多 的 加 和 球 


天 上 的 行星 .月球 和 太阳 等 星体 , 自然 界 的 雨点 露珠 , 橘子 苹果 ， 
诸多 天 然 之 物 , 为 什么 那么 多 球状 体 ? 还 有 几乎 人 人 爱好 的 足球 、 篮 
球 , 等 等 , 乃至 我 们 的 眼球 头颅 , 也 都 是 球状 物 , 德国 著名 数学 家 斯 坦 
纳 (S. Steiner, 1796 一 1863) 揭 穿 了 其 中 的 天 机 。 


89 


一 个 有 关 的 传说 是 , 古 罗 马 皇 帝 的 女儿 吉 冬 去 非洲 创立 迦 太 基 
国 ,成 为 该 国 首 任 女 皇 , 她 欲 在 海边 购买 一 块 土地 , 吉 冬 辐 土 地 出 售 
者 提出 要 买 “一 张 兽 皮 的 土地 ”, 即 把 一 张 兽 皮 剪 成 了 细 条 , 结 成 一 条 
长 绳 , 她 说 买 下 这 条 强 围 住 的 那么 多 土地 , 于 是 双方 谈 买 价钱 。 之 后 
聪明 的 吉 冬 把 绳 作成 半圆 弧 , 此 半圆 直径 在 海岸 线 上 , 她 心里 明日 ， 
这 时 面积 最 大 。 

事实 上 , 在 等 长 的 平面 闭 曲线 所 围 面 积 当 中 , 以 圆 面积 最 大 。 凤 
之 ,在 面积 相等 的 平面 图 形 中 , 圆 的 周 长 最 小 。 

显然 只 需 考 虑 四 的 平面 图 形 , 即 那些 连接 内 部 任意 两 点 的 线段 ， 
此 线段 完全 属于 这 个 图 形 所 围 的 区 域内 部 的 图 形 。 

为 证 明 上 述 有 关 圆 的 命题 , 先 讨论 梯形 。 

在 上 下 底 的 长 度 与 高 固定 的 梯形 中 , 等 腰 梯 形 的 两 腰 之 和 最 短 。 

考虑 梯形 ABCD, 见 图 2-47, 关于 AD 的 中 垂 线 为 /, B 的 对 称 操 
为 B', Co 为 CB 中 点 , Co 关于 /的 对 称 点 为 Bo, 则 BBo= BCo。 于 
是 等 腰 梯 形 ABoCoD 与 ABCD 底 与 高 分 别 等 长 , 它们 等 面积 。 

作 平 行 四 边 形 DCHB ,于 是 DH< DC + CH。 而 DH =2DCo= 
DCo + ABo, CH= DB = AB, 故 

ABo + DCo< AB+ DC 

即 在 底 边 与 高 分 别 相等 的 梯形 中 , 等 腰 梯 形 的 两 腰 和 最 小 。 

设 2 是 具有 已 知 面积 S 而 周 长 最 短 的 平面 图 形 , 我 们 往 证 2 是 
圆 。 

任 作 一 直线 工 , 因为 2 是 凸 的 , 所 以 可 以 找到 Q 上 的 两 个 点 
Pi, P,, 使 得 过 Pi 与 P, 垂直 于 工 的 两 条 直线 所 来 的 带 形 之 外 无 0 
上 的 点 , 设 过 Pi, P, 的 王 线 与 工 交 于 Qi,Q， 两 点 , 我 们 把 线段 Qi 
Q, 进行 2” 等 分 , 过 每 一 等 分 点 作 工 的 垂 线 , 把 2 划分 成 2 个 长 条 
区 域 , 由 于 ”充分 大 , 长 条 很 帘 , 可 以 把 每 个 长 条 视 为 一 个 梯形 , 多 图 
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2 © 几何 篇 


2-48。 对 任 一 长 条 ABDC, 以 工 直线 为 对 称 轴 作 等 腰 梯 形 AB'D'C”, 
使 它 与 ABDC 是 等 高 等 底 的 梯形 , 于 是 


AB+ CD 之 A'B’ + C'D’ 

上 式 等 号 仅 在 ABDC 也 是 等 腰 梯 形 时 成 立 。 又 Q 的 周 长 是 等 积 平 
面 图 形 中 的 最 小 者 , 则 由 A'BD'C’ 这 种 等 腰 梯 形 并 成 的 平面 图 形 (2 
不 但 与 @ 等 积 而 且 周 长 也 与 0 的 周 长 相 等 , 则 每 个 小 梯形 ABDC 续 
等 腰 梯 形 , 所 以 2 有 与 工 平行 的 一 条 对 称 轴 上 L ,LL 过 AC 中 点 O1。 
由 工 的 任意 值 知 0 在 任何 方向 上 都 有 对 称 轴 , 这 种 图 形 一 定 是 圆 ， 
即 得 知 : 

在 等 积 的 平面 图 形 中 , 圆 的 周 长 最 短 。 

下 面 论证 其 逆 合 题 亦 成 立 , 即 等 长 的 平面 财 曲 线 所 围 面积 , 圆 面 
积 最 大 。 

事实 上 , 设 任 一 不 为 圆 的 平面 图 形 2 与 圆 C 的 周 长 都 是 /, 记 
S. 征 2 的 面积 , Se 是 C 的 面积 ,各 S 之 Sr 考虑 与 C 同心 且 面 积 
为 S。 的 圆 C , 则 C 的 周 长 之 1, 但 从 前 面 论证 知 , 这 时 应 有 在 C 与 
人 2 这 两 个 平面 图 形 中 , 圆 C 的 周 长 比 0 的 周 长 短 , 即 < 72, 矛盾。 
故 应 有 S。,< Sc。 

上 述 平面 图 形 的 结论 可 以 推广 到 空间 , 有 以 下 结论 : 

在 表面 积 相 等 的 所 有 立体 当中 , 球 有 最 大 体积 ;在 体积 相等 的 所 
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有 立体 当中 , 球 有 最 小 表面 积 。 

论证 球 的 最 优 性 的 思路 与 论证 圆 的 最 优 性 的 思路 相似 , 只 不 过 
把 等 腰 梯 形 改 成 下 面 的 三 棱柱 ABC -A'B'C’:;ABC -~ ABC 有 与 侧 
棱 垂 直 的 对 称 平 面 。 且 易 证 下 面 事 实 , 侧 棱 AA“, BB , CC 有 定 长 a， 
b,c, 且 AA’, BB“ CC“ 分别 位 于 三 条 给 定 的 直线 上 的 所 有 三 棱柱 
中 , 有 与 侧 棱 三 直 的 对 称 平面 者 , 其 底面 面积 之 和 人 ABC+ 全 A'B'C'D 
最 小 。 

对 于 吉 冬 女皇 “一 张 兽 皮 的 土地 ”, 如 果 她 围 的 土地 不 是 以 海岸 
线 一 段 为 直径 的 半圆 , 则 以 海岸 线 为 对 称 轴 的 一 个 平面 图 形 2 不 是 
圆 , 这 里 2 边界 线 的 “陆地 部 分 "由 兽 皮 条 构成 , 与 2 售 长 兽 皮 条 围 
成 的 圆 相 比 , 2 的 面积 小 , 可 见 吉 冬 的 半圆 是 围 地 最 多 的 。 

从 理论 上 讲 , 我 们 上 面 已 论证 出 这 种 结论 : 吃 苹 果 和 桶 子 时 , 丢 
掉 了 一 定数 量 的 果皮 , 显然 希望 剩 下 的 果肉 越 多 越 好 , 这 就 应 当 使 华 
果 和 橘子 等 水 果 是 球形 的 ; 自然 界 真是 数学 家 的 奶奶 ,她 已 经 按 数 学 
上 最 优化 的 要 求 长 出 了 许多 球状 的 水 果 。 

反 过 来 讲 , 例如 雨点 露珠 , 水 的 表面 张力 像 一 张 收缩 的 橡皮 膜 一 
样 地 尽量 缩小 表面 积 。 正 如 上 述 数 学 理论 指出 的 , 这 一 定 质 量 的 水 
滴 应 当 是 球状 的 ,难怪 自然 界 的 球状 物 那 么 多 , 日 然 界 “ 尺 量 市 省 上 及 
肤 ” 的 原理 被 数学 家 道破 了 。 


4, 直 平面 几何 定理 为 什么 可 以 机 器 证 明 


数学 定理 的 机 器 证 明 是 现代 数学 的 重要 成 就 ,我国 在 这 方面 已 有 很 突 
出 的 贡献 ,例如 吴 文俊 教授 、 张 景 中 教授 和 杨 路 教授 等 著名 数学 家 在 用 计 
算 机 作 平 面 几何 定理 的 证 明 等 项 目 上 已 取得 了 世界 领先 的 成 绩 ,下面 用 实 
例 说 明 平 面 几 何 定 理 何 时 可 以 用 计算 机 证 明 。 

例如 , 已 知 锐角 和 ABC, 向 人 ABC 外 作 正 方形 ACDF, BCEG , 求 
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2 几何 篇 


证 BPD | AE, 
(1) 适当 安装 直角 平面 坐标 
系 , 把 平面 几何 定理 的 已 知 和 求证 
化 成 代数 问题 了 SBCLO) 
图 2-49 中 C 点 取 为 原点 , B 点 i 
坐标 不 妨 设 其 为 (1,0), A 点 在 上 半 
平面 ,于 是 下 点 坐标 是 (0, 一 1), 记 


D (Xx1,Y7) 


DD 点 坐标 为 (zt y1), 则 已 知 条 件 可 ” 
写成 图 2-49 
rf= yy (2.7) 
/ 过 1 并 十 yy1 三 0 (2.8) 
求证 


即 求 证 
yi(y+1)+zx(xi—~1)=0 (2.9) 
是 恒等式 。 
(2) (2.7)、 (2.8)、(2.9) 方 程 联 世 ,消去 zi yi 化 成 只 含 过 与 y 
两 个 变 元 的 恒等式 
由 方程 (2.8) 和 (2.9) 得 


轩 4 一 并 三 0U, yl 三 并 


由 方程 (2.9) 得 ”yi1= 一 一 ,代入 妇 = 工 得 


XITX— XY 


两 边 平方 得 
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由 方程 (2.7) 得 


yx = ry 


这 是 一 个 恒等式 , 故 不 论 A 点 如 何 运动 ,都 有 AE | BD。 

方程 (2.7)、(2.8)、(2.9) 联 立 消去 zl yi 等 参数 的 过 程 可 用 计 
算 机 来 完成 。 

一 般 地 , 把 几何 问题 化 成 代数 问题 之 后 , 如 果 消 元 法 得 到 的 多 项 
式 f(z, zi za zi)=0 不 明显 为 恒等式 , 可 用 “数值 实验 "的 方 
法 来 验证 它 是 否 恒等式 。 

例如 一 1= (x 一 1)(x +x+1) 是 恒等式 ,当时 我 们 是 直接 进 
行 7 一 1 与 x*+x+1 的 多 项 式 习 法 便 算出 了 x 一 1, 其实 还 有 比 此 
妙 得 多 的 办 法 : 

令 z=0, 则 得 x 一 1=0-1= -1,(z-1)(x +x+1)=(0- 
1)(0+0+1)= 一 1 左 = 石 。 

今 7z=1, 则 得 x? 一 1= 一 1=0, (x 一 1)(x“+xz+1)=0, 左 = 
右 。 

今 zx= 一 1, 则 得 x3 一 1=( 一 1 了 -1= 一 2,(x-1)(x*+x+1) 
=( 一 1 一 1)(( 一 1)-1+1)= 一 2, 左 = 各 。 

今 z=2, 则 得 zx? 一 1=23-1=7,(x-1)(x*+x+1)=(2-1) 
(22+2+1)=7, 左 = 碳 。 

至 此 已 经 证 出 zx-1=(z-1)(Cz2+ 过 +1) 是 恒等式 。 

事实 上 , 如 果 它 不 是 恒等式 而 是 三 次 方程 ,由 代数 基本 定理 , 它 
至 多 有 三 个 实 根 , 而 今 有 四 个 两 两 相 异 的 实数 都 满足 它 , 可见 它 不 是 
方程 , 而 是 恒等式 。 

对 于 两 个 变 元 的 等 式 f(x, y) =0, 其 中 F(zxz,y) 是 二 最 高 次 数 为 
m 次 ，y 的 最 高 次 数 为 n 次 的 多 项 式 , m,n 为 自然 数 , 则 取 z 的 m+1 
个 特殊 值 ,例如 z=0,1,2,…, m, 取 yy 的 n+1 个 特殊 值 ,例如 y=0， 
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1,2,…, n, 组 成 (m+1)(n+1) 组 (x, y) 的 数组 
(0， 0 )， (1,0), (2， 0 )， “", (m, 0) 
(0, 1), (1, 1), (2,1),**, (m, 1) 


(0, 7), (1, 7), (2, 7),*, (m,n) 
如 采 对 这 些 特殊 的 zx, y 之 取 值 , f(z, y) 缘 取 零 值 , 则 可 判定 
f(x,y)=0 是 恒等式 。 

事实 上 , f(x, y)=0 可 以 写成 
ao(y)xzm+ai(y)zz +…+an_i(vy)z+a(y)=0 (2.10) 
其 中 a0, a1,…, am 是 y 的 多 项 式 , 次 数 最 高 者 为 n 次 多 项 式 。 

由 于 用 (0,0), (1,0),…,(m,0) 代 入 (2.10) 得 出 

ao0(0)zx” +al(0)z2 +…+a (0)=0 
所 以 a0(0)zx”+a1(0)zx” 1+… ++a,,(0) 夺 0, 同 理 得 
ao(1)zm +a(l)zr™” t+ +a,(1)=0 
ao(2)xzm+ai(2)xzm 1+. + a, (2)=0 
ao(n)zr” tain)r” + +a,(n)0 
于 是 ao(y) 三 al1(y) 夺 … 寺 a,,(y) 志 0, 进而 f(x, y) 寺 0。 

对 于 多 个 变量 的 等 式 F(xi, x2,…, za) 一 0, 其 中 下 是 zz1， 
XT2，…, Xn 的 多 项 式 ,对 它们 的 最 高 次 数 分 别 为 zi 为 mi 次 , zz 为 m， 
次 ,…, Xn 为 ms 次 , 令 zi 取 值 0,1,2,…, mi, xz， 取 值 0, 1, 2,…， 
m2，…, Xn 取信 0, 1,2,…, m;, 把 每 个 数组 (zl x …, zs) = (a 
a2,…, Qn) 代 入 玉 =0 后 得 F(aj， a2, ,Qa»,) =0, a,€ 10, 1,2,.…, 
ml ,i 三 1,2,…, 7 则 可 判 F(zi, z2，…, zx, ) 三 0。 上 述 数 组 有 (mi 
t+ 1)(m2 + 1).…(m +1) 个 , 


下 面 用 者 名 的 “ 西 摩 松 线 "来 说 明 机 器 证 明 的 步骤 。 
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西 摩 松 定理 在 人 ABC 的 外 
接 圆 上 (图 2-50) 任 取 一 点 D, 目 D 
向 BC, CA, AB 引 垂 线 , 垂 足 依次 
为 EE,F,G, 则 EE, FF,G 三 点 共 线 
(此 直线 称 为 西 摩 松 线 )。 

取 坐 标 系 ; 外 接 圆 圆心 O 为 原 
点 , D 点 坐标 为 (1,0), 此 外 ,还 有 六 个 
A(Zxi, y1), B(x2, y2), C(x3, 3), 
图 2-50 E(xs, ys), F(ze, y6), G(x7, 为 )。 由 
已 知 条 件 , EE, F, G 分 别 在 BC, AC， 


AB 上 , 于 是 有 
xs=Ar + (1—A)Zz3 
0) 
[A 
y6= Hy3+ (1 1)y] 
[1 
y7= pyi1t+ (1 0)y2 
再 由 已 知 条 件 , A, B,C 在 单位 圆 上 , 故 有 
xz1+ yi=1,xi+ ys=1, x3+ y3=1 
又 已 知 DE | BC,DF LAC, DG LAB 得 
[Ar2+ (1—A)z3—1|(zx2— zx3)+ 
[Ay2 + (1— A)y3(y2— y3)=0 
[prat (1—p)xri-1)(r3— zx1)+ 
[py3t+ (1 p)y1j(y3— 1)=0 
[prit+ (1—p)zr2—1)(zx1— zx2)+ 
[oyit+ (1~po)y2j(y1 ~ y2)=0 
欲 证 万 , F, G 共 线 , 即 求证 
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y5 6_»5 7 
ys5 6 Xs5 7 


等 价 于 求证 
(Xxs— Xe)(ys—y7)— (xs— x7)(ys— y6)=0 
上 面 的 已 知 和 求证 的 各 代数 式 ( 多 项 式 ) 中 有 zi, y1, z2，y2，Z3， 
ya zs yss TX6s y6, 7 yu DO 15 个 变量 ,有 13 个 方程 , 可 以 用 消 
去 法 从 中 消去 12 个 变量 , 只 留 下 zj, zz, x3 这 三 个 自由 变量 组 成 的 
等 式 f(x1, x2, XT3) =06 
这 一 消 元 过 程 由 计算 机 去 做 。 
接 下 去 的 工作 是 用 计算 机 求 f(xz1, zz, x3) 在 一 些 指定 点 上 的 
值 , 如 果 这 些 指 定点 上 的 f 值 皆 零 , 则 f(x1, zz, x3) 三 0, 从 而 西 摩 松 
定理 证 毕 ;这 些 指 定点 可 如 下 指定 : 
设 zi 在 f 中 最 高 次 数 为 n1, 则 取 zx1€E10,1,2,…,nil, zx2 在 f 
中 最 高 次 数 为 ns, 则 取 zzE 10, 1 2,…, n2|, zx3 在 了 中 最 高 次 数 为 
n3, 则 取 zsE 10, 1,2,…, n3|, 进而 取 指 定点 为 
(0,0,0), (0, 0, 1), (0, 0, 2),…: 
(0,0, n3C— 1),(0,0,n3) 
(0, 1,0), (0, 1, 1), (0, 1, 2),……: 
(0, 1, n3 ~ 1), (0, 1, n3) 


(0, 2, 0 )， (0, NH2, 1), (0, ni2, 2 )， 7 


(0, 2, n3— 1), (0， 772， 713) 
(1,0,0), (1,0,1), (1,0,2),. 


(1, 0， n3 一 1), (1,0, 123 ) 
(1, 2, 0), (1, /72) 1 )， (1, N22, 2 )， 四 
(1, 1H2, n3—1), (1, NH?2, 13 ) 
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(x1,0,0), (xn1,0,1), (21,0,2),… 
(C71,0, 73— 1),(n1,0,n3) 
(ni 12,0), (111, 122, 1), (ni1, 12,2),…: 
(1, 712, 13 ~ 1), (ni1, 722，723 ) 
共计 (+1l)(za+1l)(nas+1) 个 点 需要 用 计算 机 (器 ) 代 入 
f(r1, zz 2Z3) 来 求全 ,如 果 皆 等 于 零 , 则 证 毕 。 

上 面 这 些 “ 活 儿 ” 用 手 来 干 当然 烦 人 ,但 用 计算 机 来 干 只 需 几 秒 
钟 即 可 完成 。 目 前 已 有 代数 方程 组 消 元 的 现成 软件 , 用 以 得 到 一 个 
单个 的 欲 证 其 为 恒等式 的 等 式 ; 也 有 现成 软件 来 求 多 项 式 在 指定 点 
的 值 。 

数学 上 已 有 理论 (例如 代数 基本 定理 ) 的 思想 性 与 现代 计算 机 的 
运算 技术 相 结 合 ,正在 把 数学 家 们 从 繁琐 的 证 明 书 写 和 无 味 的 数字 
或 符号 运算 的 棱 格 中 解救 出 来 , 并 能 用 机 器 证 明 各 种 难以 证 明 的 数 
学 定理 和 解决 众多 数学 难题 。 例 如 1997 年 人 造 机 器 IBM 公司 的 “ 深 
览 计 算 机 "在 国际 象棋 盘 上 运筹 博弈 , 战胜 了 国际 天 王 级 象棋 大 师 卡 
斯 由 罗 夫 ,使 人 们 为 之 瞳 目 结 舌 ,叹为观止 。 

已 知 洒 求证 中 不 涉及 不 等 式 的 初等 几何 问题 , 总 可 以 如 上 面 西 
摩 恰 定理 那样 , 把 它 用 机 器 化 成 一 个 多 项 式 等 于 零 的 问题 , 再 用 机 器 
证 明 该 多 项 式 是 零 多 项 式 , 即 恒 等 于 零 , 从 而 完成 几何 问题 的 证 明 。 


,| 为 = 股 四 弦 五 精品 展 


(1) 中 华 牌 345 三 角形 
我 国 数学 名 车 《 周 甬 算 经 》 中 载 名 句 :“ 句 广 二 , 股 修 四 , 径 隅 五 。 
“ 境 成 日 话 文 即 勾 三 股 四 弱 五 ,说 的 是 公元 前 1100 年 前 的 大 禹 时 代 ， 
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2 图 几何 篇 


商 高 已 知 直角 三 角形 的 斜 边 是 5, 短 直 角 边 
( 勾 ) 是 3, 长 直角 边 ( 股 ) 是 4。 周 角 二 字 的 
“ 周 ” 是 周 朝 , 即 《 周 解 算 经 ) 是 周 疆 的 数学 
著作 “ 僚 "是 股骨 , 周 朝 时 人 们 用 牛 股 骨 作 
成 测 日 光影 子 的 工具 , 见 图 2-51。 

我 国 的 赵 君 狠 于 公元 222 年 为 《4 周 解 
算 经 》 作 注 ,证 明了 色 股 定理 。 赵 君 卿 又 凶 
赵 诡 , 是 三 国 时 代 吴 国人 , 他 的 证 明 看 图 


. 图 2-51 
2-52 不 言 日 明 。 
事实 上 
2 CO， OO ab,ab 2 
2 
~2ab +a’+6*—2ab 
= 0 + pb 


即 a?+62=c2, 若 a 二 3,5= 二 4, 则 c=5, 即 勾 3 股 4 弦 5, 图 2-52 中 
勾 3 股 4 弦 5 的 三 角形 共 四 个 ,下面 称 三 边 比 为 3:4:5 的 直角 三 角 
形 为 345 三 角形 , 图 2-53 中 的 345 三 角形 有 8 个 :@,@@, 昌 ,@, 名， 
©, ©O, ®.。 
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(2) 徒 手 在 正方 形 纸 片上 作出 24 个 345 三 角形 

只 有 一 张 正方 形 纸 片 ,其 上 无 任何 标志 , 如 何 徒 手 地 在 这 张 正 方 
形 上 显现 出 24 个 345 三 角形 ? 

如 图 2-54, 容易 证 明 与 人 GHF 全 
等 的 三 角形 共计 和 八 个 , 与 人 GMN 全 等 
的 二 角形 共计 八 个 , 与 人 AEF 全 等 的 
三 角形 共 八 个 , 其 中 下 , P, M, Q 是 正 
方形 各 边 中 点 ,这 四 个 中 点 可 以 由 正方 
形 纸 片 对 折 得 到 , 进而 沿 DE, DP， 
BQ, BM, AQ, AE, CM, CP 折 夺 , 即 
C Q ? 得 图 2-54 中 各 折 痕 线段 和 各 三 角形 。 
而 且 容 易 看 出 人 GHF 人 GMN cn 
人 4AEF ,下 面 只 从 证 和 人 AFEF 是 345 三 


角形 。 
事实 上 , 设 正方 形 边 长 为 2, 则 正方 形 面积 为 4, 人 CEQ 面积 是 


二 ,入 ABE 与 AADQ 面积 和 是 2, 于 是 入 AEQ 的 面积 ; 


2 
-5 工 -j 工 - 工 _V5 
4-2- =-1> = AQXEF= XEF 


1 
2 


于 是 EF = 2 由 色 股 定理 得 AF = 生 , 所 以 人 AEF 是 345 三 角形 ， 
V5 V5 


进而 得 到 24 个 345 三 角形 。 

向 言 让 , 工 欲 善 其 事 , 必 先 利 其 器 ; 事实 上 , 人 手 力 是 志 间 最 灵巧 
的 工具 ,而 最 聪明 者 英 过 于 人 脑 , 电脑 永远 不 及 人 脑 ; 上 面 不 动用 任 
何 工 具 即 造 出 24 个 345 三 角形 即 显示 了 手 和 脑 的 优势 。 

(3) 方 圆 之 中 的 345 三 角形 

图 2-55 中 , ABCD 是 正方 形 , 下 是 DC 中 点 ,以 下 为 中 心 以 FD 
为 半径 男 圆 , AGH 是 此 圆 切线 , G 是 切 点 , 如 在 线段 BC 上 , 则 
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入 ABH 是 345 三 角形 。 事实 上 , 设 AB=1, 则 AG=1, 设 HC=zx, 则 
HG = x, BH=1 一 x 由 色 股 定理 得 


(1+7x)=1+(1- xz) z= 


于 是 AB=1, BH= 字 ,AH= 广 ,可 见 人 ABH 是 345 三 角形 。 
EE 是 AB 中 点 , 由 相似 性 , 人 AKE 与 AFGK 也 是 345 三 角形 ; 
延长 FG 至 J ,J 在 BC 上, 则 全 HGJ 与 人 FCJ 也 是 345 三 角形 。 
作 GP/ BC,P 在 DC 上 ;连接 DJ。 与 EF 交 于 1, 作 IM/ AB， 


M 在 AD 上 ;连接 AI。 经 简单 计算 知 DM = 二 , 进而 人 FPG， 
和信 EMI, 人 AIE, 个 AME, 个 AMI 都 是 345 三 角形 。 

由 于 矩形 AEIM 的 对 角 线 把 此 矩形 划分 成 两 个 345 三 角形 , 所 
以 从 此 矩 形 对 角 线 交点 作 其 边 的 平行 线 分 得 的 四 个 小 矩形 仍 有 原 忠 
形 的 性 质 , 即 每 个 小 矩形 的 两 条 对 角 线 画 出 四 个 345 三 角形 , 如 此 可 
得 4+42+4+… 个 345 三 角形 , 即 可 得 任意 多 个 345 三 角形 。 

经 过 简单 计算 可 以 断定 图 2-56 至 图 2-60 中 的 阴影 三 角形 是 
345 二 角形 。 


D F 
7 
2 A 


图 2-55 2-56 


六 ul- 


lt 
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图 2-56 中 OO 是 AB 中 点 ,ABCD 是 单位 正方 形 , G 是 半圆 OO 
与 4 圆 OC 的 交点 ;于 是 OGE 是 ©C 的 切线 , 在 人 OAF 中 , 由 勾 股 
定理 ,| 十 | + x?=[ 洱 + (1-z)] ,z= 之 ,04= 汪 ,OE= 汪 ,所 以 
个 OAE 是 345 三 角形 ,由 相似 性 , 人 OGF 也 是 345 三 角形 。 

以 下 各 三 角形 ( 带 阴 影 者 ) 为 什么 是 345 三 角形 , 请 读者 验算 一 
下 。 


Bb 


a 


< 
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), |) 雪花 几何 


放眼 宇宙 , 细 看 犬 牙 交 错 的 海岸 线 , 美丽 对 称 而 边缘 并 不 平滑 的 雪 
花 , 以 及 天 上 的 云集 , 山中 的 枫叶 …… 绝 大 多 数 的 客观 实物 , 并 不 像 欧 几 
里 得 几何 中 讨论 的 点 线段 . 圆 立方 体 球 等 乃至 笛 卡 儿 的 解析 几何 中 的 
情 圆 , 构 球 等 那样 单纯 ,复杂 是 宇宙 的 本 性 。 有 不 少 东西 大 处 和 小 处 的 结 
构 有 相 侯 性, 例如 太阳 系 , 地 球 绕 着 太阳 转 , 月 亮 又 绕 着 地 球 转 , 月 亮 上 的 
氢 原 子 核 外 又 有 绕 其 旋转 的 电子 , 等 等 ,这 种 无 限 拘 套 的 精细 的 层次 结构 
实 乃 大 自然 的 几何 学 。 

(1) 春 风 杨 柳 

春天 到 了 , 从 一 枝 长 1 的 柳条 的 广 与 气 处 各 长 出 长 为 专 的 新 梳 , 
见 图 2-61, 分 又 点 把 树枝 分 成 5 段 ,每 段 又 从 其 3 与 科 处 长 出 新 梳 


此 刚 长 出 的 新 枝 之 长 是 该 段 长 的 村 ,如 此 生长 下 去 ,最 后 得 到 枝 繁 叶 
茂 的 一 棵 杨柳 树 。 


图 2-61 
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第 一 次 生长 了 两 个 枝条 , 全 长 为 1x 与 


第 二 次 又 长 出 了 十 个 枝条 , 全 长 为 1x 瑟 x 豆 = | 喜 | ;如 此 递 


惟 , 第 ”次 又 生长 了 若干 枝条 ,全 长 为 | 羡 | , 当 很 大 时 , | 写 ]" 是 
十 分 巨大 的 数字 , 从 理论 上 讲 , 如 果 无 限 生 长 下 去 , 此 树 的 枝条 总 长 
就 是 无 穷 的 了 。 当 然 , 由 于 自然 条 件 的 限制 , 真实 的 树木 是 不 可 能 天 
限 地 增长 的 , 由 于 天 灾 人 祸 和 生物 自身 的 衰老 , 到 一 定 限度 就 不 会 再 


增长 了 。 
(2) 隆冬 雪花 


Eo 是 单位 长 线段 ; Ei 是 Eo 除去 中 间 -线段 代 之 以 底 边 在 除去 的 


线段 上 的 正三 角形 的 五 网 边 所 得 
的 折线 , E1 上 有 四 条 线段 ;同样 的 
操作 用 于 E!i 的 每 一 线段 得 到 EE， 
折线 , 以 此 类 推 , 即 EE 是 把 EE -i 


的 每 个 线段 中 间 的 全 用 以 它 为 底 
的 “向 外 的 "正三 角形 的 另 两 边 替 
代 而 得 。 当 & 趋 于 无 穷 时 , 则 得 一 
曲线 , 见 图 2-62。 

这 条 曲线 是 1904 年 由 数学 
家 科 克 (H.V. Koch) 首 创 的 , 你 细 
瞧 海 岸 线 , 就 有 类 似 的 形状 。 

Koch 曲线 留 在 Eu 上 的 部 分 
是 康 托 侍 集 。 

一 条 Koch 曲线 围 成 一 片 雪 
花 , 见 图 2-62(b) 和 图 2-63。 
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全 村 来 染 


图 2-63 
下 面 算 一 下 雪花 边界 线 的 长 度 。 由 于 每 操作 一 步 , 所 得 折线 是 
上 -一代 折线 的 二, 所 以 第 n 次 E, 的 长 度 是 | 全) , 当 n 足够 大 时 ， 


| 生 | ”是 十 分 巨大 的 数字 , 当 n 趋 于 无 穷 时 ,雪花 边界 长 是 无 穷 大 。 


再 算 一 下 雪花 的 面积 。 
Ei 村 Eo 夹 的 面积 


E; 比 Ei 多 了 四 个 小 三 角形 , 它们 的 面积 是 9 A, 依 此 类 推 得 
s-[1+ 和 :| 丰 汪 [四 1] 和 
B 是 Eo 与 Koch 曲线 夹 的 面积 ,雪花 总 面积 C 为 边 长 为 1 的 正三 角 
形 加 上 3B, 了 即 
人 三 0 十 

我 们 看 到 有 限 面 积 的 边界 却 是 无 穷 长 的 曲线 。 

(3) 清 疗 坐 奴 

用 三 条 中 位 线 把 一 个 正三 角形 划分 成 四 个 正三 角形 , 去 挥 中 国 
的 那个 小 正三 角形 ;对 于 剩 下 的 小 正三 角形 , 再 用 其 三 条 中 位 线 划 分 
且 合 去 中 间 的 小 正三 角形 , 如 此 不 停 地 进行 正三 角形 “去 心 ”, 最 后 得 
到 的 平面 点 集 就 成 了 一 个 满 身 大 和 孔 小 筷 的 清 深 坐 扳 , 见 图 2-64。 


3v3 v3_2 
人 V3 


105 


全 公公 
A 


Fr 
2-64 
石原 来 正三 角形 的 面积 是 A, 则 剩 下 的 点 集 的 面积 为 
人 312 
lim| 四 =0 
从 以 上 几 个 精彩 的 实例 我 们 领会 到 , 自然 界 许多 东西 都 是 由 本 
来 十 分 简单 的 事物 为 基础 用 简单 的 步 又 的 重复 作用 产生 出 来 的 , 联 
想到 为 什么 相对 少量 的 遗传 物质 可 以 发 育成 复杂 的 器 官 , 例如 大 脑 
刀 至 整个 生物 机 体 , 还 可 以 理解 仅 占 人 体质 量 5% 的 血管 何 时 可 以 布 
满 人 体 的 每 一 部 分 等 这 些 生 物 的 “ 广 术 ”表现 。 


), bt 取 优 观点 与 最 大 视角 


1471 年 , 德国 数学 家 J]' 米 勒 (Miller) 提 出 如 下 问题 ， 

一 得 英雄 塑像 ,高 态 米 ,塑像 底座 高 p 米 , 一 人 从 远 处 注视 塑像 
加 它 走 去 , 此 人 眼 离 地 面 h 米 , 问 此 人 走 到 哪 一 点 观看 塑像 时 , 觉得 
塑像 最 大 ( 即 视角 最 大 )? 

如 果 人 的 水 平视 线 与 塑像 有 交点 , 则 离 塑像 越 近 , 视角 越 大 , 感 
到 塑像 也 越 大 。 

如 采 人 的 水 平视 线 与 塑像 不 能 相交 , 不 妨 设 人 的 眼睛 离 地 的 高 
度 h<p( 如 果 人 的 眼睛 离 地 的 高 度 h>> 互 + p, 与 h<p 相似 地 讨 
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论 )。 
如 图 2-65, AB 是 塑像 , BC 是 底座 , a 与 8 是 不 同 的 视角 。 


NA \ 7 VAN/AANPAPYAN 
图 2-65 


作 距 地 面 为 h 的 水 平 线 DE, 作 圆 过 A, B 两 点 且 与 DE 相 切 , 切 
扩 为 D, 则 DD 点 是 人 眼 的 最 优 观 点 , ADB 是 最 大 视角 。 

事实 上 , 人 眼 在 水 平 线 DE 上 ， 
除 D 点 外 , DE 上 任 一 点 和 缘 在 圆 外 ， 
见 图 2-66, 各 上 腿 在 点 右 侧 Mi 点 ， 
连接 BMi 与 圆 交 于 M;， 则 
了 AM2B = ADB, 而 人 AM2B 是 
人 AM2MI 之 外 角 ， AM2B > 
了 AM1B。 大 有 眼 在 D 点 左 侧 , 同 理 可 证 视角 小 于 一 ADB。 可 见 
ADB 是 最 大 视角 , D 点 是 最 优 观 点 。 

例如 10 尺 高 的 塑像 , 安放 于 13 尺 的 底座 上 , 人 眼 高 5 尺 , 求 最 
佳 观点 D。 

考虑 由 于 FD*=FBX FA, 而 FB=13-5=8( 尺 ), FA =13+10 
-5 二 18( 尺 ), 则 FD= V8x18=12( 尺 ), 即 人 眼 D 与 底座 的 水 平 距 
离 应 为 12 尺 , 才 使 得 塑像 看 起 来 最 大 。 

看 起 来 , 古典 的 平面 几何 不 仅仅 是 人 类 思维 的 健身 操 , 不 少 实用 


图 2-66 
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性 问题 也 能 巧妙 地 运用 初等 几何 的 方法 得 以 解决 , 初等 几何 不仅 有 
趣 、 漂 亮 ,而 且 有 用 , 欧 儿 里 得 永垂不朽 ! 


,中 切 分 蛋糕 


甲乙 二 人 分 食 一 块 正 三 角形 蛋糕 , 切 一 刀 , 每 人 吃 其 中 一 块 。 乙 
说 蛋糕 要 由 他 来 切 , 而 且 还 要 由 他 先 挑 。 聪 明 的 甲 说 同意 , 但 要 乙 答 
应 一 个 条 件 ,条 件 是 乙 切 蛋糕 时 刀刃 必须 经 过 甲 指定 的 一 点 , 设 蛋 料 
的 厚薄 均匀 , 试问 甲 指定 的 点 在 何 处 才能 使 仿 跑 的 乙 少 占便宜 ? 且 
问 乙 最 多 可 以 多 号 多 少量 糕 ? 

什么 样 的 蛋糕 乙 占 不 着 便宜 ? 

有 无 一 种 形状 的 蛋糕 , 乙 能 得 到 比 整个 蛋糕 的 闷 还 多 的 部 分 ? 

如 果 是 中 心 对 称 形 蛋糕 , 甲 把 “指定 点 " 取 在 对 称 中 心 上 , 则 乙 只 
能 把 蛋糕 等 分 ,不 会 切 出 一 块 大 一 块 小 的 情形 , 这 样 甲 就 迫使 乙 的 仿 
焚 企 图 落空 ,只 能 二 人 等 分 了 ; 当 蛋 糕 是 圆 形 \ 椭 圆 形 、 正 方形 或 正六 
边 形 等 形状 时 , 就 会 发 生 上 述 形 势 , 这 时 乙 占 不 到 便宜 。 

对 于 正三 角形 的 情形 , 甲 把 指定 点 取 在 三 角形 的 重心 是 最 佳 策 
略 , 多 图 2-67。 
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全 ABC 是 长 边 为 1 的 正三 角形 , 则 乙 只 能 过 重心 O 平行 于 BC 
来 切 , 不 然 , 若 过 O 点 沿 其 他 方向 GOF 来 切 , 则 他 至 多 得 到 四 边 形 
BCFG, 这 块 蛋糕 比 梯 形 DECB 少 , 事实 上 , 人 OGD 的 面积 比 人 OEF 
的 面积 大 。 

如 果 甲 把 指定 点 定 在 O' 处, O' 关 0, 则 乙 过 O“ 沿 BC 平行 的 方 
向 MN 来 切 分 , 则 乙 会 多 得 到 一 块 梯形 MINED。 所 以 甲 唯 一 的 选择 
是 把 指定 点 取 在 O 点 。 

无 论 什么 形状 的 蛋糕 , 乙 也 得 不 到 75% 以 上 的 蛋糕。 事实 上 , 任 
何 形状 的 蛋糕 , 甲 总 能 从 其 上 指定 一 点 及 过 此 点 的 两 垂直 线 , 使 得 这 
两 条 垂 线 把 蛋糕 划分 成 各 占 25% 的 四 块 。 如 果 把 这 两 条 垂 线 视 为 平 
面 上 的 坐标 轴 , 则 乙 过 指定 点 (原点 ) 怎 么 切 , 都 有 至 少 一 个 象限 的 那 


部 分 蛋糕 未 被 切 分 ,所 以 乙 至 多 得 字 , 不 会 超过 75% 。 

下 面 论证 存在 两 垂直 直线 , 把 平面 

上 任 连 通 有 界 区 域 等 分 成 四 块 , 或 是 , 牌 
直 切 两 刀 , 可 把 任意 蛋糕 等 分 成 四 块 。 

在 平面 上 任意 给 定 一 个 区 域 Q, 见 

图 2-68, 在 2 下 方 夯 一 水 平 线 工 , 它 与 

2 无 公共 点 ,把 工 向 上 平移 ,存在 工 ; 的 

一 个 唯一 的 位 置 , 使 得 2 在 Li 的 上 方 

与 下 方 的 部 分 等 积 ; 再 在 Q 的 左 方 夯 一 

条 与 L| 王 直 的 直线 工 ，, 把 工 ; 回 右 方 平 
行 , 则 存在 L 的 唯一 的 位 置 , 使 得 2 在 工 ; 两 人 出 的 部 分 等 积 , 于 是 

0Q1+ f= 03+ 04 (2.11) 

N11+ f= 03+ 0, (2.12) 

其 中 Q1, 0Q22, (023, 024 表示 0 被 Li, Ls 划分 的 四 部 分 的 面积 。 由 

(2.11)、(2.12) 得 Q1 = 023, 02; = (24。 考 虑 差 0Q21 一 02 大 021 一 02, = 
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0, 则 得 Q1 = 22=23=04, 即 蛋糕 被 四 等 分 , 车 021 一 22 天 0, 下 面 指 
出 适当 调整 十 字 染 ( 工 | 与 工 ; 构成 的 王 线 ) 的 位 置 ,可 以 使 得 (2.11)、 
(2.12) 满 足 上 且 O 一 0,=0。 

不 妨 设 0 一 0;>0, 01 是 第 一 象限 的 0 部 分 , 当 十 字 淋 连续 变 
动 位 置 , 在 全 过 程 中 保持 (2.11)、(2.12) 成 立 , 且 最 后 原点 仍 落 在 原 
点 上 , zx 正 半 轴 落 在 原 y 轴 正 半 轴 的 位 置 , 则 2 在 第 一 象限 的 部 分 为 
人 2;, 第 二 象限 的 部 分 为 (023, 而 这 时 0 =03, 故 0 -03<0; 在 十 字 
淋 的 位 置 连续 变化 时 , 0 的 第 一 象限 的 面积 与 第 二 象限 的 面积 差 也 
连续 变化 , 今 此 差 可 取 正 亦 可 取 负 , 所 以 此 差 在 十 字 染 连续 变动 旦 
(2.11)、(2.12) 保 持 时 , 即 第 一 二 象限 之 和 与 第 三 四 象限 之 和 相 
等 ,第 一 、 四 和 象限 之 和 与 第 二 、 三 象限 之 和 相等 时 , 第 一 象限 与 第 二 象 
限 的 2 之 面积 差 可 以 取 到 零 , 这 时 四 个 象限 的 Q 的 面积 相等 , 即 蛋 
糕 被 四 等 分 。 


,外 人 类 首席 数学 家 


作者 认为 欧 几 里 得 是 开天辟地 以 来 ,人 类 首席 数学 家 , 他 虽然 并 
非 最 杰出 的 数学 家 ,但 他 撰写 的 《几何 原本 》 却 是 两 干 多 年 来 人 类 智 
蔓 的 乳 半 , 每 位 科学 家 的 必修 读本 , 欧 几 里 得 称 为 数学 乃至 整个 目 然 
科学 的 奶 娘 是 不 为 过 的 。 

欧 几 里 得 生 于 公元 前 330 年 布 骑 的 亚历山大 城 ( 死 于 公元 前 275 
年 ), 受 教 于 柏拉图 学 派 , 并 在 亚历山大 城 组 建 欧 几 里 得 学 派 。 他 与 
阿 基 米 德 、. 阿 波 罗 尼 奥 斯 是 古 希腊 三 大 数学 领袖 , 他 们 的 成 就 是 古 希 

欧 几 里 得 不 是 欧 几 里 得 几何 的 创始 人 , 他 的 最 大 贡献 是 把 前 人 
的 几何 成 果 整 理 归 纳 , 纳入 了 严密 的 从 公理 公设 出 发 的 逻辑 体系 之 
中 ,写成 一 部 人 类 几何 知识 的 集大成 《几何 原本 》。 可 异 《 几 何 原 本 》 
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的 原作 已 失传 , 现在 各 种 语言 翻译 的 版 本 丝 为 后 人 修订 、 注 释 重新 
编撰 的 , 其 中 公元 四 世纪 赛 癸 (Theon) 的 修订 本 是 《几何 原本 》 的 主 
要 底 本 。《 几 何 原本 ) 是 科学 史上 流传 最 广 . 影 响 最 大 的 著作 , 至今 
世界 各 国 中 学 数学 教学 当中 仍然 在 讲授 《几何 原本 ) 上 的 主要 内 容 。 
《几何 原本 》 早 期 只 有 手 抄本 , 直至 1482 年 才 在 意大利 的 威尼斯 问 
世 了 第 一 部 《几何 原本 》 的 印刷 本 , 至 今 已 有 各 种 文字 的 一 干 多 种 版 
本 的 《几何 原本 》 正 式 出 版 发 行 。 目 前 最 流行 的 是 工 . 工 . Heath 的 英 
译本 《几何 原本 》。 

欧 几 里 得 的 为 人 是 知识 分 子 的 表率 , 他 专心 致 志 , 献身 科学 . 拒 
弧 当 官 ,对 统治 者 从 不 阿 放 奉 承 , 例如 国王 托 勒 密 向 欧 几 里 得 请 教 几 
何 ,这 个 加 笨 的 独裁 者 听 不 懂 严 格 的 证 明 , 责令 欧 几 里 得 把 证 明 讲 得 
通俗 一 些 , 欧 几 里 得 根本 不 把 这 位 伟大 的 领袖 放 在 眼中 , 不 届 一 鼎 地 
对 君王 说 ;“ 几 何 之 中 没有 皇上 走 惯 了 的 那 种 康 庄 大 路 。” 

欧 几 里 得 对 名 利 十 分 厌恶 , 传说 一 位 贵族 公子 来 向 欧 几 里 得 求 
学 ,他 对 欧 几 里 得 说 ,“ 学 会 这 个 定理 ,将 得 到 何 种 奖励 ?" 欧 几 里 得 听 
后 辽 刻 吟 只 一 位 仆人 说 :“ 快 给 他 三 个 钱币 , 让 他 走 人 !” 

了 欧 儿 里 得 开 严 密 逻 辑 证 明之 先河 , 他 示范 了 一 切 数学 命题 之 证 
明 必 须 从 定义 和 公理 出 发 引用 已 有 的 定理 或 公式 , 正确 运用 逻辑 规 
则 来 进行 推理 , 禁止 有 半点 的 含混 和 想当然 。 他 写 的 《几何 原本 》 就 
是 这 种 “数学 美 "与 数学 文化 的 样板 。 事 实 上 , 如 果 不 坚 持 欧 几 里 得 
的 这 种 “数学 规矩 "数学 的 生命 力 就 会 丧失 。 

除了 几何 之 外 , 欧 几 里 得 在 数论 、 光 学 等 多 方面 尚 有 不 俗 的 成 
议 。 例 如 他 是 证 明 素 数 无 穷 的 第 一 人 ; 他 的 著作 颇 丰 , 除 伟大 经 典 
《几何 原本 ) 外 , 还 有 《二 次 曲线 》《 图 形 分 割 》《 曲 面 与 轨迹 》 《 数 
据 》《 辨 伪 术 》《 光 学 》 《镜面 反射 》 《现象 》 等 等 ， 

他 在 证 明 “ 两 圆 面积 比 等 于 两 者 直径 平方 比 ”时 , 首次 使 用 “穷竭 
法 ,是 极限 思想 的 原始 形态 。 他 说 圆 与 边 数 足够 多 的 内 接 正 多 边 形 


TT 111 


TE 
wa 数学 聊 前 


的 面积 差 可 以 小 于 任何 预先 给 定 的 量 ， 这 正 是 近代 微 积分 中 无 穷 小 

欧 几 里 得 的 另 一 个 特点 是 对 数学 的 实际 应 用 并 不 热衷 , 他 的 《外 
何 原 本 》 中 甚至 连 三 角形 的 面积 公式 都 未 列 入 , 大 有 为 “几何 而 几 
何 ”, 对 日 常事 物 超脱 不 顾 的 态度 , 这 就 不 太 好 了 ! 


), 中 人 何 原本 》 内 容 提要 与 点 评 


《几何 原本 》 共 13 卷 , 其 中 的 卷 相 当 于 今日 数学 著作 中 的 章 , 书 
中 共 119 个 定义 ,5 条 公理 ,5 条 公设 , 465 条 命题 ,是 数学 史上 第 一 个 
数学 公理 体系 。 有 的 版 本 设 15 着 ， 但 不 少数 学 家 认为 后 两 卷 非 欧 几 
里 得 所 者 。 

卷 一 是 基本 定义 及 公设 公理 。 

令 23 个 定义 ,5 个 公设 , 5 个 公理 和 48 个 命题 。 

定义 1 点 是 没有 部 分 的 东西 。 

定义 2 线 有 长 度 没有 宽度 。 

定义 3 线 的 两 端 是 点 。 

定义 4 直线 是 这 样 的 线 , 它 关 于 在 其 上 所 有 的 点 的 位 置 是 相等 


定义 5 面 只 有 长 度 和 宽度 。 

定义 6 面 的 边缘 是 线 。 

定义 7 平面 是 这 样 的 面 , 它 关 于 在 其 上 的 所 有 直线 的 位 置 是 相 
等 的 。 

定义 8 平面 角 是 在 一 平面 内 但 不 在 一 直线 上 的 两 条 相交 直线 
的 相互 倾斜 度 。 

定义 9 当 包 含 角 的 线 是 直线 时 , 这 个 角 叫 做 平角 。 

定义 10 当 - 一 条 直线 竖 直 在 另 一 条 直线 上 使 得 相 邻 的 角 役 此 相 
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等 时 , 每 一 个 相等 的 角 是 直角 , 竖立 在 另 一 条 直线 上 的 直线 称 为 牌 直 
于 它 所 竖立 的 直线 。 

定义 11 钝 角 是 大 于 直角 的 角 。 

定义 12 锐角 是 小 于 直角 的 角 。 

定义 13 边界 是 物体 的 尽头 。 

定义 14 图 形 是 被 一 个 或 多 个 边界 包围 的 。 

定义 15 圆 是 由 一 条 曲线 包围 的 图 形 , 从 其 中 一 点 出 发 落 在 曲 
线 上 的 所 有 线段 似 此 相等 。 

定义 16 (定义 15 中 的 ) 那 个 点 叫做 圆心 。 

定义 17 圆 的 直径 是 过 圆心 且 在 两 个 方向 上 止 于 圆周 的 任意 线 
段 ;这 样 的 线段 将 圆 二 等 分 。 

定义 18 ”半圆 是 直径 和 由 和 它 截 得 的 圆周 所 围 成 的 图 形 , 半圆 的 
中 心 与 圆心 相同 。 

定义 19 直线 形 是 由 线段 围 成 的 。 三 边 形 是 由 三 条 线段 围 成 
的 ,四边 形 是 由 四 条 线段 围 成 的 , 多 边 形 是 由 多 于 四 条 线段 围 成 的 。 

定义 20 在 三 边 形 中 ,等 边 三 角形 是 三 条 边 相 等 的 , 等 腰 三 角形 
是 只 有 两 条 边 相 等 的 , 不 等 边 三 角形 是 三 条 边 都 不 相等 的 。 

定义 21 在 三 边 形 中 , 直角 三 角形 有 一 个 直角 , 钝 角 三 角形 有 一 
个 钝 角 , 锐角 三 角形 有 三 个 锐角 。 

定义 22 在 四 边 形 中 , 正方 形 是 各 边 相 等 日 各 角 都 是 直角 的 ;长 
方形 是 角 为 直角 但 边 不 全 相等 者 ; 凌 形 是 边 相 等 但 角 不 都 是 直角 的 ; 
长 禾 形 是 对 边 和 对 角 彼 此 相等 但 也 不 全 相等 且 角 不 是 直角 的 ; 除 这 
些 之 外 的 四 边 形 称 作 不 规则 四 边 形 。 : 

定义 23 平行 百 线 是 在 同一 平面 内 同 两 个 方 加 无 限 延 伸 , 而 在 
两 个 方 癌 上 彼此 不 相交 的 直线 。 

公设 1 假定 从 任意 一 点 到 任意 一 点 可 作 一 条 直线 。 

公设 2 一 条 有 限 直 线 可 以 不 断 延 长 。 
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公设 3 以 任意 中 心 和 直径 可 以 画 圆 。 

公设 4 几 直 角 都 相等 。 

公设 5 若 一 直线 落 在 两 直线 上 所 构成 的 同 旁 内 角 之 和 小 于 两 
直角 ,那么 把 两 直线 无 限 延 长 , 它们 将 在 同 劳 内 角 和 小 于 两 再 角 的 一 
侧 相 交 。 

公理 1 等 于 同 量 的 量 彼此 相等 。 

公理 2 等 量 加 等 量 和 相等 。 

公理 3 等 量 减 等 量 差 相 等 。 

公理 4 彼此 重合 的 图 形 是 全 等 的 。 

公理 5 整体 大 于 部 分 。 

在 第 一 卷 里 , 欧 几 里 得 证 明了 48 个 命题 。 

第 二 卷 是 14 个 代数 恒等式 的 几何 表述 。 例 
如 (a + 65)=a?+2ab + 65 的 几何 表述 如 图 


第 三 卷 是 关于 圆周 、 弦 、 切 线 和 与 融 有 关 的 
角 的 定义 和 命题 , 定义 11 个 ,命题 37 个 。 

第 四 卷 有 16 个 命题 , 讲 圆 的 内 接 与 外 切 多 

图 2-69 边 形 及 正 五 边 形 、 正 六 边 形 与 正 十 边 形 的 做 法 。 

第 五 卷 由 18 个 定义 和 25 个 命题 组 成 , 叙述 与 几何 相关 的 算术 
问题 , 主要 是 与 相似 形 有 关 的 比 与 比例 的 概念 与 性 质 。 

第 六 卷 是 相似 形 的 理论 , 运用 比例 算术 进行 研究 。 本 卷 有 5 个 
定义 和 33 个 命题 。 

第 七 卷 有 23 个 定义 和 39 个 命题 。 

第 八 卷 有 27 个 命题 ,无 定义 。 

第 九 卷 有 36 个 命题 ,无 定义 。 

第 七 . 八 、 九 三 卷 讲 的 是 整数 理论 , 由 于 欧 几 里 得 用 线段 表示 数 ， 
所 以 他 把 这 些 内 上 容 写 入 几何 书 中 .著名 的 定理 质数 无 限 性 就 收入 第 
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九 郑 中 。 

第 十 卷 是 欧 氏 着 作 中 最 难 的 部 分 , 讲述 可 通 约 与 不 可 通 约 的 理 
论 。 讲 出 了 二 次 与 四 次 根 式 , 但 欧 氏 未 发 现 无 理 数 。 这 些 根 式 与 几何 
运算 有 关 。 本 卷 有 4 个 定义 和 115 个 命题 。 

第 十 一 .十 二 .十 三 卷 基 本 上 是 关于 立体 几何 内 容 的 讲述 。 

第 十 一 郑 有 31 个 定义 和 40 个 命题 , 主要 内 容 有 球 、 圆 锥 、 圆 柱 
和 五 个 正 多 面体 ,以 及 空间 的 直线 与 直线 、 平 面 与 平面 、 直 线 怀 平面 
的 位 置 关系 ,还 有 平行 六 面体 的 等 积 问题 。 
第 十 二 卷 由 18 个 命题 组 成 ,讨论 棱柱 与 棱锥 以 及 球体 体积 等 内 
合 。 

第 十 三 疮 由 18 个 命题 组 成 , 主要 讨论 正 多 面体 的 理论 。 

第 十 四 卷 中 有 7 个 命题 , 讲 多 面体 的 性 质 。 

第 十 五 卷 中 有 7 个 命题 , 讲 正 多 面体 内 接 于 另 一 正 多 面体 的 问题 。 

不 少 史学 家 以 为 第 十 四 、 和 十 五 卷 是 亚历山大 城 的 希 伯 西 克 尔 
(Hypsicles) 续 写 的 。 

从 以 上 摘要 让 我 们 突出 地 感到 两 点 :一 是 《几何 原本 》 内 容 丰 宣 ， 
名 副 其 实 的 博大 精深 ; 二 是 整个 著作 充满 着 对 概念 和 巡 辑 的 庄严 退 
求 , 它 成 了 几 千 年 数学 教育 的 最 佳 教材 , 现代 的 中 学 几何 课本 不 过 是 
《几何 原本 》 改 与 成 现代 形式 而 已 ,历史 上 的 大 科学 家 都 是 由 《 儿 何 原 
本 ) 受 到 局 过 教育 而 成 为 科学 大 师 的 , 他 们 之 中 的 代表 人 物 有 哥 日 
尼 、 伯 利 略 、 钾 卡 儿 、 和 牛顿 、 罗 壹 话 夫 、 拉 格 开 日 、 罗 巴 切 夫 斯 基 、 李 

普 诺 夫 、 弛 可 夫 斯 基 等 ;事实 上 ,一 切 伟 大 的 学 者 , 历史 上 的 和 现代 

的 数学 家 , 都 学 习 过 《几何 原本 》。 

由 于 历史 的 局 限 ,和 两 干 多 年 前 数学 科学 的 幼稚 , 姓 庸 讳言 《 几 
何 原本 》 存 在 春 许多 明显 的 缺点 , 虽然 我 们 不 应 苛求 十 人, 但 以 科学 
的 态度 探讨 它 的 短处 , 对 数学 科学 的 进步 只 会 有 好 处 。 

第 一 个 缺陷 是 全 书 从 未 涉及 几何 学 的 应 用 , 甚至 连 画 圆 与 画 直 线 
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的 圆规 和 直 扩 这 些 用 具 也 不 提 及 , 当时 古 各 脂 的 大 多 数 数学 家 有 一 种 
偏见 ,认为 目 由 人 从 事 应 用 和 近似 计算 是 可 耻 的 事 ,真是 已 有 此 理 ! 

第 二 个 缺陷 是 作为 理论 出 发 点 的 基本 概念 ( 即 定 义 ) 不 少 是 表述 
不 清 的 , 而 且 在 全 书 中 亦 未 全 用 到 这 些 定义 ,例如 “点 是 没有 部 分 的 
东西 "是 何 意 ? 定义 4 中 "直线 是 …… 关 于 在 其 上 的 所 有 点 位 置 是 相 
等 的 ”又 是 何 意 呢 ?! 让 人 不 知 所 云 。 

第 三 个 缺陷 是 4 几何 原本 》 中 没有 关于 位 置 的 公理 ,所 以 说 不 严 
格 什么 是 “在 …… 内 部 ”,“ 在 …… 中 间 ”,“ 在 …… 外 部 ”, 涉及 这 些 概 
念 时 , 只 能 诉 诸 直 观 来 表述 与 推理 。 

第 四 个 缺陷 是 《几何 原本 /中 没有 连续 性 公理 , 于 是 像 以 线段 AB 
为 半径 ,以 A,B 为 圆心 的 两 个 圆 为 什么 一 定 有 公共 点 就 不 能 从 理论 
上 讲 清楚 了 

第 五 个 缺陷 是 关于 平行 线 的 第 五 公设 的 正确 性 是 不 明显 的 ,无 
不 证 日 明 性 。 


,从 黄金 矩形 系列 


设 一 矩形 的 长 为 a, 宽 为 5, 则 当 ac,2 满足 
b*=a(a—b) (2.13) 
时 , 此 和 窍 形 称 为 黄金 矩形 , 这 种 矩形 的 长 宽 比 例 协调 , 使 得 它 的 形象 
显得 十 分 得 当 , 不 胖 不 瘦 , 美观 匀称 , 见 图 2-70。OABC 是 一 个 黄金 
矩形 , 从 上 面 切 去 一 个 正方 形 OA1B1C, 剩 下 的 矩形 为 A1ABBi, 其 
宽 为 A4A;=a 一 5, 长 为 5, 由 (2.13) 得 
(a~b) =a’—-2ab+6b*=(a*—-ab)—-ab+b’ 
=b*—ab+6b’=26*~ab=6b(2b—a) 
=b[6~(a—-b)) 
即 A1ABBj 仍 为 黄金 矩形 , 名 见 . 
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黄金 矩形 上 前 一刀 剪 掉 一 个 正方 形 , 得 到 的 矩形 仍 为 黄金 矩形 ， 

如 此 逐次 前 掉 正方 形 , 会 得 到 面积 单调 减少 的 一 个 黄金 矩形 的 无 穷 
序列 

S1, 92，p Dn (2.14) 
由 (2.14) 式 得 

b*+ab—-a’=0 

b= ( -a 土 V5a )( 土 号 取 十 号) 

b= 5 1)a (2.15) 
即 第 二 代 黄 金 矩 形 的 长 是 上 一 代 黄金 矩 形 长 的 > W5 - 1) 倍 ， 
0< 才 W5-1)<1le。 记 广 W5- 1)= 9, 则 黄金 矩形 序列 的 长 组 成 的 序 
列 为 


a, ga, go20 gr 
矩形 之 长 趋 于 零 , 从 而 矩形 之 宽 趋 于 零 , S, 的 面积 趋 于 零 , 厂 在 图 
2-70 中 切割 黄金 矩形 时 , 按 “ 丢 左 ” 一 一 "于 上 ”一 一 “于 三" 一 一 "到 
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下 "周期 性 地 进行 ,最 后 趋 于 一 点 0“。 
下 面 确定 O 点 的 坐标 (zo, yo) 


9 一 -cd 
4 
一 4 


其 中 ad 征 第 一 次 丢掉 的 正方 形 边 长 , ag” 是 第 五 次 丢掉 的 正方 形 的 
边 长 ,等 等 。 


Xxo=ag+ag "+ag 


Cg 
1— oa’ 
其 中 ao 是 第 四 次 丢掉 的 正方 形 边 长 。ac8 是 第 八 次 丢掉 的 正方 形 
边 长 , 等 等 。 
于 征 得 知 窍 形 序列 (2.14) 趋 于 点 O 〇 1 a)， 
考虑 直线 AC 与 A1B, 其 方程 分 别 为 


y0=ag’ + ag +*= 


XTX—a 0 
4 -2 (2.16) 
xT-b Vy-—0 
pp-0 (2.17) 


O 氮 恰 为 百 线 (2.16) 污 (2.17) 的 交点 。 

在 图 2-70 上 看 , 点 O 是 按 顺 时 针 方 向 螺旋 式 地 削 去 各 代 黄 金 
息 形 上 的 一 问 之 正方 形 的 极限 点 ,有 趣 的 是 把 这 一 极限 过 程 反 过 来 ， 
则 为 从 O 点 按 逆 时 针 方 向 逐步 培育 出 越 来 越 大 的 黄金 矩形 , 且 随 着 
这 一 逆 时 针 过 程 的 无 限 推进 , 黄金 矩形 会 无 限 膨 胀 。 我 们 似乎 感悟 
到 O 总 似 一 种 遗传 物质 党 衍 着 可 爱 的 生物 体 。 


/, 凡 反 岂 立 方 休 


有 一 玻璃 制 成 的 立方 体 ,如果 用 橡皮 筋 来 捆绑 , 若 把 橡皮 筋 套 在 
一 个 顶点 近 劳 ,使 此 橡皮 筋 成 一 个 三 角形 , 见 图 2-71, A 顶点 近 旁 的 
二 角形 橡皮 筋 构成 人 EFG, 只 要 一 松手 , 则 入 ERFG 会 向 A 方向 滑 过 
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去 而 脱落 。 而 与 此 立方 体 底面 垂直 的 平面 截 得 的 正方 形 MNPQ 五 
是 一 橡皮 筋 , 将 它 夺 成 不 与 底面 垂直 , 它 仍 然 会 凭 它 的 “收缩 成 面积 
最 小 的 特性 ”而 恢复 成 一 个 与 底面 垂直 的 正方 形 , 可 见 与 底面 王 直 的 
正方 形 MNPQ 是 稳定 的 捆绑 。 

上 述 这 种 垂直 于 底面 的 正方 形 橡皮 筋 共 三 族 , 每 个 面 上 有 两 族 
中 的 橡皮 筋 垂直 地 分 布 , 立方 体 表面 每 个 点 上 通过 两 条 稳定 (最 牢 
靠 ) 捆 绑 的 橡皮 筋 。 除 此 之 外 , 是 否 还 可 能 有 牢靠 捆绑 的 橡 育 筋 吃 ? 
有 。 

设立 方 体 楼 长 为 1, 考虑 立方 体 表面 上 的 六 边 形 NOPKLM, 如 图 
2-72, 这 个 六 边 形 的 六 边 分 别 在 立方 体 的 六 个 面 上 , 设 过 两 后 上 平行 的 
对 角 线 的 平面 与 NM, PK 分 别 交 于 A, C 两 点 ,连接 AC, 连接 DE 与 
GF 中 点 O10,, AC 与 010; 交 于 B 点 。 设 一 CBO; = au, 石 NOPKTM 
是 稳定 的 捆绑 , 则 它 的 各 边 与 所 在 的 面 上 的 一 条 对 角 线 平行 。 于 是 


C M B 


PK =/2 — 2BO,tga 
KL = BO, vy 1+2tg’a = OP 
MN =v2 —2BOitga 


LM = BO; v1+2tga = ON 
六 边 形 NOPKLM 的 周 长 为 
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F(a)=2V2—2tga +2 V1+2tea 


当 tga= 痉 时, F(a) 最 小 ,这 时 a 怡 为 人 CBOs, 可 见 有 四 族 捆绑 的 
六 边 形 , 每 族 六 边 形 所 在 的 平面 互相 平行 , 且 与 立方 体 的 一 个 侧面 的 
对 角 线 平行 ,这 四 族 捆绑 线 使 得 立方 体 侧面 每 一 点 上 恰 有 两 条 直线 
自 通 过 , 与 前 面 的 三 族 捆绑 线 合 起 来 , 共有 七 族 捆绑 线 , 立方 体 侧面 
上 每 一 点 都 有 四 条 捆绑 线 通 过 , 即 立 方 体 表面 上 编织 了 四 层 捆绑 线 。 
如 果 欲 把 棉纱 绕 在 一 个 立方 体 上 且 不 
致使 棉纱 松 脱 , 则 应 垂直 于 立方 体 的 棱 纺 


A 
| 绕 或 如 图 2-73 所 示 缠 在 以 D 为 顶 的 三 楼 
锥 D 一 ABC 以 外 的 表面 上 , 每 圈 线 与 
个 ABC 的 平面 平行 ; 共 七 种 方式 ;用 垂直 于 
楼 的 方式 (三 种 ) 缠 了 两 层 之 后 改 用 平行 
C 全 4BC 等 三 角形 的 方式 (四 种 ) 再 缠 两 层 ， 


图 2-73 以 后 重复 地 (周期 性 ) 进 行 , 缠绕 成 一 个 十 
分 别致 而 结实 的 线 团 。 


,起 立方 装 箱 与 正方 装 箱 问题 


对 于 每 个 长 方形 箱子 , 问 能 否 用 有 限 个 体积 两 两 不 等 的 立方 块 
产 满 此 箱子 ? 

这 个 问题 的 回答 是 否定 的 , 即 不 管用 什么 样 的 有 限 个 两 两 体积 
相 异 的 小 立方 体 装 填 此 箱 , 总 会 有 空 陈 。 

事实 上 , 考 能 用 这 种 有 限 个 小 立方 体 装 满 此 箱 , 则 箱底 那 一 层 小 
立方 块 中 的 最 小 者 不 会 靠 着 箱子 的 侧面 , 见 图 2-74, 图 2-75; 若 最 小 
立方 块 A 菲 着 箱子 的 侧面 , 则 其 外 侧 的 B 处 必然 要 用 比 A 小 的 立方 
块 来 装填 , 这 与 A 是 底层 中 的 最 小 立方 块 矛盾 。 于 是 第 一 层 小 立方 
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体 中 最 小 立方 体 A 的 上 方形 成 一 个 上 四 洞 , 压 在 A 的 项 上 的 那些 小 立 
方 体 中 的 最 小 背 必 不 与 止 洞 侧 边 接触 。 于 是 出 现在 四 洞 的 中 间 部 位 
必 有 一 个 比 A 更 小 的 立方 体 B, 在 了 的 上 方形 成 止 洞 , 依 此 递 推 ,会 
出 现 一 串 无 穷 个 越 来 越 小 的 立方 体 装 在 箱 内 , 与 装 入 的 立方 体 有 限 
矛盾 。 至 此 知 用 有 限 个 相 异 的 小 立方 体 来 装 长 方 箱子 是 装 不 满 的 ， 
不 管 这 只 箱子 的 长 、 宽 、 高 是 多 少 。 


图 2-74 图 2-75 

但 对 于 二 维 情形 , 答案 可 以 是 肯定 的 。 相 应 的 , 问题 变 成 :把 给 
定 窍 形 划分 成 春 干 两 两 不 相等 的 正方 形 。 

1936 年 ,剑桥 大 学 的 布鲁克 斯 (Brooks)、 史 密斯 (Smith)、 斯 通 
(Stone) 和 和 培 特 (Tutte) 给 出 下 面 两 种 实例 ,把 33 x 32 的 矩形 和 177 x 
176 的 矩形 划 成 寿 干 两 两 不 等 的 正方 形 , 见 图 2-76, 图 2-77, 正方 形 
内 号 的 是 其 边 长 。 
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如 果 欲 划分 一 个 正方 形成 若干 不 等 的 小 正方 形 , 问题 更 困难 一 
些 。 英 国 数学 家 威 尔 科 克 斯 (Willeocks) 发 现 了 把 17$x 175 的 正方 形 
划分 成 24 个 相 异 的 小 正方 形 的 结果 , 见 图 2-78。 

1964 年 , 滑铁卢 大 学 的 威尔逊 (Wilson) 博 士 ( 搭 特 的 学 生 ) 用 计 
算 机 找到 了 把 503x 503 的 正方 形 划分 成 25 个 两 两 互 异 的 小 正方 形 
的 结果 , 见 图 2-79。 


和 


用 计算 机 已 经 证 实 不 可 能 把 任何 正方 形 划分 成 少 于 20 个 不 同 
的 小 正方 形 , 且 这 些小 正方 形 中 无 排列 组 合成 矩形 的 现象 。 

但 对 任意 给 定 的 正方 形 或 矩形 , 把 它 划分 成 个 数 最 少 的 不 同 的 
正方 形 , 仍然 是 数学 上 有 行进 一 步 研 完 的 诛 题 。 


,7 巧 测 砖 块 对 角 线 


工人 师傅 欲 知 砖头 的 对 角 线 之 长 ,根据 勾 股 定理 ， 
可 以 测 出 砖 的 长 、 宽 、 癌 :， Yy， z, 由 计算 Xx“ 十 yy 十 z“。 这 种 办 法 往 
往 受到 工人 师傅 的 训 笑 , 因为 它 需 要 测量 三 次 , 而 且 还 要 计算 乘 方 己 
开 方 ,工地 上 如 果 没 有 计算 器 呢 ?!1 这 个 办 法 真 的 太 御 。 其 实 有 两 个 
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不 用 计算 , 只 需 用 尺子 一 量 便 知 的 妙法 。 

Q@ 把 一 块 砖 平 放 ,把 男 两 块 砖 靠 紧 竖 放 在 这 块 砖 上 面 , 使 它们 侄 
成 五 个 竖 直 侧面 如 图 2-80, 把 顶部 画 了 阴影 的 那 块 砖 拿 走 , 用 刻度 尺 
测量 垫底 的 那 块 砖 的 顶点 A 与 尚 压 在 其 上 的 那 块 砖 的 顶点 B 之 间 
的 距离 即 得 砖 的 对 角 线 之 长 度 。 

@ 把 砖 竖 放 于 地 面 , 在 一 木 尺 上 , 从 端点 起 记 两 个 记号 (点 ), 使 
得 此 两 个 点 划分 的 线段 与 苇 的 顶部 定形 对 角 线 等 长 ;如 图 2-81。 把 
木 斥 的 边缘 通过 砖 顶 对 角 线 , 且 尺 的 端点 落 在 砖 的 项 点, 用 另 一 尺子 
测量 AB 的 距离 即 得 砖 的 对 角 线 之 长 。 


图 2-80 图 2-81 


事实 上 , 由 于 ACDE 是 矩形 ,所 以 AE LCD。 又 CD = CB, 则 
CB .LAE, ABCE 是 平行 四 边 形 , 所 以 AB = EC, EC 是 砖 的 对 角 线 。 


,0 糕 所 售货员 的 打包 技术 


顾客 买 了 一 使 点 心 ,要求 售 货 员 把 长 方 体 点 心 盒 用 尼龙 绳 捆 紧 ， 
以 便 提 携 。 售 货 员 至 少 有 两 种 捆绑 方式 。 

中 正 交 十 字 法 ,如 图 2-82。O1, 0; 是 长 方 体 上 下 底 对 角 线 的 区 
点 , 十字架 形 尼 龙 绳 在 O1 与 0,, 两 点 打 了 死结 , 两 个 短 形 强 套 相互 
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王 直 地 捆 紧 点 心 盒 之 后 , O1, O; 点 以 及 
两 矩形 都 已 固定 , 它们 的 任何 移动 都 会 
使 捆绑 的 绳子 变 长 , 而 尼龙 绳 是 不 易 拉 
长 的 ,所 以 这 种 包扎 十 分 牢固 。 

四 上 下 压 角 法 如 图 2 - 83。 
ABCDEFGH 是 捆扎 的 尼龙 绳 形成 的 空 
间 八 边 形 , EF 与 AB 两 线段 向 下 压 角 ， 
CD 与 GH 向 上 压 角 , 和 欲 使 捆扎 最 又 , 必 
须 使 上 述 空间 八 边 形 之 周 长 最 短 ,下面 从 展开 图 上 来 讨论 , 见 图 
2-84。 在 展开 图 上 , ABCDEFGHA 应 在 一 条 直线 上 才能 使 所 用 尼龙 
绳 最 少 , 这 条 直线 段 “A…A" 的 极限 位 置 是 A…A, 且 A…A/A 
…A”, 设 xz, y,z 是 盒子 的 长 、 宽 、 高 , zxz<z,z<y， 则 人 A MA” 是 直 
角 三 角形 , A“M=2(x + xz), A'M=2(y+z), 于 是 捆扎 的 总 长 为 


4 -4 A 


图 2-82 


L=2y(xrti+z)+(y+xz) 
L 是 最 短 (最 紧 ) 的 捆扎 用 强 。A…A 捆扎 线 与 盒子 楼 的 来 角 之 正切 


、 十 xx 十 
为 ~ 一 和 -一 。 
y+ XX 十 多 
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这 种 最 优 捆 扎 方 式 , 其 捆 绳 不 但 可 以 沿 着 目 己 的 走向 究 动 , 而且 
可 以 在 盒 表 面 平行 移动 。 当 然 平行 移动 时 应 该 压 住 上 下 底面 的 角 ， 
平行 移动 时 ,绳子 总 长 不 会 变化 。 
: 在 正 交 十 字 质 扎 中 , 用 强 2z + 2y + 4z, 而 2zx +2y+4z> 
2 V(xz+z)*+(y+z)*, 即 上 下 压 角 法 不 仅 式 样 新 毅 , 而 且 用 绳 较 
少 , 两 种 方式 都 是 牢靠 的 。 


,| 三 角形 的 内 角 和 究竟 多 少 度 


1809 年 , 俄国 数学 家 尼 古 拉 … 伊 岂 话 维 奇 ' 罗 巴 切 夫 斯 基 
(H. 了 .Jlocaresckmih, 1792 一 185S6) 在 他 的 名 著 《 几 何 学 ?中 证 明了 一 系列 
重要 定理 , 在 证 明 这 些 定理 时 , 他 没有 用 到 欧 几 里 得 几何 的 第 五 公设 
(又 名 平行 线 公理 )。 而 这 些 思想 , 他 早 在 1826 年 就 在 喀 山 大 学 数学 物 
理 系 报告 过 , 罗氏 的 一 个 惊天 动 地 的 公理 是 : 

内 和 角 和 小 于 x 的 三 角形 存在 ! 

命题 1 三 角形 的 内 角 和 不 超过 两 个 直角。 

事实 上 , 奋 和 人 ABC 的 内 角 和 等 于 x + a, a >0, 下面 用 反 证 法 找 
政 盾 。 讽 BC 是 最 短 边 , D 是 BC 中 点 , 作 射 线 AD, 在 全 ABC 外 取 射 
线 AD 上 线段 DE = AD, 连接 EC, 见 图 2-85。 公 ABD 纪 人 CDE, 于 
是 人 ABD = 人 DCE, 人 BAD= 人 DEC, 礁 信 ACE 之 内 角 和 亦 为 x 二 
a, 且 BAC= 人 EAC + 人 AEC, 由 抽 居 原理 , 人 EAC 与 人 AEC 中 ， 
至 少 一 个 不 大 于 人生 ABC 中 最 小 角 人 BAC 之 半 , 另 一 个 也 小 于 
了 BAC。 如 此 继续 取 公 AEC 最 短 边 中 点 , 作 一 个 与 AAAEC 性 质 一 臻 
的 三 角形 , 它 的 内 角 和 为 x + a, 有 两 个 角 都 小 于 全 AEC 的 最 小 角 ， 
且 其 中 人 至少 一 个 角 小 于 全 AEC 最 小 角 之 半 。 可 见 ,在 这 种 造 新 三 角 
形 的 过 程 中 , 会 出 现 一 个 三 角形 , 内 角 和 为 x+ a, 其 中 一 内 角 不 大 于 
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元 ， 另 两 个 内 角 都 小 于 方 a， 于 是 其 内 角 和 小 于 x + a, 牙 盾 。 
命题 2” 知 存在 一 个 内 角 和 为 x 的 三 角形 , 则 一 切 三 角形 内 角 
和 和 缘 为 r。 


B 
b E 
ps wd 
4 4 
C C 六 了 


图 2-85 图 2-86 

假设 入 ABC 的 内 角 和 为 x, 则 公 ABC 中 至 少 有 两 个 锐角 , 设 
LA 与 LC 是 锐角 ,从 B 点 向 AC 作 高 BD, 在 直角 和 公 ABD 与 
入 BCD 中 ,内 角 和 和 守 为 ,不然 , 由 于 这 两 个 三 角形 的 内 角 总 和 为 
2r, 则 会 出 现 一 个 三 角形 的 内 角 和 大 于 x 的 现象 ,与 命 题 1 相 违 , 至 
此 得 到 一 个 内 和 角 和 为 r 的 直角 三 角形 和 全 BAD, 见 图 2-86, BD = p， 
DA = gq。 以 AB 为 公共 边 , 画 出 两 个 全 等 三 角形 全 BAD 和 和 人 BAD”， 
见 图 2-87, “1+ 了 2= 90", 即 四 边 形 BDAD“ 中 , 对 边 相 等 , 对 角 客 直 
角 。 用 四 边 形 BDAD' 为 基本 原料 , 铺 成 n 层 m 列 的 大 四 边 形 
BMNQ, 如 图 2-88, 连接 MQ, 则 入 BMQS 和 全 MQN。 于 是 了 3 = 一 4， 
AS$= /6, XL/A3+ LA5= /4+LA6=90, 故 人 3+ A4+ 人 5+ 人 人 6= 
180", 由 命题 1, “4+ SS$ 委 90", “3 + 了 6 才 90", 两 式 中 的 不 等 号 丝 不 
能 成 立 , 于 是 全 BMQ 的 内 角 和 为 180", 即 当 一 个 三 角形 内 角 和 为 
180" 时 , 可 以 找到 一 个 直角 边 的 长 分 别 为 ap 与 mq 的 直角 三 角形 ， 
其 内 角 和 为 180", 其 中 m,n 是 任意 正 整数 。 

下 面 再 证 明 , 若 存 在 一 个 三 角形 ,内 角 和 为 180", 则 每 个 直角 三 
角形 , 其 内 角 和 和 180"。 

事实 上 , 对 于 任 取 的 一 个 直角 三 角形 和 人 ABC , 当 m,n 足够 大 
时 , 可 以 把 全 ABC 与 人 BMGQ 的 直角 重合 如 图 2-89, 使 A 落 在 BQ 
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B g D 
D p 
D A 
图 2-87 图 2-88 


内 , C' 落 在 BM 内 ,连接 AM, 直角 三 角形 人 A MB 内 角 和 为 180*。 事 
实 上 ,由 于 人 BQM+ 人 AMQ+ 人 AMB=90", BAM+ 人 MA’Q= 
180", 硅 人 BAM + 人 AMB<90", 则 
/BQM+ /LAMQ+ /MAQS180 

内 和信 A‘QM 的 内 角 和 大 于 180", 由 命题 1, 这 是 不 可 能 的 , 所 以 
了 人 BAM+ 人 人 A ‘MB 之 90", 进 而 人 A MB 的 内 角 和 实 180", 由 命题 1， 
只 能 是 等 号 成 立 , 即 直 角 三 角形 人 A MB 的 内 和 角 和 为 180"; 同 理 ， 
全 ABC 的 内 角 和 也 是 180”。 

考虑 任 一 三 角形 人 A’B'C”, 设 人 C 是 最 大 的 内 角 , 做 高 CD”, 见 
图 2-90, 由 上 述 论述 , 当 公 ABC 的 内 和 角 和 为 180° 时 , 人 A’CD” 与 


B=B A CC 
人 
AN 
Ny 4 DD’ 万 7 


图 2-89 图 2-90 
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ABCD 的 内 角 和 和 皆 180", 即 一 CADI + 人 ACD +ACDTDAT+ 
/CDB’+/ADCB + 一 CEBTD =360" ,而 ATDTC +CDB = 
180", 所 以 和 ABC 的 内 角 和 是 180"。 
从 命题 1,2 知 下 面 两 个 结论 成 立 : 

命题 3 只 有 两 种 假定 是 可 能 的 ;或 者 所 有 的 三 角形 内 角 和 和 阁 为 
r, 或 者 所 有 的 三 角形 内 角 和 都 小 于 r。 

命题 4 如 果 所 有 的 三 角形 内 角 和 都 相等 , 则 它们 的 内 角 和 都 是 x。 

事实 上 , 若 所 有 三 角形 的 内 角 和 为 p, 在 任意 取 定 的 三 角形 
入 ABC 中 ,DD 是 AC 边 上 一 点 ,连接 BD, 如 图 2-91, 则 


图 2-91 

p=ath+y 

p=at+pPitol 

p=7+02+p2 

2p =at+ (Pit+B2)t+y+(O1+ 02) 
=a+B+y+x 
从 而 e=r。 
命题 5 若 所 有 的 三 角形 内 和 角 和 小 于 x, 那么 在 所 有 三 角形 中 ， 

其 内 角 和 不 统一 。 


命题 6 若 A 是 直线 a 外 一 点 ,过 A 存在 唯一 的 一 条 与 a 平行 
的 直线 的 充分 必要 条 件 是 任何 三 角形 内 角 和 为 r。 
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事实 上 , 在 中 学 平面 几何 当中 ， 
按 欧 几 里 得 的 五 条 公设 已 证 明 出 上 
述 的 必要 性 。 下 证 充分 性 , 即 若 任 三 
角形 内 角 和 为 x, 则 过 A 只 有 一 条 
与 a 平行 的 直线 。 作 AB | a, AD | 
AB, 见 图 2-92。 则 AD // a。 车 直线 


AC/ a, 设 人 BAC = 7 8, 在 直线 
a 上 取 一 点 B 使 得 ABB=a<e, 征 使 B' 与 人 BAC 在 AB 的 同一 
侧 。 由 已 知 , 全 ABB “的 内 和 角 和 为 x, 于 是 


LBAB’= > -a>/ACAB=7 -e 


即 直线 AC 过 个 ABB’ 内 部 , 与 BB 交 于 一 点 , 即 AC 与 a 相交 ,与 
AC/ a 矛盾 。 

命题 7 三 角形 内 角 和 小 于 x 的 充分 必要 条 件 是 过 直线 a 外 一 
点 A 可 以 引 至 少 两 条 与 a 平行 的 直线 。 

通过 上 述 分 析 , 我 们 看 到 ,一旦 存在 一 个 三 角形 , 它 的 内 角 和 小 
于 zx, 则 过 直线 外 一 点 可 引 不 止 一 条 直线 与 原来 那 条 直线 平行 , 这 当 
然 与 我 们 已 经 笃信 无 疑 的 一 般 平面 几何 理论 相对 立 。 难道 可 以 允许 
谈 三 角形 内 和 角 和 小 于 x 吗 ? 人 允许 。 


图 2-92 


全 多 已 切 夫 斯 基 的 想像 几何 学 


1840 年 , 罗 书 切 夫 斯 基 在 他 的 名 著 《 平 行 线 理论 的 几何 研究 》 中 
说 :三 角形 内 角 和 小 于 x 是 允许 的 , 由 于 由 它 推导 出 的 结果 当中 不 
存在 矛盾 , 它 可 以 作为 一 种 新 几何 的 理论 基础 , 我 把 这 个 新 几何 学 称 
为 想像 几何 学 '。” 罗 巴 切 夫 斯 基 的 这 种 观点 和 言论 , 对 于 两 千 多 年 
来 人 们 坚信 欧 几 里 得 4 几何 原本 》 的 几何 学 原则 是 现实 空间 的 唯一 正 
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确 的 描述 , 这 种 似乎 是 天 经 地 义 的 理论 是 一 种 背叛 ,挑战 和 革命 ;大 
数学 家 高 斯 \ 鲍 耶 等 也 与 罗 巴 切 夫 斯 基 几 乎 同时 发 现 了 有 悖 于 欧 几 
里 得 第 五 公设 的 新 几何 , 只 是 由 于 高 斯 胆 小 怕 事 、 明 哲 保 身 而 不 能 如 
罗 巴 切 夫 斯 基 那 样 公开 打出 反 旗 。 这 种 新 几何 学 的 诞生 源 于 众多 数 
学 家 对 欧 几 里 得 第 五 公设 证 明 的 失败 。 

欧 氏 第 五 公设 的 文字 表述 和 内 容 都 显得 复杂 和 不 易 接受 , 不 像 
其 他 的 公理 (公设 ) 那 样 自明 而 易于 理解 。 自 古 以 来 就 有 不 少 学 者 怀 
疑 第 五 公设 是 否 是 多 余 的 , 它 能 否 由 其 他 公设 、 公 理 逻 辑 地 推导 出 
来 ”人 们 付出 了 大 量 的 精力 去 证 明 它 , 在 欧 氏 抛 出 第 五 公设 后 的 两 
千年 间 , 很 难 举 出 有 哪 一 位 大 数学 家 没有 试 证 过 第 五 公设 。 为 什么 
这 么 多 大 数学 家 谁 也 证 明 不 了 第 五 公设 呢 ? 罗 巴 切 夫 斯 基 领 悟 到 ， 
第 五 公设 本 来 就 是 独立 于 其 他 公理 公设 之 外 的 一 条 公理 , 是 只 能 接 
受 而 无 需 也 不 可 能 证 明 的 真理 ; 另外 , 既然 我 们 可 以 承认 这 条 并 无 自 
明 性 的 命题 为 公理 , 为 什么 它 的 反面 , 即 第 五 公设 不 成 立 的 时 候 , 不 
可 以 建立 一 种 新 几何 呢 ? 于 是 罗氏 大 胆 地 从 几何 中 删 去 第 五 公设 ， 
用 “存在 内 角 和 小 于 x 的 三 角形 "来 替代 它 , 建立 了 他 称 之 为 想像 几 
何 学 的 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 。 罗氏 之 所 以 称 自己 的 新 几何 学 是 想像 的 
几何 学 ,是 因为 在 这 种 几何 当中 , 推导 出 种 种 与 人 们 的 世俗 观念 和 直 
观感 觉 相反 的 定理 , 在 19 世纪 和 20 世纪 初 , 人 们 还 认为 那些 结果 是 
不 能 采用 只 是 可 以 自圆其说 的 一 种 逻辑 结构 而 已 , 但 现代 物理 学 的 
研究 表明 , 罗氏 的 想像 几何 学 中 的 “想像 "在 物理 现实 中 确 有 其 事 ,都 
是 真 的 。 通 过 非 欧 几何 的 建立 过 程 中 的 是 非 演变 , 使 得 现代 科学 工 
作者 变 得 聪明 了 , 大 家 的 共识 是 , 对 于 科学 当中 的 不 同 的 言论 应 持 慎 
重 的 态度 , 用 已 知 的 知识 系统 去 禁止 新 观点 新 技术 的 探索 是 一 种 反 
科学 的 态度 。 

为 了 讨论 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 基本 事实 , 我 们 首先 讨论 欧 几 里 
得 第 五 公设 的 充分 必要 条 件 。 
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命题 1 第 五 公设 成 立 的 充 要 条 件 是 过 直线 外 一 点 存在 唯一 的 
与 该 直线 平行 的 直线 。 

事实 上 , 设 直线 6 是 过 直线 a 外 一 点 A 的 与 a 平行 的 唯一 直线 ， 
在 a 直线 上 取 一 点 B， 则 直线 AB 与 直线 4a ,5 构成 的 内 错 角 相等 , 这 
时 大 直线 c 与 AB 构成 8 角 , 且 a + 8<x 时 ,如 图 2-93 所 示 , 则 与 a 
个 天 同一 条 直线 , 由 于 过 A 点 与 a 平行 的 直线 只 有 4 直线 , 所 以 。 与 
a 不 平行 ,相交 于 AB 右 侧 , 即 第 五 公设 成 立 ;必要 性 亦 易 证 明 。 

命题 2 第 五 公设 成 立 的 充分 必要 条 件 是 三 角形 内 角 和 为 rr. 

由 命题 1 及 2.27 节 的 命题 6, 命题 2 的 成 立 是 显然 的 。 

命题 3 第 五 公设 成 立 的 充分 必要 条 件 是 同一 直线 的 垂 线 与 斜 


线 相交 。 
命题 4 第 五 公设 成 立 的 充分 必要 条 件 是 存在 两 个 相似 而 不 全 
等 的 三 角形 。 


命题 4 的 必要 性 平面 几何 中 已 有 证 明 。 

下 面 证 明 命 古 4 中 的 充分 性 , 即 假如 有 两 个 不 全 等 的 相似 三 角形 
则 第 五 公设 成 立 。 设 入 ABCoAAB'C 但 AAABC 与 AB'C 不 全 
守 , 设 A= 人 A', 人 B= 人 LB ,LC=LC,AB>AB'; 在 人 ABC 的 两 
这 AB 与 AC 上 分 别 取 AD = AB’, AE = 4AC 如 图 2-94。 


图 2-93 图 2-94 


由 于 AD= AB'<AB, 所 以 了 D 点 落 在 A 与 B 之 间 。E 点 不 写 C 
点 重合 , 不然 与 C= 人 C 相 违 , 同 理 EE 点 也 不 能 落 在 AC 的 外 边 , 
点 落 在 A 与 C 之 间 。 这 时 四 边 形 BCED 的 内 角 和 为 2x, 故 全 BDC 与 
和信 DCE 的 内 角 和 和 莹 为 x, 这 是 因为 三 角形 内 角 和 不 能 大 于 r。 而 三 角 
形 内 和 角 和 为 x 的 充 要 条 件 是 第 五 公设 成 立 。 

命题 5 第 五 公设 成 立 的 充 要 条 件 是 任 一 三 角形 存在 外 搁 圆 。 

必要 性 已 在 中 学 几何 课 中 证 明 。 下 证 充分 性 , 即 任 一 三 角形 有 
外 接 圆 , 则 第 五 公设 成 立 。 由 命题 3， 
只 欠 证 明 , 任 一 三 角形 有 外 接 圆 , 则 
直线 AB 的 垂 线 与 斜 线 相交 , 议 过 如 
的 直线 BC | AB, 而 AD 是 AB 的 笠 
线 , 如 图 2-9$。M 是 线段 AB 上 任 一 
点 , 设 工 , N 分 别 是 M 点 关于 AD 与 
BC 的 对 称 点 , ML | AD, 而 ML 对 
于 直线 MA 是 倾斜 的 ,所 以 直线 ML 
与 MA 是 不 同 的 两 条 直线 ,于 是 L, M, N 不 在 同一 直线 上 , 又 直线 
AD 是 与 人 LMN 的 顶点 M 与 工 等 距 的 点 之 轨迹 , 所 以 这 个 三 角形 
的 外 接 圆 圆心 在 AD 上 , 又 直线 BC 是 与 人 LMN 的 顶点 M 与 N 等 
距 的 点 之 轨迹 , 所 以 全 LMN 的 外 接 圆 圆心 在 BC 上 , 可 见 BC 与 AD 
相交 , 即 直线 AB 的 垂 线 与 斜 线 相交 。 

命题 6 “第 五 公设 成 立 的 充 要 条 件 是 与 已 知 直线 等 距 且 在 该 且 
线 同 侧 的 三 点 在 同一 直线 上 。 

以 要 性 已 经 在 中 学 平面 几何 中 证 明 , 下 证 充分 性 。 设 A, B,C 二 
点 在 直线 a 同 侧 , 且 到 a 等 距 , 岂 AA] = BB] = CD 其 中 AAl | a， 
BB, | a, CC | a, Ai, Bl, Ci 是 垂 足 , 见 图 2-96。 于 征 信 AIBBI 安 
人 AiABi, A1B= BiA, 又 AA1= BBi, 故人 A1AB 宇 人 Bi1AB,a= 81; 同 
理 a=7,pB=Y， 进而 B1 = B= 90， 由 四 边 形 A1B1BA 中 四 个 内 和 角 团 


图 2-95 
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直角 , 由 三 角形 全 等 可 以 得 到 1= A2= 人 3= /4, 人 5= /6= 人 人 7= 
8 ,而 A1+ 2+3+4 和 关 AS+ 6+A7+8=2r, 克 图 2-97, 于 
是 1+ 4+7+=m 即 人 AAIBI 的 内 角 和 为 x, 故 第 五 公议 成 
Yo 


图 2-96 图 2-97 


命题 7 第 五 公设 成 立 的 充分 必要 条 件 是 角度 数 在 大 于 0 小 于 x 
之 间 的 任 一 角 内 部 的 任 一 点 可 以 引 一 直线 , 使 此 直线 与 该 角 的 两 边 
相交 。 

作 任 一 角 一 4AOB 的 角 平 分 线 OC, 了 AOB< x, 设 P 是 AOB 
内 任 一 点 ,过 PP 作 OC 的 垂 线 PQ, 见 图 2-98, PQ 是 OC 的 王 线 ,而 
OA 是 OC 的 斜 线 , 由 命题 3, 当 第 五 公设 成 立时 , PQ 与 OA 相交 ; 同 
理 PQ 与 OB 相交 。 

下 面 证 明 充 分 性 。 设 过 一 AOB 内 任 一 点 P 可 以 引出 一 条 与 此 
角 两 边 相 交 的 直线 , 但 第 五 公设 不 成 立 , 则 每 个 三 角形 内 角 和 小 于 
r, 记 

(和 人 ABC)=xr-(/ A+/AB+/AC)>0 
设 入 ABC 中 一 A 是 最 大 的 内 角 。 设 4 是 4A 点 关于 BC 的 对 称 点 , 见 
图 2-99。 延长 AC, AB 成 射线 , A “在 人 CAB 内 部 ,于 是 过 
A 点 可 以 引 直 线 EF 与 AC, AB 分 别 相交 于 E, 下 点。 连 A'C, 有 A'B， 
则 有 
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图 2-98 图 2-99 
9(A 人 ABC)=60=r-(a+B+7y)>0 
(人 人 BCA )=60=x~-(at+B+7Y)>0 
6(AABF)=6)=x-(atPBt+n)>0 
(人 人 ACE)=6,=x—-(a p+ yi1+A)>O 
260+ 1+6> =4x~x-x—-xA—(at+At+yrn) 
= 下 一 (十 人 十 友 ) 


于 是 
(人 人 AEF)=Ax—(atAt+y)=260+61+6» 
6( 人 AEF) >26( 人 ABC) 

对 于 个 AEF, 仿 上 可 以 构 知 出 刀 一 三 角形 人 Ai, 使 得 6 (分 1!) > 
26( 人 4AFEF)>460 对 人 Ai, 可 以 得 到 公 ,, 使 得 6( 公 ,)>26( 公 1 ) > 
860, 依 此 知 , 人 存在 人 Ab 使 得 6( 公 ; ) > 2*1 60, 当 是 够 大 时 ， 
6( 公 ; ) >r, 这 是 不 可 能 的 。 

命题 8 ”第 五 公设 成 立 的 充分 必要 条 件 是 圆 内 接 正 六 边 形 的 边 
长 等 于 该 圆 半径 。 

必要 性 已 在 中 学 平面 几何 中 得 证 ,下 证 充分 性 。 设 AB 是 圆 内 
接 正 六 边 形 的 一 条 边 , 且 AB = OA = OB( 图 2-100), 不 用 第 五 公设 


可 以 证 明 等 边 三 角形 三 个 内 角 相 等 。 又 4B 是 圆周 的 十 , 故 二 AOB = 
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2 辕 几何 篇 


和, 于 是 ZAOB = 人 OAB = 人 OBA = 3 4 
和 OA4B 的 内 角 和 为 x, 进 而 第 五 公设 成 立 。 

以 上 建立 的 命题 1, 命题 2, …… 命 题 8 
八 个 充分 必要 条 件 , 是 欧 几 里 得 几何 中 与 
第 五 公设 等 价 的 八 个 命题 , 如 果 否 定 欧 儿 
里 得 第 五 公设 , 代 之 以 相反 的 公理 , 则 上 述 
八 个 已 为 每 个 中 学 生 视 为 几何 金 律 的 命题 
将 全 被 否定 , 出现 人 们 不 情愿 接受 但 又 不 
得 不 接受 的 一 种 新 几何 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 用 下 面 的 公理 蔡 代 第 五 公 妇 : 

设 a 是 任 一 直线 , A 是 a 外 一 点 ,在 A 与 a 确定 的 平面 上 ,过 A 
而 不 与 a 相交 的 直线 至 少 有 两 条 。 

这 条 公理 等 价 于 : 

存在 内 角 和 小 于 r 的 三 角形 。 

在 上 述 罗 氏 公理 和 殉 几 里 得 公理 系统 中 删 去 第 五 公设 所 组 成 的 
公理 系统 中 , 建立 的 几何 称 为 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 , 与 上 述 八 个 充 要 条 
件 对 应 的 ,有 以 下 八条 命题 。 

命题 1 在 平面 上 任 一 直线 a 外 任 取 一 点 A, 过 A 点 与 a 平行 
的 直线 至 少 两 条 。 

命题 2 任 一 三 角形 内 角 和 小 于 r。 

命题 3” 平面 上 一 直线 的 垂 线 与 斜 线 并 不 一 定 相交 。 

命题 4 相似 而 不 全 等 的 三 角形 不 存在 。 

命题 $ 存在 无 外 接 圆 的 三 角形 。 

命题 6” 在 平面 上 一 直线 的 同 侧 与 此 直线 等 距 的 点 的 轨迹 是 一 
曲线 , 它 上 面 任何 三 点 不 在 同一 直线 上 。 

命题 7 ” 过 每 一 锐角 的 一 边 存在 不 与 男 一 边 相交 的 焉 贷 。 


图 2-100 
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小 


设 人 AOB 是 锐角 , 和 若 过 
OB 边 的 每 一 翟 线 和 皆 与 OA 边 
相交 , 从 OA 上 任 一 点 Ao 向 
OB 作 垂 线 AuB,, Bo 是 垂 足 ， 
在 OB 上 取 O 点 关于 A'B’ 的 
6 局 厅 8 一 8 对 称 点 Bl, 从 Bi 点 向 上 作 
OB 的 垂 线 , 它 与 OA 交 于 
Ai, 如 图 2-101, 与 命题 5 相似 


图 2-101 


地 可 以 证 出 
6( 人 OA1B1)>26(A 0Av0B,o) 
作 O 点 关于 41Bi1 的 对 称 点 Bs, 则 得 
S( 和 人 0O4)B;)>26( 全 OA1B1) 
依 此 类 推 得 
(OA,B,)>26(AO0A,_1B,_1)>:…>2"6(AOA0B,) 
由 于 6( 全 OAoBo)>0, 故 8( 全 O04,B,)>x, 这 是 不 可 能 的 。 
命题 8。 圆 内 接 正 六 边 形 的 边 大 于 该 圆 半 径 。 
事实 上 ,在 图 2-100 的 人 AOB 中 , 内 角 和 小 于 x, 而 人 AOB = 


3， 近 AOB 是 入 AOB 中 的 最 大 的 角 , 而 全 AOB 中 大 角 对 大 边 , 所 以 


AB > 0A.。 

从 欧 几 里 得 几何 的 观点 来 看 ,上述 命 题 1', 命题 >,…… 命 题 8 
这 八 个 命题 似 为 荒唐 的 假 命 题 , 而 从 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 观点 来 看 ， 
它们 却 是 数学 科学 不 可 或 缺 的 严肃 真理 。 

真理 与 假 理 都 是 相对 的 ! 从 有 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 观点 看 欧 氏 几 
何 , 例如 “三 角形 内 角 和 为 r”"， 正 六 边 形 边 长 等 于 其 外 接 圆 半 径 ” 等 
等 , 我 们 早已 奉 为 金 科 玉 律 的 几何 信条 , 却 不 能 得 到 承认 |! 
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“2 〇 几何 篇 


/7 伟大 的 数学 革新 派 罗 巴 切 夫 斯 基 


罗 巴 切 夫 斯 基 生 于 俄国 诺 夫 哥 罗 德 市 一 个 土地 测量 员 家 庭 ， 
1807 年 入 喀 山 大 学 , 时 年 仅 15 岁 , 毕业 后 留 校 任教 , 1822 年 晋升 教 
授 ,1827 一 1846 年 任 喀 大 校长 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 学 生 时 代 是 一 位 活泼 好 动 ,思想 开放 , 主持 正义 ， 
有 创新 精神 和 独立 思考 习惯 的 无 神 论 者 , 常常 违犯 束缚 学 生 思想 和 
自由 的 校规 。 他 从 青年 时 代 起 就 具有 反 传 统 反 保守 的 品质 , 这 种 品 
质 一 直 延 续 到 他 任 喀 大 校长 时 仍然 坚持 不 变 , 对 于 违背 教育 规律 的 
政府 指令 , 不 管 下 令 的 部 门 有 多 高 , 官职 有 多 大 , 他 都 一 律 反 对 和 抵 
制 , 对 传统 势力 和 封建 忠 君 思想 从 不 同 流 合 污 ,所 以 到 了 1846 年 , 里 
然 他 在 任期 间 喀 大 的 教学 科研 工作 成 绩 斐然 , 但 当权 者 仍然 免除 了 
他 的 校长 职务 。 

性 格 即 命运 , 罗 巴 切 夫 斯 基 的 叛 道 性 格 虽 然 不 能 明哲 保 身 , 但 在 
学 术 上 却 成 为 一 位 伟大 的 革命 性 数学 家 。 

1815 一 1817 年 , 在 罗 巴 切 夫 斯 其 的 教学 笔记 中 发 现 , 他 当时 也 
希望 证 明 欧 几 里 得 第 五 公设 , 而 且 他 发 现 了 过 去 人 们 对 第 五 公设 的 
证 明 都 因 不 严格 而 失败 ;1823 年 , 他 在 几何 讲义 中 写 道 :“ 这 个 真理 
的 严格 证 明 到 现在 为 止 什么 地 方 都 找 不 到 。” 

1826 年 2 月 11 日 , 罗 巴 切 夫 斯 基 在 咯 山 大 学 数学 物理 系 宜 读 了 
他 的 开创 性 论文 《关于 几何 原理 的 议论 》, 提出 了 罗 巴 切 夫 斯 其 公理 ， 
这 一 天 公认 为 “ 非 欧 几何 ”的 诞生 之 日 。 

取 不 同 的 几何 公理 系统 为 基础 ,数学 家 得 到 了 不 同 的 几何 学 ,但 
是 无 论 罗 巴 切 夫 斯 基 公 理 本 身 还 是 由 它 推导 出 来 的 几何 定理 , 从 提 
几何 的 观点 看 , 人 们 对 其 非常 陌生 其 至 觉得 它 是 假 的 ! 罗 巴 切 夫 斯 
基 同 时 代 的 人 对 他 的 几何 不 信任 甚至 有 敌意 者 大 有 人 在 ! 当时 几乎 
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无 人 理解 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 深 远 的 科学 价值 , 连 当时 俄国 最 伟大 的 
数学 家 奥 斯 特 罗 格 拉 德 斯 基 也 不 理解 罗氏 几何 , 甚至 著 文 在 《祖国 之 
子 / 上 发 表 , 称 罗 巴 切 夫 斯 基 的 几何 是 “笑话 ”, 是 “对 有 学 问 的 数学 家 
的 项 刺 "云云 。 布 特 列 洛 夫 1878 年 写 道 , “对 罗 巴 切 夫 斯 基 的 “想像 
中 的 几何 " ,大 家 都 用 对 待 科学 家 中 的 怪人 宽容 居 惜 的 态度 来 谈论 。 

科学 务 当时 对 待 罗 巴 切 夫 斯 基 的 不 公正 评价 并 未 摊 毁 他 对 新 几何 
的 信念 , 他 不 顾 个 人 所 受到 的 一 切 侮辱 而 骄傲 地 高 举 革新 几何 的 大 族 ， 
荐 大 行道 ;他 的 理想 终于 得 胜 , 被 历史 承认 ; 罗 巴 切 夫 斯 基 最 终 被 认定 
为 俄国 和 全 世界 科学 家 的 优秀 代表 。 高 斯 于 1846 年 写 给 友人 的 信 中 
说 :有 罗 巴 切 夫 斯 基 是 作为 专家 以 真正 的 几何 精神 来 解释 世界 , 我 劝 你 
把 注意 力 转 向 他 的 名 著 《 关 于 平行 线 理 论 的 几何 研究 ), 研读 它 , 一 定 会 
使 你 感到 很 大 的 满意 。” 

无 逆 盾 的 岁 巴 切 夫 斯 其 几何 的 建立 表明 , 任何 几何 公理 都 不 是 
牢 不 可 破 放 之 四 海 而 缘 准 的 教条 , 它们 是 可 以 改变 的 。 人 类 活动 的 
空间 里 的 几何 学 和 存在 需要 上 干 光 年 才能 达到 的 点 的 太空 的 几何 学 
是 有 区 别 的 。 

W .克利 福特 说 :" 哥 日 尼 和 罗 巴 切 夫 斯 基 之 间 有 着 有 趣 的 相似 
性 ,他 们 都 是 斯 拉夫 人 , 各 人 在 科学 上 的 见解 都 为 人 类 文明 带 来 了 蔷 
命 ,两 人 的 革命 都 具有 巨大 的 意义 ,他们 是 人 类 宇宙 观 革 命 的 领袖 人 

罗 巴 切 夫 斯 基 不 断 地 完善 非 欧 几何 , 由 于 长 期 的 钻研 和 创作 , 晚 
年 双 目 失明 ,许多 著作 是 他 口述 由 别人 代笔 写成 的 , 主要 著作 有 《 虚 
几何 学 》《 泛 几何 学 ?《 虚 几何 学 在 一 些 积 分 上 的 应 用 》《 平 行 线 理 
论 的 几何 研究 ?等 。 

多 巴 切 夫 斯 基 回 人 类 儿 千 年 确信 不 疑 的 欧 几 里 得 几何 系统 挑 
成 , 他 的 理论 成 功 地 否认 了 欧 氏 几何 是 唯一 可 能 的 空间 形式 的 观点 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 几 人 和 何 帮助 科学 家 解决 了 相对 论 中 的 数学 困难 , 在 
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天 体 物理 和 原子 物理 中 得 到 了 重要 应 用 , 在 质量 很 大 速度 很 局 的 超 
宏观 世界 和 原子 内 部 的 微观 世界 当中 , 欧 氏 几何 已 不 运用 ,我 们 感谢 
罗 巴 切 夫 斯 基 开 创 了 新 几何 , 它 为 我 们 提供 了 探索 宇宙 空间 的 有 力 
的 数学 武 谷 。 


,| 细胞 几何 学 


在 一 个 玻璃 杯 里 调制 比较 浓 的 肥 时 水 , 用 一 根 饮 用 饮料 的 吸管 
去 歇 , 杯 内 生出 互相 拥挤 的 肥 时 泡 ; 把 电视 机 包 疼 箱 内 的 防震 泡沫 塑 
料 块 王 开 , 便 会 看 到 白色 泡沫 塑料 的 颗粒 与 上 述 肥 时 泡 相 似 的 扩 构 ; 
如 果 把 中 午 吃 剩 的 米饭 倒 入 凉水 放 在 灶 上 者 成 稀 咒 , 等 开锅 时 , 也 会 
看 到 升腾 起 来 的 状 似 肥 电 泡 的 泡沫 挤 压 在 一 起 ;在 平面 上 , 也 有 相应 
的 情形 发 生 , 例如 春 夏 大 旱 , 稳 田 土地 包 裂 的 形状 , 等 等 。 这 些 几 何 
形象 具有 数学 上 的 统一 性 。 我 们 看 到 , 在 平面 的 情形 , 是 一 些 状 似 杀 
乱 无 章 的 凸 多 边 形 , 在 空间 的 情形 , 是 一 些 状 似 林 乱 无 章 的 凸 多 面 
体 ,所 以 人 们 称 诸如 此 类 的 结构 为 “无 序 结构 ”"。 早 年 大 科学 家 牛 融 
和 虎 克 等 曾 研究 过 肥皂 泡 。 事 实 上 , 在 化 工 \、 冶 金地 质 、 物 理 等 众多 
领域 , 这 种 无 序 结 构 有 广泛 应 用 。 系 统 地 数学 地 研究 这 种 结构 的 第 
一 人 是 20 世纪 俄国 数学 家 沃 热 诺 伊 (Voronoi), 所 以 这 种 结构 亦 称 
Voronoi 网 络 。 

下 面 以 二 维 情形 如 例 ,用 平面 几何 的 方法 讨论 Voronoi 网 络 。 

平面 上 任 取 定 ”个 点 ui, v2,…, ww， 把 每 对 点 间 用 直线 段 连接 ， 
以 v 为 端点 的 线段 组 成 的 图 形 称 为 星 ”, 记 成 Sm); 帮 So) 中 任 
一 线段 所 在 直线 的 两 侧 , 此 有 V = joy v2，…, 四 中 的 点 , 则 称 
S(w;) 为 “ 正 星 ”, 否则 称 为 “ 偏 星 ”; S(v ) 的 一 些 线段 的 垂直 平分 线 
围 成 的 凸 多 边 形 当中 , 仅 含 V 中 的 一 个 点 vi 且 其 面积 最 小 者 , 称 为 
以 v; 为 细胞 核 的 细胞 。 
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v; 为 细胞 核 的 充 要 条 件 是 S(v ) 是 正 星 。 
事实 上 ,在 S(w;) 是 偏 星 ， 
则 存在 vj; VV, Viv), 直线 ViU; 
的 一 侧 无 V 中 的 点 ; 取 vw; 为 坐 


pa 标 原点 , viv; 所 在 的 直线 为 x 
4 SS xz 轴 , 取 y 轴 的 方向 , 使 得 第 三 四 
RR 象限 内 无 V 中 的 点 , 构成 平面 
NR 直角 举 标 系 , 于 是 对 每 个 闫 i， 
RS 1 二 k 志 nn ,线段 wo 的 阜 直 平分 


线 与 z 轴 的 交 扣 忆 原 所 的 距离 


| UiUk | 
2 


2-102 di 这 , 见 图 2-102。 令 a 
是 di di2，,…, da 中 的 最 小 值 , 显然 ,在 z 轴 下 方 以 > 轴 为 中 位 线 相 
距 为 24; 的 平行 线 则 的 市 形 区 (阴影 区 ) 内 无 viw 武直 平分 线 上 的 
操 , 其 中 R 天 1 所 以 ws 的 牌 直 平分 线 族 不 能 围 成 内 合 立 的 凸 多 边 
形 , 即 ww 不 是 细胞 核 。 
反之 , 硅 S(w,) 是 正 星 , 我们 来 论证 w 是 细胞 核 。 作 与 w 距离 
足够 大 的 直线 1, 使得/ 的 一 侧 无 V 中 的 点 。 平移 ! 使 其 与 w 距离 缩 
小 , 一定 存在 一 个 时 刻 , 此 时 首次 发 现 Y 中 的 点 与 7 接触 , 设 这 第 一 
批 与 ! 接触 的 点 在 ! 上 以 正 同 排列 为 wl , v1，,…, 21 ( 消 异 于 wv;), 所 
请 正 向 是 指 沿 此 方 同 在 ;上 行进 时 , / 左 侧 有 V 中 之 点 。 由 于 S(w;) 
是 正 星 , 以 vi 为 中 心 按 顺 时 针 转 动 1, 转 过 条 一 角度 ai >0, 使 得 再 
线 1 扫 过 的 区 域内 无 V 中 之 点 ,这 时 ! 转 到 0 的 位 置 , 且 li 上 有 一 
点 和 忌 / ,但 V2 EV, V2 FYio 不 妨 设 v2 十 [1 上 按 其 正 网 而 论 的 第 
一 个 V 中 的 点 ;以 v2 为 中 心 顺 时 针 转 动 01, 转 过 有 角度 wz >0, 得 直 
线 1,, 4 扫 过 的 区 域内 无 V 中 的 点 ,但 1/,。 上 第 一 个 V 中 的 点 是 vs， 
V3, Vi V3, 人 11。 依 此 类 推 ,这 种 转动 至 少 会 发 生 两 次 。 又 VV 中 品 
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2 图 几何 篇 


是 有 限 的 , 故 存在 有 限 条 直线 1, 1 12，…, 大 (R 之 2), 其 上 分 别 有 操 
vis 02， VR+), = V1 这 些 点 为 顶 构成 内 含 v; 的 凸 多 边 形 
ol oz2 …vw+D 【有 顺 时 针 序 )。 作 viv1 的 垂 卫 于 分 线 /1 , 作 viv2 的 看 
直 平分 线 2 , 则 0 与 2 相交 于 一 va viv2 内 部 , 见 图 2-103。 和 1+ 
了 ar =Xx, 所 以 0< 人 人 1<x。 同时 ， viv2 的 垂直 平分 线 /7 与 viv3 的 
垂直 线 平 分 线 1 相交 于 和 v2 viv3 内 部 , 且 0< 人 2<, 依 此 类 推 ， 
得 到 一 个 由 viv1 ,viv2 ,viv(4+1), 的 垂直 平分 线 围 成 的 内 含 v; 的 口 
多 边 形 K, 可 见 以 S(w;) 的 一 些 边 的 垂直 平分 线 围 成 的 凸 多 边 形 存 
在 , 又 由 于 Y 的 元 素 有 限 , 故 这 种 凸 多 边 形 的 个 数 有 限 , 从 中 挑选 面 
积 最 小 者 , 即 为 以 为 细胞 核 的 细胞 。 

我 们 已 经 知道 , 当 S(w) 是 偏 星 时 , w 不 是 细胞 核 ; 这 时 , 会 存在 一 
个 无 界 平面 区 域 , 其 中 内 含 V 的 唯一 点 v;, 其 边界 由 S(w;) 的 某 些 边 之 
垂直 平分 线 上 的 部 分 线段 或 射线 组 成 , 而 此 无 界 区 域内 不 含 S(w) 上 
的 边 的 垂直 平分 线 上 的 点 。 我 们 把 V 装 入 一 个 盒子 里 , 则 上 述 无 寞 区 
域 在 盒子 里 的 部 分 称 为 “皮肤 细胞 ”。 

皮肤 细胞 存在 的 充分 必要 条 件 是 S(w;) 是 偏 星 ,这 时 称 v; 是 反 
肤 细胞 核 。 

可 以 证 明 , 以 w; 为 细胞 核 的 细胞 至 多 一 个 。 对 于 三 维 空间 的 情 
形 , 只 需 把 平面 情形 的 垂直 平分 线 改 成 垂直 平分 面 , 凸 多 边 形 由 凸 多 
面体 代替 , 面积 由 体积 代替 , 则 可 把 上 述 论证 推广 到 三 维 空 间 , 建立 
相似 的 一 套 概念 与 结论 。 

上 述 数 学 模型 反映 的 实际 模型 是 ;每 个 细胞 核 都 以 相同 的 速 
度 向 各 个 方向 均匀 生长 , 直至 细胞 间 互 相 接 触 挤 压 而 停止 生长 ,于 
是 构成 了 一 块 细胞 的 无 序 结构 或 称 机 体 。 肥 时 泡 或 泡沫 塑料 等 形 
成 的 数学 机 制 正 是 如 此 。 图 2-104 画 的 是 二 维 细胞 群 的 局 部 示意 
图 。 
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图 2-103 图 2-104 


4 ,| 徊 奴 的 最 佳 行 这 


一 只 蚂蚁 从 一 块 巷 的 一 个 顶点 爬 向 这 块 砖 的 对 角 顶 点 , 它 应 沿 


起 样 的 路 线 朴 行 , 才 使 其 行 迹 最 短 (最 省 时 间 )? 
放 此 臣 为 长 方 体 ABCD-ABICTDD 三 条 楼 长 AB = a, AD = 6。， 


44 =c,0<c<p<a, 旺 四 从 A 点 爬 向 C“ 点, 见 图 2-105, 作 长 方 体 


的 展开 图 如 图 2-106。 从 展开 图 上 看 , 蚂蚁 应 从 直线 段 AA’B’C”， 
4FEC ,4AFC ,4AGC ,AHC 中 挑 一 条 最 短 者 作为 它 的 爬行 路 线 。 


ry CO 
A’ /2 7 C 
MT | 


4 a B 


2-105 
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2 〇 几何 篇 


由 勾 股 定理 容易 算出 
AABC =a+bt+e 
= Va +b“+c +2ab +2bc +2ac 
AEC’=Vy(atc)+6’ 
AFC = Va’+(c+6) 
= /a Tht +2b 
AGC’= (at+b)+e 
= Va2z+B82+c2+208 
AHC’= Vai+(b+c) 
= Val+b+c +2bc = AFC’ 
由 于 0<c<6b<a, 故 有 
bc<ac<ab<abt+ac+webc 
所 以 以 上 五 种 路 线 以 AFC’ 与 AHC' 最短, 蚂蚁 应 沿 着 这 两 条 路 线 之 
一 爬 回 C 点 。 
在 图 2-106 中 从 AAC' 是 等 腰 三 角形 , 故 
LBAH= ADHA= /LBAC’= /BFC 
和 全 ADHS 和 BCT,FC = AH 
由 图 2-105 可 以 看 出 , 由 于 一 BFC' = 人 BAH, 故 FC 小 AH, 于 是 
AHC'F 是 平行 四 边 形 , 蚂蚁 是 从 A 出 发 沿 此 平行 四 边 形 的 任 一 组 
邻 边 爬 到 C“ 的 。 因 为 
BF 8 


所 以 


可 见 , 可 以 用 规 尺 作 图 法 找到 下 点 和 五 点 , 从 而 确定 蚂蚁 的 最 佳 行 

在 其 展开 图 是 平面 图 形 的 立体 表面 上 , 蚂蚁 从 一 点 息 向 男 一 后 
时 , 其 最 省 时 的 行 迹 丝 为 展开 图 上 连接 此 两 点 的 各 直线 段 中 的 最 短 
者 对 应 的 立体 上 的 那 条 曲线 段 。 

例如 在 圆柱 上 , 见 图 2-107, 从 A 点 息 向 B 点 , 把 此 圆柱 的 侧面 
展开 成 AMNP, 见 图 2-108, 若 B 落 在 展开 图 的 中 位 线 FE 上 , 则 蚂 
蚁 应 按 AB' 或 MB’ 两 条 线段 在 圆柱 上 的 对 应 曲线 段 息 行 , 一 条 在 圆 
柱 的 可 视 部 分 ( 即 前 面 ), 一 条 在 此 圆柱 的 背后 ;如果 B 点 落 在 侧面 
展开 图 的 左 (或 右 ) 半 部 , 则 蚂蚁 按 此 半 部 中 的 直线 段 AB” 所 对 应 的 
曲线 息 行 才 最 省 时 间 。 蚂 蚁 是 在 圆柱 上 胡 旋 着 上 升 到 B 点 的 , 如 采 
盘旋 的 角速度 是 匀速 的 , 则 上 升 的 速度 是 匀速 的 。 角 速度 与 上 升 速 
度 之 比 是 一 个 常数 。 


图 2-107 图 2-108 
蚂蚁 在 圆锥 上 的 行 的 最 佳 路 线 也 可 用 前 面 的 展开 图 方法 加 以 解 
决 ; 有 趣 的 是 , 如 果 它 是 从 圆锥 底面 圆周 上 一 点 爬 回 此 圆周 的 万 一 
点 , 则 不 是 沿 圆 周 爬 行 , 而 是 立刻 向 上 的 , 到 达 一 个 最 高 点 后 再 回 下 
扑 行 , 见 图 2-109, 图 2-110, 其 最 佳 息 行路 线 曲线 段 AB 在 展开 图 (图 


2-110) 上 是 直线 段 AB(AB 在 底面 圆周 上 是 劣 弧 )。 
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2 几何 篇 


图 2-109 图 2-110 


对 于 没有 平面 展开 图 的 曲面 , 寻求 蚂蚁 从 其 上 一 点 朴 向 另 一 点 
的 最 佳 路 线束 不 像 上 面 的 解法 那么 方便 了 , 一 般 而 言 , 不 能 用 初等 数 
学 的 方法 来 讨论 。 例 如 在 球面 上 , 蚂 骸 从 一 点 A 息 向 另 一 点 B, 则 应 


沿 4, B 所 在 的 “大 圆 " 上 的 劣 弧 AB 疏 行 。 所 谓 大 圆 , 是 其 中 心 在 球 
心 的 球面 上 的 圆 。 沿 大 圆 息 行 时 , 路 径 弯曲 的 程度 最 小 , 最 接近 直线 
段 4AB ,但 证 明 这 一 点 并 非 易 事 。 

另 一 个 值得 注意 的 问题 是 , 如 果 在 某 曲面 上 有 一 个 洞 (把 此 洞 视 
为 一 个 点 ), 若 没有 这 个 洞 , 存在 一 条 蚂蚁 最 佳 行 迹 , 使 它 从 A 点 让 
到 B 点 ;有 了 这 个 洞 , 需要 另 寻 佳 迹 。 可 惜 这 时 可 能 不 存在 最 佳 行 迹 
了 ! 事实 上 , 如 果 无 洞 时 最 佳 行 迹 是 唯一 的 , 它 疏 到 洞 附近 时 必须 绕 
行 , 绕 行 的 半径 (以 洞 为 中 心 ) 可 以 是 一 ,aa = no, no + 1 no+2， 
有 无 穷 条 行 迹 , 都 与 无 洞 时 的 最 佳 行 迹 相差 无 几 , 越 来 越 接近 原 最 佳 
行 迹 ,但 哪 一 条 也 不 是 最 佳 的 , 都 可 以 再 缩短 , 可 见 这 时 已 找 不 到 最 
短 行 迹 了 。 


145 


3 图 论 篇 
千言 万 语 不 及 一 张 图 。 


一 一 民 话 


9 美丽 图 论 


在 这 一 篇 当中 , 我 们 将 向 读者 展示 图 论 的 厂 干 美丽 画 苍 , 从 而 领略 
它 诸多 引人入胜 的 特色 。 图 论 强 有 力 的 逻辑 .漂亮 的 图 形 和 巧妙 的 论 
证 , 定 会 使 你 陶醉 。 图 论 在 民间 故事 中 诞生 , 在 现代 数学 工程 技术 、 优 
化 管理 等 科学 技术 领域 中 应 用 极为 广泛 ,在 数学 科学 当中 , 图 论 异 车 突 
起 , 迅速 发 展 , 已 经 发 展 成 十 分 有 趣 、 十 分 有 用 的 重要 数学 分 支 , 它 是 离 
散 数 学 的 组 成 部 分 , 而 离散 数学 是 计算 机 科学 技术 的 理论 基础 。 事 实 
上 , 计算 机 是 机 械 地 处 理 离散 事物 的 工具 , 例如 处 理 棋 研 的 布 子 , 1997 
年 ,人造 机 器 “深蓝 ”计算 机 竞 然 在 国际 象棋 盘 上 战胜 了 国际 象棋 头号 
大 师 卡 斯 帕 罗 夫 ! 计算 机 与 图 论 联 姻 , 解决 了 和 将 要 解决 大 量 优化 决 
策 问题 , 这 就 是 图 论 日 益 受 到 青睐 的 主要 原因 。 微 积 分 在 数学 当中 一 
贯 处 于 领袖 地 位 , 可 以 预期 , 有 朝 一 日 这 种 地 位 将 被 离散 数学 革 走 。 

图 论 问题 看 似 简 单 , 例如 家 阶 户 晓 的 四 色 问 题 "把 任意 给 出 的 
一 张 地 图 染 成 彩色 的 , 使 得 邻 省 异 色 , 用 四 种 颜色 足够 用 。 这 个 问题 
已 于 1976 年 由 美国 科学 家 阿 佩 尔 (Appel) 和 哈 肯 (Haken) 用 计算 机 
证 实 是 成 立 的 。 他们 用 了 100 亿 多 个 逻辑 判断 , 耗 用 1200 个 机 时 , 使 
难 倒 过 许多 大 数学 家 的 四 色 猜 想 (4CC) 终 于 在 人 类 面前 承 范 。4CC 
是 1852 年 伦敦 大 学 学 生 高 思 利 (Guthrie) 提 出 的 , 1879 年 , 伦敦 数学 
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3 加 图 论 篇 


会 的 数学 家 肯 普 (Kemple) 发 表 了 极为 精巧 的 证 明 , 宣布 他 证 出 了 
4CC 为 真 , 可 惜 过 了 十 年 就 被 人 找 出 证 明 中 不 可 修正 的 漏洞 ! 1890 
年 , 希 伍德 (Heawood) 沿 用 肯 普 的 技巧 证 明了 五 色 定 理 , 即 把 4CC 中 
的 四 改 成 五 则 可 以 成 立 。 

阿 佩 尔 他 们 的 机 器 证 明 是 一 种 不 可 视 证 明 , 拿 不 出 用 目 然 语 言 
写 在 纸 上 的 书面 文字 证 明 , 存在 用 肉眼 看 不 清 其 真 伪 的 缺点 。 人 至 于 
用 手 和 笔 写 出 的 证 明 , 作者 认为 离 问 世 的 时 间 尚 有 不 少时 日 ,不 是 一 
朝 一 夕 可 以 被 几 个 聪明 人 攻克 的 。 

粗 看 四 色 猜 想 , 它 平易 近 人 到 这 种 程度 , 可 以 把 它 加 大街 上 和 我 们 
随机 而 遇 的 市 民用 不 了 三 分 钟 就 能 讲 清楚 , 使 得 即使 是 文 下 ,也 可 以 用 
树 棍 在 地 上 夯 出 验证 4CC 成 立 的 实例 , 但 欲 写 严格 的 数学 证 明 , 则 肯 
定 不 是 一 般 数学 家 可 以 胜任 之 事 了 ! 图 论 问题 大 都 具备 通俗 简单 、 直 
观 活泼 ,实质 上 却 很 难 解决 的 特点 , 同人 们 的 机 敏 性 和 逻辑 性 进行 挑 
战 ! 在 图 论 问题 面前 , 我们 必须 严肃 谨慎 地 思考 ,不 可 掉以轻心 , 有些 
图 论 问 题 , 百 思 方 得 其 解 ,把 人 锻炼 得 更 为 足智多谋 。 有 的 图 论 问 题 则 
不 是 百 思 一 定 可 以 得 解 的 ,例如 40C 的 可 视 证 明 就 是 一 例 。 


$2 人 们 跑 断 月 , 不 如 欧 拉 一 张 图 


普 瑞 格 尔 河流 过 哥 尼 斯 堡 城 (原名 加 里 宁 格 勒 ) 市 中 心 , 河中 有 
岛 两 座 , 筑 七 座 古 桥 , 如 图 3-1 所 示 , 每 过 市 假日 , 市民 纷 纷 上 互 证 
考 , 老 幼 携 兵 ， 省 匠 散 步 ， 不 知 何 日 何人 提出 下 面 问题 :请 过 每 座 刁 恰 


到 ER 
< 


一 次 , 再 返回 出 发 点 。 
反复 的 奔走 试行 和 失败 ,使 人 们 对 成 功 的 可 能 发 生 疑 惑 , 猜想 问 
题 无 解 ,但 又 谁 也 说 不 清 其 中 道理 ,于 是 有 好 事 者 去 请 教 年 轻 的 数学 
家 欧 拉 (Euler), 刚 开 始 欧 拉 也 看 不 出 这 是 一 个 数学 问题 , 1736 年 , 29 
岁 的 欧 拉 把 这 一 问题 化 成 数学 问题 , 严格 地 论证 了 上 述 “ 七 桥 问题 ” 
无 解 ,并 由 此 开创 了 图 论 与 拓扑 学 的 思维 方式 和 诸多 概念 与 理论 ， 
1736 年 遂 被 公认 为 图 论 学 科 的 历史 元 年 , 欧 拉 被 尊 为 图 论 与 拓扑 学 
之 父 。 
4 欧 拉 把 A, B, C, D 四 块 陆地 抽象 成 四 个 
点 , 当 两 地 有 一 桥 相 通 时 , 在 两 地 相对 应 的 点 间 
~ 连 一 曲线 , 此 曲线 之 长 短 曲直 并 不 介意 , 于 是 把 
图 3-1 的 地 图 抽象 成 图 3-2 这 种 几何 图 形 。 把 
桥 编 号 为 1 号 桥 , 2 号 桥 ,…… ,7 号 桥 。 上 岸 记 
” 成 C, 下 岸 记 成 D, 两 岛 分 别 为 A, B, 如 图 3-1， 
图 3-2。 从 图 3-2 我 们 看 到 , 每 个 点 A, B, C,D 
都 和 奇数 条 线段 相连 接 。 以 A 点 为 例 , 设 A 是 出 发 点 , 不妨 设 通 过 1 
导 桥 和 撑 行 ,过 一 些 时 间 通 过 6 号 桥 返 回 A, 再 通过 7 号 桥 远 行 , 这 时 
与 A 连通 的 1 号 桥 ,6 号 桥 和 7 号 桥 都 已 通行 了 一 次 ,于 是 想 回 A 
已 无 桥 人 允许 通过 了 (因为 约定 每 桥 恰 过 一 次 ), 所 以 A 点 不 能 做 出 发 
点 , 不然 与 A 连接 的 桥 都 通过 一 次 后 是 离开 了 A 点 , 不 能 再 返回 A 
尽 了 ;对 B,C,D 也 相似 论证 , 可 以 知道 这 四 点 A, B, C, D 都 不 能 
作为 出 发 点 , 即 七 桥 问 题 无 解 。 
如 果 提 议 表 建 一 些 桥 , 最 少 建 几 座 ? 建 在 何 处 ”才能 使 每 桥 恰 
过 一 次 又 能 返回 出 发 点 。 
上 面 分 析 告 知 , 如 采 某 点 与 奇数 条 线段 相连 接 , 则 该 点 不 可 做 出 
用 氮 ;而 一 个 点 如 果 是 “中转 "点 , 则 “进出 ”的 次 数 要 相等 , 所 以 与 
奇数 条 线段 相连 接 的 点 也 不 能 做 “中 转 ” 点 , 可 见 , 若 从 一 点 出 发 每 桥 


图 3-2 
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3 略图 论 篇 


恰 过 一 次 绸 返回 出 发 点 必须 每 点 处 相连 接 的 线段 是 偶数 条 ;所 以 A， 
B,C, DD 之 间 要 至 少 修 两 座 新 桥 , 才能 使 每 点 处 都 有 偶数 条 线段 相 
连 。 共 有 三 种 方式 :4A 与 C 之 间 , B 与 DD 之 间 各 建 一 桥 ;或 A 与 DD 之 
间 , B 与 C 之 间 各 建 一 桥 ;或 A 与 B 之 间 , C 与 D 之 间 各 建 一 桥 即 
可 , 见 图 3-3。 

在 图 3-3(a) 上, 例如 从 A 出 发 再 回 到 A 的 路 线 为 134682597， 
其 中 每 个 数码 表示 桥 , 这 种 路 线 不 是 唯一 的 , 例如 还 可 以 按 下 面 路 线 
旅游 :827134596, 等 等 , 还 有 哪些 路 线 , 请 读者 找 一 找 。 以 其 他 点 为 
出 发 点 的 路 线 可 相似 地 找到 ;在 图 3-3(b)、 图 3-3(c) 两 种 情形 也 可 类 
似 解决 。 


A 4 
WN NY 
B 
(b) (©) 
图 3-3 


如 采 不 要 求 一 定 捞 回 出 发 点 , 但 要 求 每 桥 恰 过 一 次 , 这 时 的 必要 
条 件 是 至 多 一 对 点 与 奇数 条 线段 连接 。 事 实 上 “中 转 ” 点 皆 与 偶数 
条 线段 相连 , 如 果 仅 有 两 个 点 与 奇数 条 线段 相连 , 则 这 两 点 可 作为 起 
止 后, 所 以 原来 的 七 座 桥 即 使 不 要 求 返 回 出 发 点 也 不 能 满足 每 桥 恰 
过 一 次 的 要 求 , 因为 有 四 个 与 奇数 条 线段 连接 的 点 。 但 者 取 图 3-3 
中 那 六 条 虚线 中 的 一 条 作为 新 桥 , 则 会 满足 要 求 。 相 应 的 旅游 路 线 
由 读者 标 出 。 

如 林 不 采用 上 面 所 述 欧 拉 创 芯 的 方式 来 讨论 , 那么 需要 普查 
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> 数学 聊 遍 


和 


rene 


七 座 桥 的 所 有 排列 , 即 要 审查 > x 7! = 2520 种 情形 , 如 果真 的 去 
考查 这 2520 种 方案 每 种 旅游 方案 是 否 可 行 , 真 的 要 跑 断 腿 累 死人 
了 ! 就 是 在 地 图 上 观察 判断 ,也 够 费时 和 烦人 的 了 。 还 是 欧 拉 的 招 
数 绝妙 


$3 数学 窜 的 沙 士 比 亚 


欧 拉 (LL. Euler, 1707 一 1783), 生 于 瑞士 的 一 个 牧师 家 庭 , 18 岁 开 
始 发 表 数 学 论文 , 19 岁 巴 塞 尔 大 学 毕业 , 是 约翰 :但 努 利 的 和 学生, 但 
他 的 工作 很 快 就 超过 了 老师 。1733 年 领导 俄国 彼得 堡 科学 院 高 等 数 
学 研究 室 , 一 生 为 人 类 留 下 886 篇 科学 著作 或 论文 , 是 古今 最 多 产 的 
作家 , 所 以 人 称 欧 拉 是 数学 界 的 莎士比亚 。 他 的 论文 于 1911 年 开始 
出 版 全 集 , 需要 出 100 大 卷 以 上 。 与 高 斯 (Gauss)、 歼 受 (Riemann) 齐 
名 而 被 公认 是 近世 三 大 数学 家 。 几 乎 数学 的 每 个 领域 都 留 有 欧 拉 的 
足迹 。 他 的 文章 表达 得 轻松 易 懂 , 总 是 津津 有 味 地 把 他 那 丰富 的 站 
想 和 广泛 的 兴趣 写 得 有 声 有 色 , 法 国 物理 学 家 阿拉 哥 (Arago) 谈 到 欧 
拉 举 世 无 双 的 数学 才能 时 说 :“ 他 做 计算 和 推理 毫 不 费力 , 就 像 人 们 
平常 呼吸 空气 或 雄 座 凭 空 展 妈 显 翔 一 件 。- 

他 在 科研 中 因 观 测 太阳 时 间 过 长 而 使 右 眼 失明 , 1766 年 左 眼 也 
睹 了 1! 在 双 目 失明 的 17 年 当中 , 只 赁 记忆 和 想像 加 上 他 人 帮助 把 他 
的 口授 笔录 下 来 , 完成 了 众多 科学 成 果 闭 述 。 

欧 拉 对 数学 教育 影响 之 大 超过 任何 人 ,他 的 三 部 教材 《无 穷 小 分 
析 引 论 》《 微 分 学 》 和 《积分 学 》 犹 如 初等 数学 中 欧 几 里 得 的 《几何 原 
本 》, 有 句 老 话说 得 准 : 自 1748 年 以 后 ,所 有 微 积 分 教科 书 , 基本 上 者 
是 抄袭 欧 拉 的 书 , 或 者 抄袭 那些 抄袭 欧 拉 的 书 。 他 的 三 部 大 作 , 把 前 
人 关于 微 积 分 的 发 现 加 以 总 结 定型 , 并且 充 满 了 欧 拉 目 己 的 见解 。 
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3 〇 图 论 篇 


欧 拉 是 彼得 堡 科学院 院 士 和 柏林 科学 院 院士 ;除数 学 之 外 , 还 深 说 
学 、 生 物 学 、 医 学 、 地 理 以 及 他 那个 时 代 的 全 部 物理 学 。 不 过 他 不 擅 
秤 信和 口才 , 和 伏 尔 泰 在 腓 特 力 大 帝 宇 廷 里 多 次 辩论 总 是 输家 , 他 一 
生 心 平 气 和 , 生活 安静 平淡 ,是 13 个 孩子 的 慈 父 , 他 是 图 论 、 拓 扑 学 、 
变 分 法 、 复 变 函 数论 和 流体 力学 的 开山 瞄 祖 。 


中 图 是 什么 


图 (graph) 这 个 字 在 我 们 这 里 与 平日 说 的 工程 设计 图 、 美 术 图 画 等 
所 用 的 图 字 舍 义 不 同 ;图 是 一 个 数学 名 词 , 直 日 而 言 ,所谓 一 个 图 是 指 
在 纸 上 男 了 7? 个 点 v1, v2 …, vx; 这些 点 的 位 置 可 以 任意 选 定 , 则 称 V 
= | vi, zz 为 顶点 集合 ,把 Y 中 的 一 些 顶 对 用 曲线 或 直线 段 连 
接 , 这 些 连 线 的 曲直 长 短 并 不 计较 , 设 这 些 连 线 为 el e,,…, e 则 称 五 
= {el, ez …, em| 为 边 集 合 , 顶 集 与 边 集 作为 一 个 整体 结构 , 称 为 一 个 
图 , 记 成 G(V, EF)。 

例如 七 桥 问 题 中 的 图 3-2 就 是 一 个 图 G(V,E), 其 中 V=1A， 
B,C, DI, 忆 = 1el, e2, e3, Ee4, es eo, e7|, e; 就 是 第 i 座 桥 , 图 3-2 中 
用 数字 i 表示 之 , i =1,2,…,7。 为 了 明确 V 是 G 的 顶 集 , 有 时 把 G 
的 顶 集 写成 V(G), E(G ) 亦 相似 理解 为 G 的 边 集 。 

把 图 上 的 每 边 都 加 上 表示 方向 的 箭头 , 则 称 此 图 为 有 向 图 , 每 边 
第 无 方 问 者 为 无 同 图 , 一 些 边 有 向 另 一 些 边 无 向 的 图 叫做 混合 图 。 
例如 七 桥 图 图 3-2 是 无 回 图 , 而 图 3-4 中 的 图 是 有 向 图 。 

和 在 有 加 图 中 , 一 条 有 回 边 箭 头 所 指 的 顶 叫做 该 边 的 头 , 此 边 另 一 
半点 叫做 该 边 之 尾 , 例如 图 3-4 中 国 是 顶 , 边 国 一 和 中 , 的 是 尾 , 全 是 

在 无 癌 图 中 , 边 的 两 个 端点 称 为 邻 顶 , 每 个 顶 都 与 其 余 的 顶 相 
分 时 , 称 该 图 为 完全 图 , 意 指 把 一 个 正 多 边 形 的 对 角 线 完全 和 画 出 的 
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图 ;如果 把 V(G ) 划 分 成 六 与 Y 两 个 非 空 
子 集 , X 中 每 对 顶 不 邻 , Y 中 每 对 顶 不 邻 ， 
则 称 此 图 为 二 分 图 , 意 指 例如 人 和 群 划 分 成 
男女 两 性 , 仅 在 异性 间 结 对 儿 跳 舞 , 如 果 
X 中 的 每 个 顶 丝 与 Y 中 每 顶 相 邻 , 则 称 此 
二 分 图 为 完全 二 分 图 , 意 指 每 女 与 每 男 都 
全 跳 过 舞 。 完 全 图 记 为 K,, n 是 预 数 , 完 
全 二 分 图 记 为 K,,,, m,n 分 别 是 X 与 Y 
中 顶 数 。 例 如 图 3-5 中 国 的 是 Ks;, 图 3-6 
画 的 是 Ka 3, 其 中 仗 顶 组 成 X 集 , 〇 顶 组 
成 了 集 。 

把 图 看 成 一 个 橡皮 绳 结 成 的 网 , 可 以 
随意 拉 伸 摆布 , 这 时 , 如 果 两 图 可 以 做 到 完 
全 重合 , 即 双方 顶 对 应 地 两 两 重合 , 边 对 应 
的 两 两 重合 , 则 称 两 图 全 等 或 同 构 , 记 成 

on 吃 , 例如 图 3-5 中 G1 竺 G; 呈 G3 生 K;, 图 
3-6 中 G4S2G QOK; 3。 
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3 〇 图 论 篇 


,两 个 令 人 失望 的 铺 


(1) 马 拉 姆 (Ulam) 猜 想 

G1, G2 是 两 个 图 ;, V (G1)= 和 vl, op va1,，V (G2) = fu, 
xp Un1, 7 这 3, 且 G1 一 wv; 旦 G, 一 wi;, t=1,2,.…,7, 则 Gj; 宇 G,, 
其 中 G1 一 vw 是 从 G1 中 删 去 顶点 v; 及 与 v; 相关 联 的 边 所 得 之 图 。 

乌拉 姆 猜想 的 实际 模型 是 :两 张 相 片 ,用 左手 播 住 左边 那 张 相片 
的 一 部 分 ,右手 插 住 右边 那 张 相 片 的 相应 部 分 , 例如 都 插 住 左 眼 ,能 
看 到 的 相片 的 大 部 分 形象 一 致 ,再 用 左右 手 分 别 措 住 两 相片 的 另 一 
对 相应 部 分 (例如 右 耳 ), 结果 能 看 到 的 相片 的 大 部 分 仍然 一 致 , 如 此 
轮 策 地 观察 各 次 相应 的 暴露 部 分 , 都 会 看 到 相同 的 形象 , 则 谁 都 相信 
两 张 相 片 是 同一 人 或 变 生 兄弟 的 留影 。 

己 拉 姆 猜想 是 1929 年 提出 的 , 也 许 正 因为 它 过 于 直观 可 信 , 证 
明 反 而 十 分 之 难 , 又 不 能 拿 它 当 公理 来 对 待 , 这 就 给 数学 家 们 出 了 一 
道 难题 , 很 多 知名 数学 家 都 无 法 解决 这 一 猜想 ! 虽然 它 未 必 难 到 令 
和 人 绝望 的 程度 , 但 想 用 手 和 笔 轻 易 写 出 其 证 明 , 恐怕 目前 还 是 不 现实 
的 。 

(2) 3z+1 可 题 

20 世纪 30 年 代 汉 煲 大 学 的 卡拉 兹 (Callatz) 提 出 一 个 猜想 : 


zo= nn0; no 是 自然 数 , 若 no 是 偶然 , 则 取 zi= 闻 , 若 ma 是 奇 


3z0 十 1 


数 ， 则 取 zx ZI 一 7 ;Xl 是 偶数 ， 则 取 zt2 = 1] 是 奇数 ， 则 了 到 2 


= 


, 如 此 进行 , 则 到 某 一 步 ,zs = 1。 
二 评 大 学 的 N. 永 内 达 (Nabuo Yoneda) 用 计算 机 检验 了 所 有 不 
超过 2” 1.2Xx102 的 自然 数 , 结果 都 符合 卡拉 兹 的 猜想 。 这 个 问题 
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,于 区 元 的 数 守 
”数学 聊 前 


在 数学 史上 病 得 沸沸扬扬 , 1950 年 , 卡拉 效 在 马萨诸塞 州 季 开 的 世 
界 数学 家 大 会 上 向 与 会 的 数学 家 公布 了 这 一 问题 , 后来, 耶鲁 大 学 的 
师 生 纷纷 讨论 这 一 狐 似 初等 的 猜想 ,但 谁 也 证 明 不 了 它 , 弄 得 很 多 学 
生 不 专心 上 课 , 一 心 冲击 3z +1 问题 ,有 人 戏称 抛 出 这 个 “ 鬼 猜 想 ” 的 
人 是 蓄意 延缓 美国 数学 教学 与 研究 工作 的 一 个 阴谋 。 著 名 的 图 论 学 
家 厄 尔 多 尔 (Erd6s) 指 出 :“ 数 学 还 没有 发 展 到 能 解决 这 个 问题 的 水 

如 果 把 一 批 自然 数 放 在 最 高 层 , 用 3x + 1 问题 的 规则 算出 第 二 
层 的 值 , 继而 算出 第 三 层 的 值 , 每 层 的 芒 都 是 顶 , 甲 数 算出 乙 数 时 , 则 
在 图 上 画 有 向 边 全 >@, 得 到 的 有 向 图 称 为 卡拉 北 有 疝 图 , 图 3-4 就 
是 一 个 卡拉 效 图 ;3zx +1 问题 即 猜 想 说 卡拉 效 图 的 最 撒 讨 是 项 山 。 


,0 握手 言 欢 话 奇偶 


(1) 晚会 上 大 家 握手 言 欢 , 握 过 奇 次 手 的 人 数 一 定 是 偶数 

事实 上 , 让 参加 晚会 的 每 个 人 都 报告 出 自己 握 过 手 的 次 数 , 设 参 
加 晚会 的 人 为 ul v2，…, v;, 他们 分 别 报告 说 握 过 4 (vi),…, dm ) 
次 手 , 则 a (vl) + d(v2)+… + qd(w,) 是 偶数 ,这 是 因为 每 当 有 两 人 
握手 , 则 他 们 对 总 和 4 (wi) +…+d (vw) 恰 提 供 了 数值 2。 不 妨 议 
ad(v1),…,d(v) 中 4d(vi),…,d (wi) 是 奇数 ,4d (ve+1), qd (ve+2),…， 
d (wv, ) 是 偶数 , 则 d (veri) + d(ver2) 十 … 二 d(w) 是 偶数 ,于 丰 
4d (vi) 十 … + d (vi) 也 是 偶数 ,而 4 (v1), dq(v,),…, d (vi ) 每 个 汉 奇 
数 ,所 以 它们 的 个 数 不 能 是 奇数 , 不 然 其 总 和 得 不 出 偶数 , 即 & 十 侦 
数 , 从 而 证 明了 握 奇 次 手 的 人 数 是 偶数 。 

若 把 1v1, v2，…, v| 视 为 一 个 图 的 顶 集 , 仅 当 vw; 与 vj 握 手 时 ， 
在 vw; 与 也 之 同 加 一 边 vwiv;， 则 得 到 一 个 图 G(V,E), vw; 握手 的 次 数 
即 与 它 关 联 的 边 的 条 数 , 我 们 称 d (wv;) 是 wv; 的“ 次数 "或 “度数 ”, 于 
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3 四 图 论 篇 


是 由 上 述 论证 知 
d(vi)+:…+d(v,) = 2e (3.1) 

其 中 s 是 G(V,EE) 的 边 数 。 公 式 (3.1) 是 Euler 1736 年 给 出 的 。 
从 此 还 可 以 得 出 奇 次 顶 的 个 数 是 偶数 。 

(2) 碳 氢化 合 物 中 氧 原 子 个 数 是 偶数 

以 每 个 原子 为 顶 , 每 条 化 学 键 为 边 , 构成 一 个 图 , 在 碳 氨 化合物 
中 碳 是 四 价 , 氨 是 一 价 , 故 只 有 "和 氢 原 子 顶 "是 奇 次 的 , 所 以 这 些 奇 次 
顶 个 数 是 偶数 , 即 碳 氨 化合物 中 氧 原子 个 数 是 偶数 。 

(3) 是 否 有 这 样 的 多 面体 , 它 有 奇数 个 面 ,每 个 面 有 奇数 条 楼 

假设 有 这 种 多 面体 , 以 其 每 个 面 为 项 , 使 当 两 面 有 公共 楼 时 , 在 
此 二 相应 的 项 间 连 一 边 , 构成 图 G(V, EE), 于 是 V(G) 中 元 素 个 数 
是 奇数 , 而且 每 个 4 (也 ) 皆 奇数 , wE V(G), 与 奇 次 项 个 数 是 偶数 相 
违 , 可 见 没 有 奇数 个 面 每 面 奇数 条 楼 的 多 面体 。 

(4) 两 个 人 或 两 人 以 上 的 人 群 中 , 必 有 两 个 人 在 此 人 群 中 的 朋 
友 数 一 样 多 

以 人 为 顶 , 仅 当 二 人 为 朋友 时 , 在 此 二 人 之 间 连 一 边 , 得 一 " 友 语 
图 "G(V,E), 设 了 = io v2，…, vn1, 不 妨 设 各 顶 的 次 数 为 d (wi) 
qd (vz) 二 … 三 d(v,), 如果 等 号 音 不 成 并 , 即 

d(vi)<d(v)<d(v3)<…<d(v,) 

QD 若 4(v,)= nn 一 1, 则 每 个 顶 比 与 ww 相 邻 ,于 是 gaCo1) 之 1 
d (vz) 之 2,…, d(v,) 宇 n, 与 4 (vw,)=n 一 1 相 违 。 

@ 若 d(w,)<n-1, 由 于 d(vi)<d(v)<…<d(v,), 所 以 ， 
d (vi)>0, 4d (vw ) 之 1, Co3) 二 2 d(v,) 之 n —1, Sa(v,)<n-1 
相 违 。 

至 此 知 4 (v1) 志 4d (vz) 二 … 二 4d (wv) 中 至 少 有 一 处 等 号 成 并 , 即 
有 两 人 朋友 数 一 样 多 。 
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数学 聊 裔 


.好 a 


,| 伤 嘴 老 鼎 哪里 天 


一 只 老鼠 想 在 3xX3x3 的 立方 体 点 心 堆 上 咬 出 一 条 洞 , 这 个 洞 
通过 1x1Xx1l 的 27 块 小 立方 体 的 中 心 各 一 次 , 假设 它 是 从 大 立方 体 
的 一 角 咬 起 的 , 它 从 一 块 1x1x1 的 小 点 心 的 中 心 沿 与 某 侧面 正 交 的 
方 巾 同 邻近 的 未 尝 过 的 小 点 心 块 咬 去 , 只 进 不 退 , 问 它 能 否 尝 遍 27 
块 小 点 心 后 藏 在 大 立方 体 中 心 ? 

我 们 把 图 3-7 所 示 的 点 心 上 27 块 小 立方 体 
分 成 两 尖 , 一 类 用 @ 〇 标志 , 一 类 用 义 标 志 。 大 立方 
体 中 心 处 那 小 块 也 标 以 〇 型 ; 构造 一 图 
G(V,E),V=XUY, 其 中 XX 是 X 型 小 了 立方体 

结 成 的 集合 , Y 是 〇 型 小 立方 体 组 成 的 集合 ; 仅 
当 两 个 小 立方 体 有 公共 侧面 时 , 在 两 顶 间 连 一 边 ; 
册 在 老鼠 开始 咬 的 那 块 小 点 心 与 大 立方 体 中 心 那 
块 小 点 心 之 间 加 一 条 边 , 则 G 是 27 顶 的 二 分 图 。 

问题 问 的 是 G 是 否 有 舍 27 个 顶 的 圈 。 

有 所谓 圈 是 指 图 上 的 一 条 闭 曲 线 , 其 上 的 每 顶 仅 通过 一 次 即 可 把 
它 男 出 。 例 如 图 3-2 的 七 桥 图 上 A1C3B4D6A 就 是 一 个 圈 ( 其 上 还 
有 别 的 圈 )。 

我 们 困 二 分 图 时 ,把 X 集 的 顶 画 在 上 层 , Y 集中 的 顶 画 在 下 层 ， 
如 果 此 图 中 有 圈 C, 设 zxoEX 在 C 上 , 则 从 ze 出 发 沿 C 行走 一 定 
是 (从 zo 下 沉 , 上 升 ), (下 沉 , 上升),…,( 下 沉 , 上 升 到 zo), 可见 C 
有 偶数 条 边 , 即 二 分 图 中 无 奇数 个 顶 的 圈 。 

我 们 上 述 的 “ 鼠 洞 图 "G 是 二 分 图 , 所 以 不 会 有 含 27 个 项 的 图， 
可 见 老 鼠 不 可 能 藏 在 大 立方 体 的 中 心 , 它 只 能 吃 遍 点 心 后 逃 之 天 天 
或 当场 被 擒 。 
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3 〇 图 论 篇 


顺 着 老鼠 前 进 的 路 径 看 , 它 咬 出 的 洞 上 通过 的 小 点 心 抉 都 是 一 
次 性 的 ;一 般 地 , 在 一 个 图 上 男 一 曲线 , 其 起 止 顶 点 不 同 , 且 其 上 的 顶 
篆 通 过 一 次 , 这 一 曲线 称 为 图 的 一 条 轨道 , 记 成 P(u, wv),w 与 ov 是 
轨 P 的 起 止 顶 ,一 个 图 如 果 任 二 顶 间 丝 有 轨 相 连 , 则 称 其 为 连通 图 。 


J ,0 一 辆 车 跑 这 村 村 守 守 


我 们 把 完全 图 的 每 边 用 红 绿 两 种 颜色 之 一 任意 染色 , 把 红 边 擦 
掉 ( 保 留 问 点 ) 得 绿 边 图 G1 ,把 绿 边 按 掉 得 红 边 图 G,, G1 或 Gs 中 可 
能 有 孤立 顶 或 互相 不 连通 的 几 “ 片 儿 ”, 每 一 片 作为 一 个 子 图 都 是 连 
通 的 , 上述 Gi 与 G, 称 为 互补 图 , 它们 并 在 一 起 正好 是 原来 的 那个 
完全 图 ;如 上 所 说 , Gj 或 Gs 不 一 定 全 是 连通 的 ,也 可 能 全 是 连通 的 ， 
例如 在 图 3-8(a) 中 的 G1 与 G; 都 是 连通 图 ,图 3-8(b) 中 的 G1 与 Ga 
中 Gi 不 连通 , G; 有 三 个 连通 片 ,其 中 一 个 是 孤立 项 。 所 谓 连 通 片 是 
一 个 不 连通 图 的 几 个 子 图 ,它们 每 个 都 连通 , 彼此 却 不 连通 。 


两 个 互补 图 之 中 , 至 少 一 个 是 连通 的 。 
事实 上 , 不 妨 设 绿 图 G1 不 连通 , 只 从 证 红 图 G, 连通 。 厂 这 时 
Cr 也 ,不 连通 , 设 (Cr21， (22 ， “"", Gz 是 (> 的 全 体 连 通 片 ， ww 之 2， 任 取 
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u,v 两 顶 ,者 u,vE Co2i ， i0E 11,2,…,w|, 再 取 wE€ C2i ， 1 息 1， 
2, ,oz 天 让 , 则 边 ww, vw EE(GI), 于 是 在 绿 图 Gi 中 尺 与 vw 
有 绿 轨 相 连接 , 夺 u,v 在 G; 分 属 两 个 连通 片 , 则 边 wv 是 绿色 的 ， 
u,v 之 间 也 有 绿色 轨 相 连接 , 总 之 对 于 任 二 顶 x, v, 都 有 绿 轨 连接 ， 
故 绿 图 G1 连通 ,与 G1 不 连通 逆 盾 , 故 G; 连通 。 

如 宁 G 与 互 是 两 个 图 , 且 V(G)= V(H), E(H) 守 EE(G), 则 
称 五 是 G 的 生成 子 图 ;互补 的 图 部 是 相应 的 完全 图 的 生成 子 图 。 

村 镇 大 干 , 任 两 个 村 子 之 间 都 修筑 了 公路 , 有 的 两 村 之 间 是 二 
公路 , 有 的 两 村 之 间 是 四 级 公路 , 规定 汽车 只 在 二 级 公路 上 行驶 , 拖 
拉 机 只 在 四 级 公路 上 行驶 , 问 是 否 乘坐 汽车 或 拖拉 机 中 的 一 辆 车 即 
可 到 达 每 个 村 子 ? 

答案 就 在 上 述 论 证 之 中 ,一 辆 和 车 跑 壳 村 村 符 具 。 


9 六 有 告 图 峻 人 雄 图 


同学 甲 : 你 看 我 在 纸 上 任 意 男 了 一 些 直 线 , 把 平面 划分 成 右 干 区 
域 ,给 你 绿 、 红 两 色彩 笔 ,能 把 每 区 缘 染 上 一 种 颜色 , 县 使 邻 区 异 色 
吗 ? 

同学 乙 :当然 能 , 不 信 你 听 我 说 。 

事实 上 , 我 们 以 区 域 为 顶 , 仅 当 二 区 域 有 公共 边界 时 , 在 此 二 顶 
点 则 连 一 边 , 且 使 这 一 边 与 你 画 的 十 线 只 一 个 交点 。 得 到 了 一 个 图 
G ;十 是 G 中 不 会 有 奇数 条 边 围 成 的 所 博 奇 圈 , 这 种 图 必然 是 二 分 
图 , 也 称 肉 雄 图 , 即 VCG) 可 划分 成 两 个 子 集 X 与 了 , X 中 顶点 两 两 
不 相 邻 (不 相爱 ), Y 中 顶 两 两 不 相 邻 (不 相爱 ), 这 时 , 把 X 中 顶 缘 梁 
成 红色 , Y 中 了 顶 篆 染 成 绿色 , 则 邻 顶 异 色 , 即 邻 区 异 色 了 。 

同学 甲 ; 为 什么 没有 可 圈 的 图 一 定 是 二 分 图 呢 ? 

同学 乙 : 这 一 点 很 容易 理解 , 例如 四 边 形 ABCD 是 一 个 偶 圈 , 即 
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3 图 论 篇 


有 四 条 边 (偶数 条 边 ) 围 成 , 1 A, D} = X, 1B， 
Ci = Y, 就 识破 它 的 “二 分 性 ”7 , 如 图 3-9， 
事实 上 偶 圈 上 的 顶 为 v1, vs,…, v2x 时 , 令 闵 
= | v1, vas Vag 11, Y= 4 V2g!, 
即 可 把 项 一 分 为 二 , 使 X 中 的 顶 两 两 不 邻 ， 
Y 中 亦 然 。 

同学 甲 : 你 这 不 算 证 明 , 至 多 能 算 个 说 
明 。 图 3-9 

同学 乙 : 那 就 让 我 证 明 给 你 看 。 

我 们 约定 d(w, wv) 表示 两 顶 w, zw 的 距离 , 即 连 接 w 与 v 的 轨道 
中 的 边 数 最 少 者 的 边 数 。 不妨 设 G 是 连通 图 , 任 取 v1. EV(G), 令 

X= iw|wEV(G),d(vi, w) 是 偶数 | 

Y= jw|wEV(G), qd(vi, w) 是 奇数 | 
则 UY= V(G), XN 站 Y= 名, 任 取 x, vEX, 我 们 来 证 ,wv 不 相 
邻 , 设 Pi(ui, x) 是 从 vi 到 x 的 最 短 轨 , Pp(vi,v) 是 从 wi 到 w 的 
最 短 轨 , 又 设 xi 是 P 与 P, 上 最 后 一 个 公共 顶 , 由 Pi 与 P, 的 最 短 
性 质 , 故 P; 上 一 段 Pii(wvi, Ui) 与 P: 上 一 段 Pyi(wi， u1 ) 等 长 ,上 且 是 
vi 到 wi 的 最 短 轨 , 又 Pi 与 P; 之 长 是 偶数 , 从 而 Pi 上 一 段 
Piz(ui, zx) 与 P: 上 一 段 P2z(xi vv) 有 相同 的 奇偶 性 , 奋 w 与 v 相 邻 ， 
则 由 P,、P2 及 边 wv 围 成 的 图 是 奇 圈 , 与 G 中 无 奇 圈 政 盾 , 故 六 中 
的 任 二 顶 不 邻 , 同 理 Y 中 任 二 项 不 邻 , 可 见 无 奇 圈 的 图 是 二 分 图 。 

前 面 我 们 已 经 讲 过 , 二 分 图 无 奇 圈 , 所 以 二 分 图 的 充分 必要 条 件 
是 无 奇 圈 。 

同学 甲 ;你 还 欠 证 明 开 始 时 以 区 域 为 项 的 那个 图 G 中 确 无 奇 圈 
|! 

同学 乙 : 这 个 容易 。 如 果 那 个 图 G 中 有 奇 圈 C, 由 于 G 的 每 边 
当初 造 G 时 是 与 你 画 的 直线 仅 一 个 交 扣 , 于 是 C 与 你 画 的 直线 一 共 
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只 有 奇数 个 交点 , 但 与 这 个 圈 相 区 的 每 百 线 与 圈 的 交点 是 偶数 个 , 予 
盾 ! 所 以 G 中 不 会 有 奇 圈 。 

同学 甲 ;谢谢 你 的 严格 证 明 ; 看 起 来 只 靠 直 观 和 说 明 还 不 算是 数 
学 , 数学 的 魅力 出 自 它 的 严格 性 。 

同学 乙 : 数 学 的 一 个 无 可 置疑 的 特征 是 , 它 实 际 上 是 一 种 不 可 比拟 
的 严格 语言 ! 每 个 数学 家 都 警惕 地 守卫 着 他 们 的 科学 的 严格 性 , 在 不 
够 严格 的 问题 出 现时 , 他 们 互相 之 间 半 点 也 不 宽容 。 


DUE 


树木 森林 是 生态 平衡 的 基础 , 风调雨顺 消 灾 繁荣 的 保障 , 世上 找 
不 出 不 喜欢 树 的 人 。 现 在 我 们 数学 地 研究 树 的 性 质 和 应 用 , 树 在 数 
学 家 的 心目 里 是 一 个 重要 的 数学 关键 词 ,但 它 的 原型 就 是 窗外 一 标 
棵 梳 繁 叶 谍 的 绿色 树木 , 我 们 只 不 过 用 大 画家 毕加索 的 名 男 《 公 午 》 
的 创作 手法 进行 特征 提炼 来 定义 树 。 

无 圈 连 通 图 称 为 树 , 一 次 顶 称 为 叶 , 每 个 连通 片 告 树 的 不 连通 图 
叫做 林 。 

屋 有 丰富 的 数学 性 质 。 

(1) 树 有 了 叶 

考虑 顶 数 不 少 于 2 的 树 下 , 一 方面 , 如 果 它 没有 叶 , 则 是 一 个 每 
顶 次 数 至 少 为 2 的 连通 无 圈 图 ; 男 一 方面 , 任 取 两 项 ux, v€ V(T)， 
设 P(wu, vv) 是 从 到 w 的 最 长 轨 , 则 由 d(w) 之 2, 还 有 一 条 边 e 不 在 
P(u,v) 上 ,e 的 男 一 症 w 一 定 在 P(wu,v) 上 ,不 然 P(w, vv) 还 可 以 
延长 ,与 P(u, wv) 的 最 长 性 相 违 ;由 w 在 P(u, wv) 上 可知 , 全 上 有 图， 
与 是 树 相 违 , 故 上 有 一 次 项 , 即 树 上 有 了 叶 。 

设 e 是 树 工 的 边 数 ,vy 是 其 顶 数 , 则 有 公式 

ey—1 (3.2) 
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3 四 图 论 篇 


公式 (3.2) 的 证 明 很 朴素 :因为 荆 有 叶 , 设 vi 是 研 的 叶 , 从 本 
上 删除 vi, 则 与 v1 相关 联 的 那 条 边 也 随 之 消失 , 于 是 全 减少 了 一 边 
一 顶 ; Ti = 工 - ui 仍 是 树 , TI 有 时 v2, T=T -zz 则 厂 比 开 少 
一 边 一 顶 , 如 此 继续 往 下 揪 叶 , 由 于 顶 的 有 限 性 , 揪 去 v -1 个 顶 后 ， 
本 损失 了 y 一 1 条 边 , 这 时 只 一 个 顶 vw 而 无 边 了 ,所 以 e=v 一 1。 

从 (3.2) 可 以 推导 出 不 止 一 个 顶 的 非 退化 树 全 至 少 两 个 叶 , 而 
且 恰 有 两 个 叶 的 树 是 一 条 轨 。 

事实 上 ,若非 退化 树 工 只 一 个 叶 , 则 


2e = Dad) 2 -1D) +1 
2e 之 2(yv -1)+1=2v-1 
1 
EeE 之 YY 一 7 
此 与 s=y 一 1 矛盾 。 所 以 下 至少 两 叶 。 
若 工 只 两 个 时 , 其 余 顶 的 次 数 不 小 于 2, 于 是 2e = 2)d(w) = 


2(v 一 1), 于 是 非 叶 顶 次 数 之 和 为 2v 一 4=2(y 一 2), 可 见 非 叶 顶 每 个 
次 数 都 不 超过 2, 即 每 个 非 叶 顶 次 数 恰 为 2, 故 工 是 一 条 轨 。 

公式 (3.2) 很 有 用 , 下 面 是 它 的 一 些 推 论 。 

推论 1 e 是 树 人 下 上任 一 边 , 则 工 - e 不 连通 。 

事实 上 ,个 有 vv 一 1 条 边 ,于 是 开 -e 有 vv-2 条 边 , 但 仍 是 个 
顶 , 且 人 -ee 仍 无 圈 , 如 果 休 =- e 连通 , 则 它 是 树 , 应 有 vy 一 2=y 一 1， 
了 矛盾 ,所 以 人 -ee 不 连通 。 

推论 2 工 是 树 ,在 工 上 添加 一 条 边 e, 则 工 +e 恰 售 一 个 圈 。 

下 满足 顶 数 比 边 数 多 1, 又 添 一 条 边 , 则 T+ e 不 满足 公式 
(3.2), 所 以 工 +e 不 再 是 树 , 连通 图 了 添加 边 后 当然 还 是 连通 的 , 叉 
不 是 树 , 所 以 T+e 上 有 圈 ; 如 果 荆 +e 有 两 个 圈 , 则 (下 +e) 一 e= 开 
上 无 圈 ; 另 一 方面 , T+e 这 两 个 圈 都 含 e, 去 掉 e 后 , 变 成 了 一 个 大 
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图 , 与 了 上 无 圈 矛 盾 , 所 以 工 +e 上 仅 一 圈 。 
推 伦 3 么 CnH, 中 C 是 4 价 ,H 是 1 价 , 价 键 不 构成 回路 , 则 对 
每 个 目 然 数 mm, 仅 当 n=2m +2 时, 化合物 C,H, 才 可 能 存在 。 
事实 上 , 把 碳 、 氨 原子 看 成 一 个 图 G 的 顶 , 价 键 视 为 边 , 则 此 图 
m+n 个 顶 , 又 无 回路 , 则 是 树 , 其 边 数 是 顶 数 减 1, 即 边 有 m+n-1 
条 , 另 一 方面 ， >，d(V) =4z +7=2(m + -1), 从 而 n=2m 


VEV(G) 


+2, 妈 =2m+2 是 C,H, 存在 的 必要 条 件 。 

图 论 在 化 学 上 有 大 用 处 ,有 一 门 称 为 “分 子 拓扑 学 "的 学 科 , 就 是 
用 图 论 的 方法 研究 化 学 分 子 结 构 的 。 

(2) 树 是 同 顶 数 连通 图 中 边 数 最 少 者 

对 于 项 数 相同 的 两 个 连通 图 G 与 ,其 中 工 是 树 , 如 果 G 也 是 
树 , 则 G 与 了 的 边 数 相 等 , 都 是 顶 数 减 1; 如 果 G 不 是 树 , 则 G 中 有 
图 , 从 圈 上 删除 边 ej 后 , G - el 仍 连 通 , 这 时 G 至 少 减少 了 一 个 圈 ， 
用 删除 圈 上 边 的 办 法 有 限 次 , 可 得 一 个 无 圈 连 通 图 Gy: = G -el - 
e2… 一 ep, 好 G4 是 树 , 与 代 有 相同 的 边 数 ,而 G 比 G 的 边 多 k 条 ， 
所 以 G 比 末 边 多 。 

树 上 边 边 是 桥 。 

所 谓 桥 , 是 指 连 通 图 的 一 条 边 , 删除 它 之 后 该 图 就 不 连通 了 。 


), | 一 共生 成 儿 标 树 


(1) 生成 一 棵 树 要 做 些 什 么 

如 果 一 个 图 G 的 生成 子 图 是 一 棵 树 工 , 则 称 全 是 G 的 生成 树 ， 
也 称 为 支撑 树 。 

一 个 图 G 十 连 通 图 的 充 要 条 件 是 G 有 生成 树 。 

事实 上 , 因为 树 是 连通 的 , 知 G 有 生成 树 , G 显然 是 连通 图 ; 反 
之 ,大 G 是 连通 图 , 前 面 我 们 已 经 做 过 , 用 删 去 G 中 国 上 的 边 的 办 法 
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3 加 图 论 篇 


则 可 得 到 G 的 一 个 生成 树 。 至 此 证 明了 图 连通 与 该 图 有 生成 树 等 
价 。 

但 具体 找 一 棵 生成 树 时 , 却 不 能 用 在 该 图 上 从 图 上 删 边 的 办 法 
办 ,事实 上 , 找 出 图 上 的 圈 绝 非 易 事 ,下面 我 们 模拟 自然 界 中 一 樟树 
的 生长 过 程 , “仿生 "地 生成 一 棵 文 撑 树 . 

DD 任 取 一 顶 wuEV(G), 其 中 G 是 连通 图 。 

四 把 与 vi 关联 的 边 及 其 端点 全 染 成 绿色 , 得 一 小 树 Ti。 

四 选 Ti 的 一 个 叶 wm v2 在 G 中 的 次 数 不 小 于 2, 把 与 v2 关联 
的 边 中 一 端 无 色 的 一 条 边 及 其 无 色 端 点 染 成 绿色 得 树 T:。 

由 逐次 依 上 述 方式 染 绿 一 些 边 和 顶 , 直至 染 绿 了 ，- 1 条 边 为 
止 ,其 中 是 G 的 顶 数 ,绿色 子 图 即 为 G 的 一 覃 生成 树 。 

在 现代 数学 当中 , 把 一 组 有 穷 的 操作 步骤 叫做 一 个 算法 ;我 们 不 
再 把 算法 仅仅 理解 为 算术 或 代数 等 运算 法 则 了 ,还 要 承认 有 (例如 上 
述 求 取 生 成 树 的 ) 所 谓 行为 算法 。 

(2) 完全 图 有 几 棵 生成 树 

入 ABC 的 生成 树 共 3 标 , 见 图 3-10。 


AAA 


图 3-10 


Ks 的 生成 树 共 16 棵 , 见 图 3-11。 

请 读者 动手 画 出 Ks; 的 所 有 的 生成 树 。 

我 们 经 验 地 归纳 一 下 :; Ks 的 生成 树 个 数 是 3=3 3“, Ks 的 生成 
树 的 个 数 是 16=4: 习 ,猜想 KK; 的 生成 树 个 数 为 9 一 = 125 个 , Ke 的 
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生成 树 则 有 6 = 1296 个 。 对 一 般 情形 , 数学 家 凯 莱 (Cayley) 证 明 
了 了 天。 生成 树 的 个 数 为 
r(K,)=n" 


= lL [TIX 
XX XNA 
~ NAL AY 


图 3-11 
于 是 r( Kio) = 10, 一 个 小 小 的 十 项 图 ， 竟 有 一 亿 樟 不 同 的 生成 
树 。 如 果 有 人 要 求 我 们 画 出 Kio 的 全 体 生成 树 , 每 页 纸 上 画 十 棵 , 需要 
一 干 万 张 纸 , 我 们 哪 有 这 么 多 钱 去 买 这 么 多 纸 ! 我 们 哪 有 这 么 多 工夫 
去 加 这 么 多 树 ! 我 们 已 经 领教 了 一 个 图 中 所 含 的 信息 量 是 多 么 丰富 。 


今 欲 修筑 连通 ”个 城镇 的 公路 网 , 已 知 各 城 之 间 的 公路 段 之 造 
价 , 设计 一 个 筑 路 选 线 方案 , 使 得 总 造价 最 低 。 

这 个 实际 问题 的 数学 模型 是 以 各 城 为 顶 构 作 一 图 , 当 两 城 之 间 
可 以 筑 路 时 , 在 两 城 之 间 连 一 边 , 再 以 此 段 路 的 造价 为 该 边 之 “ 权 ” 
于 是 得 到 一 个 加 权 连 通 图 G(V, 已 ), 我 们 的 任务 是 求 G 的 一 棵 在 其 
全 体 生成 树 当 中 总 权 最 小 的 生成 树 。 

上 面 我 们 已 经 讲 过 , 一 个 不 大 的 图 的 生成 树 的 个 数 也 可 以 是 一 
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3 图 论 篇 


个 不 可 提 措 的 天 文 数字 , 例如 100 个 顶 的 完全 图 的 生成 树 的 个 数 葛 
是 个 197 位 数 ! 如 果 先 求 出 一 切 生成 树 , 再 从 中 挑选 权重 最 小 者 , 这 
种 办 法 只 有 轧 公 才 会 采用 。 下面 我 们 给 出 一 种 有 效 快 捷 的 算法 ,来 
求 取 任 一 连通 图 的 权 最 小 的 所 谓 最 优生 成 树 , 指导 思想 是 逐次 删除 

OD 在 G 中 取 权 最 大 的 边 el, 仅 当 el 为 桥 , 把 el 染 成 绿色 , 令 G1 
一 人 一 2elo 

在 G1 中 取 权 最 大 的 边 el, 仅 当 es 是 G1 某 连 通 片 的 桥 时 , 把 
C7 浴 成 绿色 , 令 今 CG» 三 (71 一 如 7o 

图 反复 上 述 过 程 , 直到 得 到 一 个 绿色 子 图 T, 工 即 为 G 的 最 优 
生成 树 , 见 例 图 3-12, 其 中 粗 实 线 是 绿色 的 最 优生 成 树 之 边 ; 最 优生 
成 树 总 权重 为 9。 


党 今 休 才 - 
生生 


图 3-12 


) ' | 树 上 密码 


收报 机 滴 滴 作 响 , 我 军 收 到 司令 部 来 电 , 电码 抄 收 如 下 
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好 瑟 [的 数 
- 2 一 数学 聊 裔 


111011110100101010000001000101010000101 
敌 车 可 能 也 同时 收 到 这 一 电码 , 但 没 等 敌 方 破译 出 我 方 密 电 内 

容 , 我 车 已 行动 在 先 , 一举 活捉 了 敌 军 司 令 , 原来 我 司令 部 的 保险 柜 
中 有 一 张 树 密码 图 如 图 3-13, vo, 是 树 根 , 向 下 生长 每 当 分 又 时 , 恰 分 
成 两 叉 , 且 左 标 0, 右 标 1, 这 两 个 生出 的 顶点 称 为 兄弟 , 在 它们 上 方 
的 分 又 顶 称 为 它 俩 的 父亲 。 它 有 8 个 叶 , 从 左 到 右 依次 是 a, f, g， 
h,i,n,X,z, 从 根 到 a 叶 的 唯一 轨 上 的 码 为 000, 称 为 此 叶 的 前 绥 
码 , 写成 a =000, 于 是 A=00l, g =010, 有 =011,1i=100,n=101,x 
=110, xz=111。 所 以 从 此 树 上 唯一 确定 出 电码 译文 为 

Zhiximng A fangan 

执行 A 方案 


000 001 010 0 100 101 110 1 
图 3-13 


如 采 国 一 棵 有 26 个 叶 的 二 叉 树 , 则 每 个 拉丁 字母 a ,b,c,…, x 
yz 首 有 确定 代码 ,于 是 每 句 话 都 可 变 成 0- 1 电码 。 

可 以 看 出 26 个 叶 的 二 又 树 的 个 数 非常 之 多 , 对 方 是 很 难 搞 清 我 
们 用 的 是 哪 一 个 二 又 树 发 的 报 , 进而 也 就 不 易 破 译 我 方 密码 了 。 以 
图 3-13 为 例 , 还 可 把 例如 最 右 侧 的 两 个 叶 移 到 最 左 侧 的 那个 叶 的 下 
方 , 作为 最 左 侧 那 个 叶 分 又 出 的 两 个 儿子 , 变 成 图 3-14。 

用 图 3-14 抄 出 的 电码 为 

110101010111000010000000100001000010000100 
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3 〇 图 论 篇 


名 7 n 总 
(0 ) 001 010 011 100 101 


图 3-14 


我 方 仍 可 译 出 “执行 A 方案 ”, 不 过 这 次 翻译 要 用 图 3-14, 用 哪个 二 
叉 树 发 报 和 收 抄 翻译 , 我 方 要 事先 约定 。 

密码 要 具有 己方 易于 翻译 , 敌 方 难以 破译 的 特点 。 我 们 介绍 的 
只 是 一 种 很 简单 的 密码 , 在 实际 使 用 中 ,还 必须 再 子 “ 加 密 ” 才 能 增加 
保密 性 。 历 史上 , 由 于 密码 被 敌 方 破译 而 吃 败 仗 的 例子 很 多 , 例如 第 
二 次 世界 大 战 中 ,日军 司 令 海军 大 将 山本 五 十 六 偷 认 中 还 岛 美 军 的 
部 署 密码 被 美军 破译 , 美军 事先 在 中 途 岛 海面 设 下 埋伏 ,一 举 击 沉 晶 
军 “ 赤 城 "“ 加 痪 "“ 若 龙 ”、“ 飞 龙 ” 四 艘 航空 母 舰 , 日 本 海军 从 此 一 明 
不 振 。 之后, 山本 五 十 六 到 南 太 平话 督 成 的 密 电 又 被 闫 千 破 去, 他 的 
专机 锌 美 车 准备 好 的 大 批 成 斗 机 帘 去 , 山本 雍和 喘 鱼 腹 , 结束 了 他 罪 肪 
的 一 生 。 

保密 通信 上 自古 有 之 , 相传 安徽 省 凤 阳 县 的 农民 朱元璋 等 人 于 中 
秋 市 前 夕 把 “ 杀 鞭 子 ” 的 纸 条 包 在 月 饼 里 ,号 召 各 家 各 户 共 挥 统治 汉 
人 的 绽 族 区 子 , 后 来 朱元璋 有 果真 推翻 元 瑚 统治 , 建立 了 明天 , 目 称 明 
太 祖 。 又 一 传说 云 , 北宁 年间, 辽 国 奸 细 王 钦 寿 打 入 宋朝 内 部 “中 
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底 ”, 家 至 " 酌 密 使 , 辽 国 为 了 送 密 信 给 王 时 逃 避 路 上 一 碍 , 竟 把 传 书 
人 的 大 腿 切 开 , 把 密 件 腾 丸 塞 入 大 腿 的 肌肉 里 , 等 腿 伤 痊愈 后 , 再 去 
宋 绷 , 见 到 王 钦 奉 ,此 人 把 腿 切 开 , 把 密 件 交 王 执 行 ! 当年 人 们 的 数 
学 水 平 低 , 传输 技术 差 , 竞 用 这 般 落 后 乃 全 野蛮 的 方式 来 传递 密 件 ! 


,二 追捕 逃犯 


逃犯 硅 干 ,在 公路 网 上 逃窜 , 问 最 少 派 几 名 刑警 , 才能 保证 把 逃 
犯 全 部 抓获 归案 ?或 日 纵横 交错 的 河道 中 有 大 鱼 夺 干 条 , 渔 箱 最 少 
要 准备 几 张 与 河面 一 样 宽 的 渔网 ,才能 把 这 些 鱼 全 檬 上 来 ? 

我 们 把 上 述 会 路 网 或 河道 网 视 为 一 个 无 回 图 G, 所 需 刑警 的 最 
小 值 记 为 h(G)。 

如 有 果 G 是 一 条 轨道, 只 要 一 名 持 枪 刑 辕 从 此 轨 的 一 病 同 丈 一 嫂 
奶 捕 即 可 , 即 疡 ( 轨 )=1。 

如 果 G 是 一 个 圈 C, 则 派 一 刑警 在 C 上 一 个 顶 处 堵截 , 这 个 图 
已 被 切断 成 一 轨 , 所 以 还 需 男 一 刑警 参加 但 捕 , 即 h( 圈 ) =2。 

如 果 G 是 星 形 图 , 即 G 是 只 一 个 顶 不 是 叶 的 树 , 则 一 刑警 在 星 
的 非 叶 顶 处 墙 截 , 另 一 刑警 辽 条 边 进行 退 捕 即 可 , 即 及 ( 星 ) =2。 

下 面 用 捞 鱼 的 语言 来 谈 ( 更 方便 一 些 ), 确 知 无 鱼 的 边 称 为 0 型 
边 ,不知 是 否 有 鱼 的 边 称 为 1 型 边 。 与 一 顶 关 联 的 边缘 0 型 时 , 该 顶 
处 的 渔网 可 以 拿 走 用 于 他 处 , 与 一 顶 关 联 的 边 中 只 一 条 1 型 边 , 则 可 
把 该 项 上 的 网 沿 此 1 型 边 拖 至 邻 顶 ,以 上 两 种 动作 称 为 在 该 项 上 “起 

图 G 上 添加 一 条 边 e 后 得 G+ e, 显然 有 h(G) 志 Ah(G+e)。 对 
于 完全 图 K,, 先 从 其 一 项 v 用 nn 一 1 张 网 沿 与 之 关联 的 n -1 条 边 
拖 至 v 的 各 邻 顶 , 则 这 些 边 全 成 了 0 型 边 ,是 得 到 了 由 1 型 边 组 成 的 
K, -1, 这 开 。1 上 每 项 处 有 一 张 网 堵截 , 再 拿 一 张 网 来 , 在 此 K,_1 上 
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3 〇 图 论 篇 


逐条 边 拖 揽 一 壳 即 可 , 由 此 可 知 h(K,) 二 nn, 而 且 
6(G)ER(G)EA(G)+1 

其 中 6(G) 与 人 (GG) 分 别 是 G 中 顶 的 最 小 次 数 和 最 大 次 数 。 

下 面 着 重 讨论 所 谓 “ 树 上 追 逃 ”, 不 妨 设 树 工 不 是 轨 有 是 上 无 一 
次 顶 , h( 丁 ) 的 求法 如 下 ， 

OD 把 工 的 叶 全 删 除 得 树 人 Tj, 寿 Ti 是 一 条 轨 或 一 个 顶 , 止 ; 否则 
执行 @。 

@ 用 Ti 扮演 全 的 角色 ,执行 @。 

反复 执行 @ 与 @, 止 时 , 奉 被 删 过 叶 的 树 共 有 棵 , 则 


h ( 全 ) 二 中 十 | 。 
例如 图 3-15 上 可 以 给 出 To 具体 的 奶 捕 过 程 。 
“ON ----- OO 
| 4 i2 ul \ | 
| } | 
Ww I 
\ A 一 一 一 一 一 人 
~ 
w Dw 
3-15 


第 一 批 删除 的 呈 是 wi, twz, za, wa ws woes Ww7， tw8g, tw9, 是 沿 
用 虚线 的 那个 较 大 的 圈子 把 它们 甬 挥 的 ;第 二 批 删除 的 叶 是 vi, v，， 
v3, v4, 是 沿 较 小 的 虚线 圈子 把 它们 甬 挥 的 ;至 此 得 一 轨 wiwu2, 止 ,于 
是 h(To)=2+1=3, 即 用 三 张 网 即 可 把 此 树 状 河道 中 的 大 鱼 全 部 捞 
出 。 

捕捞 过 程 是 ;在 xi 处 截 一 网 , 在 vi 处 截 一 网 , 再 用 第 三 张 网 在 
边 mwi rul, viw2 上 拖网 把 vj wj, viwz 变 成 0 型 边 ;这 时 ml 起 网 ,把 
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帘 在 那儿 的 网 拖 至 MU 1 处 ， UV] 恋 成 零 型 边 ， Ul 处 留 下 一 网 堵截 ， 也 > 
处 插 一 网 堵截 与 上 面 过 程 相似 地 把 vw3v;rws 变 成 0 型 边 , 继而 把 
wl1v2 释 成 0 型 边 ;这 时 把 wi 处 的 网 拖 至 4, wu1u2z 变 成 0 型 边 ; 从 
u2 分 义 出 去 的 校 权 上 的 捕捞 过 程 与 上 面 类 似 进行 , 用 三 张 网 就 完成 
了 捕 述 全 过 程 。 

直观 地 , h( 丁 ) 等 于 前 叶 时 的 “ 虚 圈 "个 数 加 1。 

如 采 G 不 是 树 , 则 G 上 有 图, 于 是 可 先 在 圈 的 一 项 上 堵 一 网 , 这 
时 此 圈 被 破 , 如 此 把 全 部 转 破 掉 后 , 得 到 的 是 树 或 林 , 再 用 上 面 对 树 
的 捕捞 方法 进行 。 破 圈 时 可 以 先 用 求 取 最 优生 成 树 的 算法 ( 设 每 边 
权 丝 1) 求 得 一 个 生成 树 ,把 破 圈 的 网 插 在 每 条 无 色 边 ( 树 是 绿 边 ) 的 
一 个 端点 上 , 且 使 得 用 网 最 少 即 可 , 不 过 这 一 方法 用 的 总 网 数 只 是 
h(G) 的 近似 。 


) ,| 瑟 点 各 竹 谱 


开学 之 初 , 全 班 同学 排 座位 , 同 桌 至 多 坐 两 位 同学 , 可 能 出 现 每 
张 果子 都 有 两 位 同学 , 也 有 可 能 有 一 些 桌 子 只 安排 一 位 同学 。 这 正 
是 数学 上 匹配 与 许配 概念 的 原始 模型 之 一 。 我 们 把 有 同 桌 同学 的 桌 
子 组 成 的 集合 称 为 匹配 集合 , 简称 匹配 。 

把 实际 模型 概括 抽象 后 得 出 下 面 的 匹配 概念 , 它 是 离散 数学 的 
重要 内 容 。 

所 谓 图 G 的 一 个 匹配 , 是 指 边 子 集 M = {el, ey, *…, et 三 
E(G), 其 中 任 两 边 无 公共 端点 , 匹配 边 形象 地 称 为 “对 儿 集 ”或 “ 独 桨 
集 ”, 如 果 G 中 已 无 匹配 M ,使 得 M 中 的 边 数 比 M 的 边 数 多 , 则 称 
M 是 G 的 一 个 最 大 匹配 ; 匹配 M 中 一 条 边 的 两 个 端 称 为 在 M 中 相 
配 , 每 个 端点 称 为 被 M 许配 ;把 G 的 每 顶 缘 许配 的 匹配 称 为 完备 匹 
配 。 
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3 略图 论 篇 


(1) K2, 袜 KK, 中 完备 匹配 的 个 数 

K2, 中 任 一 项 有 2n -1L 种 被 许配 的 方式 , 选 定 一 种 许配 后 , 剩 下 
的 尚未 许配 的 项 有 2(n 一 1) 个, 它们 在 一 个 Kz 中, 相似 地 
K2(0。 -1D 中 的 任 一 项 有 2n - 3 种 许配 方式 , 如 此 递 推 知 K,, 中 不 同 的 
完备 匹配 的 个 数 是 (2n -1)(22 一 3)…3:1= (2n 一 1)1! 个 。 

例如 Kis 中 有 34459425 个 不 同 的 完备 匹配 。 

对 于 K,,,, 由 于 其 任 一 顶 有 ”种 许配 方式 , 一 旦 选 定 一 种 许配 
后 ,还 有 2(n 一 1) 个 顶 未 被 许配 ,这 2(n 一 1) 个 顶 在 K,_1 1 中 , 递 
推 地 可 知 KK,;, ,中 不 同 完备 匹配 的 个 数 是 2! 

例如 Kio,10 中 不 同 的 完备 匹配 的 个 数 有 3628800。 

(2) 树 上 完备 匹配 不 超过 1 个 

从 上 我 们 可 知道 , Kis, Kio 10 这 种 不 超过 20 个 顶 的 图 中 , 不 同 的 
完备 匹配 的 个 数 竟 有 百 万 千 万 之 多 ,但 也 有 的 图 类 中 , 完备 匹配 个 数 
极 少 ,例如 任 一 树 , 其 上 至 多 一 个 完备 匹配 。 

事实 上 , 树 工 上 若 有 两 个 完备 匹配 Mi 与 M，, 则 从 MI UM2 中 
删 去 Mi 门 M 中 的 边 之 后 , 所 得 的 边 子 集 不 空 , 以 这 个 边 子 集 为 边 
集 , 以 这 个 边 子 集中 边 的 端点 组 成 顶 集 所 成 的 子 图 ( 称 为 此 边 子 集 的 
导出 子 图 )G 中 每 顶 皆 两 次 , 故 G 中 有 图 ,与 工 是 树 相 违 ,所 以 下 上 
不 会 有 两 个 不 同 的 完备 匹配 Mi 与 My, 至 多 一 个 完备 匹配 ;无 完备 
匹配 的 树 当 然 不 少 , 例如 奇数 个 顶 的 树 上 必 无 完备 匹配 。 


3,10 铬 妆 了 信 签 


茶 人 给 六 个 人 各 写 一 封 信 , 又 写 好 六 个 信封 , 问 有 多 少 种 可 能 , 使 得 
亲信 封 里 插入 信 签 时 , 每 封 信 的 信 签 与 信封 上 写 的 收 信人 都 不 相符 ? 

设 二 是 信和 区 ,和 是 信封 ,x; 与 y 相符 ,i =1,2,…,6, 以 xz;, yy 为 项 , 仅 
当 zx 与 y 不 相符 时 ,在 xz; 与 之 间 连 一 边 ,得 一 二 分 图 G, 见 图 3-16。 


1 7 


图 3-16 

问题 化 成 图 3-16 中 有 多 少 完备 匹配 , 我 们 把 完备 匹配 的 个 数 记 
作 op(6), zi 与 ys 相配 时 , 完备 匹配 的 个 数 等 于 从 G 中 删 去 zl 与 ya 
这 两 个 项 之 后 得 的 图 G- , 中 的 完备 匹配 的 个 数 , 把 这 个 数 记 成 
y(5); 在 Gz ,中 , 若 zz 与 y1 相配 , 则 %(5) = 9(4), 在 zz 不 与 yi 
相配 , 则 gy (5) = p(5)。 于 是 zi 与 ys 相配 时 , 得 到 pg (5)+ 
op(4) 个 完备 匹配 , 同 理 zi 与 yy (3 碾 ;j 肆 6) 相配 时 亦 有 
p(5) + p(4) 个 完备 匹配 , 故 

0(6)=SLp(S)+ PC4) 

同 理 wp(5)=4[p(4)+ 9p(3)], po(4)=3[9(3)+ op(2)], p(3) 
=2[ gp(2)+ gp(1)], 而 pg(2)=1, 9(1)=0, 故 pg(3)=2, gpg(4)=9， 
wp(5)=44, p(6)=265。 即 有 265 种 错 放 信 签 的 可 能 。 

一 般 而 言 ,对 于 任意 的 n 封 信 , 全 把 信 得 放 错 的 可 能 有 9(n) = 
(nn 一 1)[o(n 一 1)+g(n 一 2)] 种 ,因为 p(n)>(n 一 1)! 当 有 11 封 
信 时 , 错 放 的 可 能 超过 3628800 种 , 每 分 钟 错 放 一 次 , 也 要 超过 6 万 
小 时 才能 把 所 有 可 能 都 显示 一 遍 , 这 当然 是 几乎 不 可 能 实现 的 事 了 。 


,| 尊 颈 理论 和 婚配 定理 


(1) 瓶颈 理论 和 双 最 定理 
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3 图 图 论 篇 


通过 铁路 把 产地 的 商品 发 往 市 场 , 假设 途中 火车 的 运载 不 发 生 
增 减 , 每 一 路 段 单 位 时 间 的 运 量 有 一 定 限度 , 如 何 确定 全 路 网 上 由 产 
地 到 市 场 的 运输 方案 , 使 得 单位 时 间 内 运 达 的 货物 最 多 。 

把 铁路 网 视 为 一 个 有 向 图 G, 产 地 是 始 发 站 , s EV(G), 市场 
t 是 终点 站 ,zE V(G), 每 一 路 段 e 是 G 的 一 条 有 向 边 , 其 运 量 限度 
为 c(e), 如 此 加 权 c(e) 的 有 同 图 亦 称 一 个 有 同 网 络 。 

设 s€S,1€T,SUT=V(G), SN 站 T= 包 , 则 尾 在 $S, 头 在 T 
的 边 们 形成 的 边 子 集 记 成 ($, 工 ), (S, 械 ) 叫 做 网 络 的 “ 截 ”, (S, 本) 
中 各 边 的 容量 c(e) 之 总 和 称 为 截 量 , 在 一 切 截 中 , 截 量 最 小 的 截 
(So, To) 称 为 瓶颈 , (S, 全) 上 的 截 量 记 成 C(S, 丁 ), 单 位 时 间 内 运 到 
i 的 净 流 量 记 成 FF(G), 则 对 任何 截 , 任何 运输 方案 

F(G)<C(S, T) 

由 此 可 知 , 当 上 式 等 号 成 立时 , C(S, 丁 ) 即 最 小 截 量 , F(G ) 即 单 
位 时 间 的 最 大 运输 流量 ,于 是 有 下 面 的 重要 结论 . 

瓶颈 上 的 容量 总 和 即 是 全 路 单位 时 间 从 始 发 站 运往 终点 站 的 最 
大 运输 量 。 

或 日 :最 大 流量 等 于 最 小 截 量 。 所 以 上 述 瓶 颈 理 论 亦 称 “ 双 最 定 

瓶颈 理论 是 图 论 和 经 济 管理 当中 的 核心 理论 之 一 , 它 有 许 许 多 
多 精彩 应 用 。 匹 配 技 术 中 的 婚配 定理 就 是 它 的 一 个 推论 。 

(2) 婚配 定理 

城中 每 位 小 伙 子 都 爱 菇 位 小 姐 , 每 位 姑娘 都 爱 莫 四 位 小 伙 子 ， 
那么 这 些 未 婚 青 年 都 会 与 目 己 爱 又 的 人 儿 结 媚 。 

这 就 是 霍 尔 (Hall) 婚 配 定理 。 它 的 数学 模型 是 每 顶 篆 为 上 次 的 
二 分 图 G(Y, 正 ) 上 必 有 完备 匹配 。 

下 面 用 瓶颈 理论 证 明 婚 配 定理 是 真 的 。 

显然 这 些 未 婚 音 年 , 男女 各 半 ; 事 实 上 ,由 于 k|X|=&k|Y|=&， 
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其 中 X 是 小 伙 子 集合 , Y 是 寻 女 集合 (G 中 一 顶 的 邻 顶 是 坊 顶 爱 骏 
的 人 ), |X| 表 示 X 的 元 素 个 数 ,e 是 G 的 边 数 ;所 以 |X|= |Y|。 

我 们 设计 一 个 相关 的 网 络 : 

在 G(V,EE)=G(XUY,E) 中 添加 两 硕 s 和 z, 把 G 中 的 边 定 
方向 ,每 边 丝 从 X 指向 Yi;s 为 尾 , X 中 每 顶 为 头 ,添加 |XI 条 有 向 
边 , z 为 头 了 中 每 顶 为 尾 , 添加 |Y| 条 有 向 边 ;添加 的 有 向 边 上 的 容 
量 皆 为 1, G(XUY,E) 中 的 边 之 容量 缘 为 无 限 大 , 见 图 3-17。 

中 图 3-17 中 的 网 络 之 最 大 流量 即 为 G(XUY,E) 上 的 最 大 匹 
配 中 的 边 数 。 


图 3-17 


图 3-17 上 网 络 之 最 小 截 量 为 n, 其 中 n= |X|。 

如 果 证 出 个 与 @, 则 由 双 最 定理 , G(XU Y, EE) 上 的 最 大 匹配 有 
n 条 边 , 即 为 完备 匹配 , 就 是 说 相配 每 对 儿 都 是 互相 爱慕 的 人 儿 , 而 
且 没 有 未 被 许配 的 姑娘 。 

QO 各 M 是 G(XUY,E) 中 的 最 大 匹配 , 对 于 M 中 的 每 条 边 
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3 〇 图 论 篇 


zy, 通过 有 回 轨 sz 可 从 s 向 上 运送 1 个 单位 的 货物 , 可 见 最 大 流量 
FF 之 | M|。 

因 从 到 * 的 有 回 轨 千 形 如 szw, 若 在 styt 上 已 通过 一 个 流量 ， 
则 不 会 同时 在 sry1t 与 sr 人 上 也 运送 一 个 流量 , 因为 zx 顶 与 y 顶 同 
时 中 转 的 货物 最 多 为 1 (注意 sz 与 x 容量 仅 为 1), 故 G(XUY,E) 
中 同时 运送 1 单位 货物 的 边 们 构成 一 个 匹配 , 所 以 最 大 匹配 M 满足 
[AM | 之 F。 

Mi FMI 委 忆 故 只 有 |MI=F。 即 最 大 流量 就 是 
G( 针 UY,E) 中 的 最 大 匹配 的 边 数 。 

(WS=s, T=XXUYU izi 则 (S, 合 ) 是 一 个 截 , 即 切断 (S, 械 ) 中 
的 所 有 边 , 则 截断 从 * 到 上 的 运输 , 这 个 截 就 是 一 个 最 小 截 , 即 瓶 颈 。 

因为 到 YY 的 边 容 量 为 co, 所 以 这 种 边 不 在 最 小 截 中 , 如 果 (X 
UYUfs 站 是 最 小 截 , 截 量 与 (fs XUYU1th) 的 截 量 一 致 , 都 
征 n, 如果 这 两 个 截 不 是 最 小 截 , 则 最 小 截 中 的 边 , 一 部 分 以 * 为 尾 ， 
历 一 部 分 以 上 为 头 。 设 它们 是 5T1，5Z2 Sn lm < n, yit, 
yt Wt;1 二 1 之 n; 夺 m 二 1< 之 nn, 我们 来 找 了 矛盾 。 这 时 在 G(XUY,， 
FF) 中 , z+1, zm+2，"…, Xn 的 每 个 邻 顶 丝 在 | y1, y,,…, yy| 中 ,不然 此 
最 小 截 截 不 汤 由 s 向 1 的 运输 。 又 G 中 每 顶 丝 次, 则 与 | yj，, y，， 
… yy 溃 顶 关 联 的 边 之 总 数 至 少 有 (n 一 m ) 条 ,又 1 达 <n 一 m, 则 | y1， 
2 四 中 各 项 关联 的 边 之 总 数 多 于 kl 条 ,这 与 G 中 每 顶 皆 k 次 ， 
! 个 项 yy，…y 的 关联 边 恰 & 条 矛盾 , 至 此 知 @ 成 立 , 即 G 的 最 
小 截 中 恰 n 条 边 。 

下 面 是 婚配 定理 的 一 些 具体 应 用 

【应 用 1】 署名 问题 。 

数学 杂志 社 悬 赏 征 解 八 个 问题 , 过 了 些 日 子 , 编辑 部 收 到 了 每 题 
的 两 个 正确 解答 , 16 个 解答 是 由 八 人 寄 来 的 , 每 人 寄 来 两 道 题 的 解 
谷 。 编辑 决定 每 题 只 发 表 一 种 答案 , 而 且 希 望 因为 解答 被 发 表 而 使 
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八 人 都 得 奖 , 这 可 能 吗 ? 

完全 可 以 巧妙 安排 , 使 八 人 都 得 奖 , 事实 上 , 以 题目 构成 XX 集 ， 
投稿 人 构成 Y 集 , 当量 仅 当 y€ Y 解答 了 zi zi 两 题 时 , 连 xiy, Xjy 
两 条 边 , 这 样 得 到 了 每 顶 皆 两 次 的 二 分 图 , 由 婚配 定理 , 此 二 分 图 中 
有 完备 匹配 M, 当 zyE M 时 , 对 xz 题 发 表 y 的 答案 , 则 会 使 人 人 得 
奖 。 

至 于 如 何 求 取 二 分 图 中 的 完备 匹配 , 或 怎样 求 网 络 中 的 最 大 沈 
和 瓶颈 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参考 《图 论 及 其 算法 》( 王 树 禾 ,中国 科 学 
技术 大 学 出 版 社 1990 年 版 ) 的 有 关 草 下。 

【应 用 2】 砚 堡 选 址 。 

有 一 街区 如 图 3-18 所 示 , 其 中 所 有 街道 都 是 
直线 段 , 为 控制 埠 战 , 我 军 最 少 应 在 哪些 街 口 修 
筑 硼 堡 , 即 可 控制 所 有 的 街道 ? 

以 每 个 街 口 为 顶点 , 每 条 街 为 边 构成 一 个 图 
G(V,E), G 是 每 顶 三 次 的 二 分 图 , 四 个 〇 号 质 
组 成 X 集 , 四 个 全 号 顶 构 成 Y 集 , 由 媚 配 和 定理 ， 

3-18 。 _G 中 有 完备 匹配 , 例如 四 条 粗 实 线 即 是 一 个 完备 
匹配 ; 在 四 个 〇 型 顶 处 修筑 硼 堡 或 在 四 个 重型 顶 处 修筑 友 堡 即 可 。 
事实 上 , 这 样 做 已 经 可 以 控制 所 有 街道 , 因为 X 中 的 全 体 顶 或 Y 中 
的 全 体 项 关联 的 边 包 含 二 分 图 G 中 的 所 有 边 。 但 若 再 少 修一 硼 您 ， 
则 不 能 控制 全 部 街道 , 因为 三 个 顶 只 能 控制 完备 匹配 中 的 至 多 三 条 
边 ,完备 匹配 中 至 少 还 有 一 条 边 不 能 被 三 个 项 中 的 任何 一 项 控制 , 可 
见 我 们 的 方案 是 最 佳 的 , 即 确保 数 已 最 少 , 又 能 全 面 控制 巷战 。 

【应 用 3】 龟 免 混合 接力 比赛 。 

一 只 鱼 与 一 只 免 为 一 队 , 进行 100 米 的 接力 比赛 , 每 只 兔 认识 10 
只 包 , 每 只 旬 认 识 10 只 免 , 包 兔 们 都 希望 和 自己 的 相识 者 搭档 组 队 ， 
能 否 使 20 位 运动 员 都 如 愿 ? 如 果 能 , 若 限制 每 对 龟 免 只 能 合作 一 
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3 〇 图 论 篇 


次 ,这 种 比赛 最 多 能 进行 几 轮 ?是 否 每 对 多 人 饮 朋 友 剖 合作 过 ? 

龟 免 们 个 个 都 能 如 愿 以 偿 , 事实 上 , 以 包 组 成 外 集合 , 以 免 组 成 

Y 集合 ,以 XUY 为 顶 集 构 作 一 个 二 分 图 G(XUY, 巨 ), 仅 当 怨 名 

相识 时 , 在 相应 二 顶 之 间 连 一 边 , 则 G 是 每 项 丝 10 次 的 二 分 图 , 由 
婚配 定理 , G 中 存在 完备 匹配 Mi , 按 Mi 相配 的 方式 组 队 进 行 第 一 
轮 比赛 ,把 Mi 的 边 从 G 中 删除 , 得 到 每 顶 赂 9 次 的 二 分 图 ,其 上 有 
完备 匹配 M2, 按 M, 相配 的 方式 组 织 第 二 轮 比赛 ;可 见 , 最 多 可 组 织 
10 轮 比 赛 。 每 对 龟 兔 朋友 都 组 队 参 加 过 比赛 。 

【应 用 4】 16 棋子 问题 。 

国际 象棋 一 上 有 64 个 格子 , 从 中 选 出 16 个 格子 , 使 得 每 行 每 列 
含 其 中 的 两 个 格子 ;把 八 个 黑子 和 八 个 白 子 放 在 这 16 个 格子 上 ,是 

否 可 以 使 得 每 行 有 一 日 一 黑 , 每 列 也 有 一 日 一 黑 两 个 棋子 呢 ? 

答案 是 肯定 的 , 以 棋盘 的 每 一 行为 一 个 顶 , 组 成 X 集合, 以 每 一 
列 为 一 个 顶 , 组 成 Y 集合 , 构造 一 个 二 分 图 G(XUY, 瑟 ), 仅 当 行 与 
列 的 公共 格子 是 选 定 的 那 16 个 格子 之 一 时 , 在 此 二 顶 间 连 一 边 , 此 
边 用 对 应 的 那个 “ 选 定 的 格子 ”来 标志 , 于 是 G(XUY,EE) 是 每 项 宪 
两 次 的 二 分 图 , 由 婚配 定理 , G 中 有 完备 匹配 Mi, 把 Mi 中 的 八条 边 
对 应 的 格子 中 各 放 上 一 个 日 子 。 把 这 八条 边 从 G 上 删除 , 则 得 到 一 
个 每 顶 皆 一 次 的 二 分 图 , 有 完备 匹配 M,, M 中 的 八条 边 对 应 的 格 
于 里 各 放 一 只 黑子 , 这 样 每 行 每 列 都 有 一 日 一 黑 两 个 棋子 。 


3,1 中 国 邮 路 


邮政 局 一 位 邮递 员 选 好 邮件 骑 摩 托 车 去 投递 , 局 长 要 求 他 把 辖 
区 内 每 个 街道 都 要 人 至 少 投递 一 次 , 且 尽 快运 回 邮 局 , 请 为 这 位 邮递 员 
设计 一 种 投 如 路线 。 

上 述 问题 就 是 中 国 邮 路 问题 。 这 一 问题 由 我 国 数学 家 管 梅 谷 先 
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生 于 1960 年 首次 提出 并 进行 了 人 研究 ,日 引起 了 世界 上 许多 数学 家 的 
兴趣 。1973 年 , 埃 德 蒙 兹 (Edmonds) 和 约翰 还 (Johnson) 对 中 国 邮 路 
问题 给 出 了 一 种 有 效 的 解法 。 

与 中 国 邮 路 问题 的 味道 有 些 相 似 ,但 却 比 中 国 邮 路 问题 难 解 得 
多 的 问题 是 下 面 所 请 的 货 郎 问题: 

百货 货 即 担 着 挑 子 去 卖 货 , 他 要 把 所 有 村 子 全 走 所 ,再 志 回 家 
中 , 试 为 这 位 货 即 设计 一 条 售 货 路 线 , 使 其 行程 最 少 。 

货 即 问题 已 经 难 倒 了 所 有 的 数学 家 , 看 来 离 解决 之 日 不 知 还 有 
多 少年 代 ! 

与 货 郎 问题 有 密切 关系 ,有 趣 义 能 解 的 一 个 问题 是 哈密 顿 周游 
世界 问题 ; 

1857 年 , 爱尔兰 著名 数学 家 哈密 顿 (W. R. Hamilton1805 一 1865 ) 
发 明了 一 种 注册 为 “周游 世界 ”的 玩具 , 在 正 12 面体 的 20 个 顶点 上 
分 别 标注 北京 、 东 京 、 柏 林 、 巴 黎 、 纽 约 、 旧 金山、 莫斯科 、 伦 就、 罗马 、 
里 约 热 内 卢 、 布 拉 格 、 新 西伯 利 亚 、 浴 尔 本 、 耶 路 撤 冷 ,爱丁堡 、 都 柏 
林 、 布 达 佩 斯 、 安 亚 们 阿姆斯特丹 和 华沙 , 要 求 从 以 上 20 个 下 布 世 
界 的 大 都 市 中 某 一 个 城市 出 发 , 沿 正 12 面体 的 楼 行 进 , 每 城 只 到 一 
次 , 再 返回 出 发 地 。 

哈密 顿 把 这 项 专利 卖 给 一 个 玩具 商 , 得 酬金 25 个 金币 ,但 由 于 
这 个 游戏 的 数学 含量 高 ,大 多 数 数学 素质 从 佳 的 市 民 玩 不 好 , 所 以 销 
路 不 佳 ,但 在 数学 史上 ,哈密 顿 周 游 世 界 的 游戏 与 欧 拉 的 七 桥 辣 题 是 
两 例 标志 性 建筑 , 播 下 了 图 论 诞生 与 发 展 的 种 子 。 

(1) 欧 拉 回路 与 欧 拉 行 迹 

在 七 桥 问 题 中 , 每 桥 恰 过 一 次 再 回 到 出 发 点 实 属 不 可 能 的 事 , 但 
如 图 3-3 所 示 , 再 修筑 两 座 桥 , 则 可 以 每 桥 恰 过 一 次 再 返回 出 发 所 
了 。 用 图 论 的 术语 谈 , 即 可 以 每 边 恰 过 一 次 再 远 回 出 发 的 顶 ,能 做 到 
这 种 旅游 的 图 称 为 欧 拉 图 , 所 行路 线 称 为 欧 拉 回路 。 如 有 果 从 一 顶 出 
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发 可 以 一 次 性 地 行事 所 有 的 边 ,但 终止 于 与 出 发 顶 相 异 的 男 一 顶 , 则 
此 所 行路 线 称 为 欧 拉 行 迹 , 有 欧 拉 行 迹 的 图 可 以 “一 笔画 ”。 

欧 拉 图 显然 是 连通 的 , 而 且 由 于 每 顶 在 欧 拉 旅游 当中 “出 ”与 
“ 进 ” 的 次 数 相等 , 所 以 每 项 给 侦 次 ,反之 , 右 G 是 每 顶 崩 偶 次 的 连通 
图 , 则 G 必 为 欧 拉 图 , 事实 上 , 由 G 是 每 项 皆 偶 次 的 连通 图 , 则 它 没 
有 零 次 顶 (孤立 顶 ), 每 顶 次 数 至 少 为 2, 于 是 G 上 有 圈 Ci, 从 G 上 把 
Ci 上 的 边 删除 得 图 G1, G1 仍 是 每 顶 峭 偶 次 , G1 的 有 边 连 通 片 仍 是 
每 顶 丝 偶 次 的 连通 图 , G 上 有 图 C, 把 Cs 的 边 从 Gil 上 删除 得 G，， 
如 此 以 往 , 有限 次 之 后 ,得 到 了 孤 江 顶 vj, v2,…, v,, 而 G 中 的 边 全 
部 删 控 了 , 可见 G 是 由 无 公共 边 的 圈 C1, C,,…, Cs 并 成 的 。 由 于 G 
连通 ,所 以 Ci 必 与 C2,…, Cs 中 某 一 圈 有 公共 顶 , 例如 C1, Cs 有 公 
共 顶 , 则 CiU C= Cywz 形 成 一 个 欧 拉 型 回路 , 即 从 其 上 任 一 顶 出 发 沿 
其 上 的 边 行进 , 每 边 恰 通过 一 次 即 可 返回 出 发 的 顶 , 同 理 Cys 与 CG;， 
…, Cs 中 某 圈 例 如 C3 有 公共 顶 , 于 是 Cizs = Cl U Cs 是 欧 拉 型 的 回 
路 , 如 此 递 推 知 Clz3.…6 = C1U CU C3U…UG 是 G 的 欧 拉 回路 , 即 
G 是 欧 拉 图 。 

从 上 述 论证 容易 看 出 以 下 结论 : 

结论 1 G 是 欧 拉 图 的 充 要 条 件 是 G 是 每 项 省 偶 次 的 连通 图 。 

结论 2 G 是 欧 拉 图 的 充 要 条 件 是 G 是 由 两 两 无 公共 边 的 圈 并 


成 的 连通 图 。 
结论 3 G 可 以 一 笔画 的 充 要 条 件 是 G 是 全 多 两 个 奇 次 项 的 连 
通 图 。 


在 图 3-19 中 , 3-19(a) 可 以 一 笔画 , 而 3-19(b) 不 可 能 一 笔画 , 因为 
3-19(b) 中 有 四 个 3 次 顶 (在 外 围 四 个 角 上 ), 而 3-19(a) 中 恰 两 个 奇 次 
顶 , 如 果 你 有 兴趣 , 请 在 3-19(a) 图 上 执行 一 笔画 ,一 笔画 即使 可 行 , 也 
不 总 是 可 以 轻易 完成 的 , 需要 动用 一 点 小 聪明 。 
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图 3-19 


(2) 中 国 邮 路 设计 

由 求 取 欧 拉 图 上 的 中 国 邮 路 。 

如 果 和 需要 邮递 的 图 是 一 个 欧 拉 图 , 那么 只 需求 出 它 的 一 条 欧 拉 
回路 即 可 , 当然 , 欧 拉 回路 也 不 是 可 以 随便 得 到 的 。 例 如 图 3-20 是 
一 个 欧 拉 图 , 从 邮局 vo 出 发 ,首先 通过 el 到 达 vi, 我 们 约定 通过 一 
边 时 , 相当 于 把 此 边 染 红 , 再 把 与 el 相 邻 的 e5 染 红 , 到达 wi ;再 把 e， 
染 红 ,到 达 vo, 这 就 粳 了 ,ej,ed, es 这 三 条 街 就 去 不 职 。 事 实 上 , e， 
是 染 红 el 与 e6 后 无 色 边 们 导出 的 图 的 “ 桥 ”, 这 样 提前 过 桥 必然 造 
成 不 能 把 每 边 一 次 性 行 帝 再 回 邮 
局 的 后 果 , 正确 的 办 法 是 过 本 el 
” 边 , e6 边 之 后 可 过 es; 这 时 无 色 边 
ez2, e3, e4 的 导出 图 每 边 都 是 桥 , 不 
得 已 只 能 选 无 色 图 的 酉 e4, e3, e@2 
了 。 

我 们 从 此 悟 出 一 个 要 领 : 投 递 时 , 非 不 得 已 时 , 不 要 过 早 地 去 投 
递 未 投递 过 的 边 们 导出 的 子 图 的 桥 , 因为 桥 只 允许 通过 一 次 , 如 果 提 
前 过 桥 , 会 造成 “对 尾 ” 一 些 未 投 谴 的 街道 不 能 再 去 投 雍 的 后 果 。 
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总 结 成 如 下 算法 : 

算法 1 从 指定 顶 ( 邮 局 )wvo 出 发 , 任 取 一 条 与 vo 关联 的 边 el， 
把 el 染 成 红色 ;再 选 el 的 另 一 端点 vi 关联 的 边 ez, 如 来 不 十 已 无 
选择 的 余地 , 不 要 选 无 色 子 图 的 桥 为 ez, 把 es 染 成 红色 。 

算法 2 ” 选 与 ey 端点 v,( 关 vi) 相 关联 的 无 色 边 e3, 如 打 不 是 
已 无 选择 的 余地 , 不 要 选 无 色 子 图 的 桥 为 e3, 把 es 染 成 红色 。 

算法 3 ”如 上 递 推 地 直至 把 全 图 的 边 染 红 为 止 , 按 所 选 边 的 先后 
次 序 , ej, e2，,，…, em 即 为 一 条 红色 的 中 国 邮 路 , 其 中 mx 是 全 图 的 边 
数 。 

@ 求 取 非 欧 拉 图 上 的 中 国 邮 路 。 

设 邮 递 员 需 要 投递 的 街区 是 连通 图 G, 每 个 街 口 是 G 的 顶 , 每 
条 街 是 G 的 边 , 每 街 e 的 长 度 L(e) 是 e 的 权 , 我们 欲求 从 vo 出 发 的 
一 条 回路 使 得 回路 总 路 程 最 少 , 若 G 不 是 欧 拉 图 , 则 必然 会 有 某 些 
边 在 回路 上 不 士 一 次 地 出 现 。 

下 面 以 实例 说 明 “ 进 口 的 "一 种 方法 , 它 是 由 匈 才 利 数 学 家 埃 德 
窒 效 等 人 自 创 的 。 

考虑 图 3-21 上 的 中 国 邮 路 , 边 笼 数字 是 各 边 边 长 , v1, v2, v3, v4 
是 四 个 3 次 顶 , 所 以 此 图 不 是 欧 拉 图 。 应 在 vi 与 v4, v2 与 v3 之 间 
各 添加 一 条 轨 , 或 在 vj 与 vy, ua 与 v4 之 间 ;ul 与 v3, v2 与 v4 之 则 
分 别 添加 一 条 轨 , 才 能 使 其 成 为 欧 拉 图 , 添加 的 边 权 之 和 应 最 小 , 骨 
按 上 有 段 的 欧 拉 图 中 国 邮 路 来 解决 , 实际 操作 如 下 : 

步骤 1 求 G 中 奇 次 顶 集 Vo= | vl, v2, v3, V4!o 

步骤 2 求 Vo 中 每 对 顶 的 距离 : 

d(v1, v2) =4,d(v1, v3) =5,d (v1, v4) =2,d (v2, v3)=3, 
ad (vs, v4)=5,d(v3, v4) = 3 

步骤 3 以 Vo 为 项 集 , 作 加 权 完 全 图 , 各 边 之 权 即 步骤 2 中 各 
顶 加 的 距离 , 如 图 3-22。 
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图 3-21 图 3-22 


步骤 4 求 出 图 3-22 中 Ki 上 的 最 小 权 的 完备 匹配 ，M = 
{vi v4 po 

步骤 5 求 G 中 wi 与 va 之 间 和 vw, 与 vs 之 间 的 最 短 轨 :P(w;， 
Ua) UIUl V4; P(w,, v3) ~ U2U4 V30 

步骤 6 在 G 中 把 P(wi, vw) 上 的 边 变 成 同 权 双边 , P(vw, vs) 亦 然 ， 
图 321 中 的 虚线 是 添加 的 新 边 ,于 是 得 到 加 权 欧 拉 图 G。 

步骤 7 在 G 上 取 一 条 欧 拉 回路 C 即 为 所 求 

C= UU UUIUAUVIVI UIUSI VIUAUIUS U3 U4 UI 


UA4AU6G6USUIU6UTI UI 


,有 局 洲 世 办 


(1) 周游 世界 游戏 的 变 招 儿 
设想 正 12 面体 的 每 条 棱 是 橡皮 筋 做 成 的 , 正 12 面体 每 个 面 都 
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是 正 五 边 形 , 任 取 其 中 一 个 正 五 边 形 , 把 它 癌 所 在 平面 的 各 个 方向 扩 
张 , 其 他 楼 受到 这 个 正 五 边 形 扩张 的 率 连 , 则 会 变 成 状 似 图 3-23 所 
示 的 平面 图 形 ,尽管 图 3-23 一 点 也 不 像 一 个 正 12 面体 , 不 过 它 却 反 
映 了 与 正 12 面体 中 相同 的 顶点 相 邻 关系 , 我 们 只 关心 能 否 周 游 , 至 
于 将 走时 所 经 路 线 的 形状 与 长 度 , 不 是 我 们 过 问 的 事 , 所 以 哈密 顿 的 
玩具 与 图 3-23 本 质 上 是 一 回 事 , 即 只 需 考 查 图 3-23 上 是 否 有 含 20 
个 项 的 圈 。 我 们 已 用 粗 实 线 构造 出 了 一 个 这 样 的 圈 , 所 以 哈密 顿 周 
游 世 界 的 管 案 是 肯定 的 , 但 不 是 唯一 的 。 读 者 还 可 以 自行 构 作 出 其 
他 的 含 全 部 顶点 的 图。 


3-23 


这 种 含 图 上 每 顶 的 圈 称 为 哈密 顿 圈 , 存在 哈密 顿 图 的 图 叫做 蛤 
密 顿 图 , 例如 奇数 个 顶 的 二 分 图 就 不 是 哈密 顿 图 , 因为 二 分 图 无 奇 
图。 

由 于 正四 面体 、 正 六 面体 、 正 八 面 体 和 正 20 面体 都 是 哈密 顿 图 ， 
所 以 还 可 以 把 哈密 顿 周游 世界 的 游戏 玩具 用 所 有 的 正 多 面体 来 制 
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图 3-24 中 的 粗 实 线 表示 哈密 顿 圈 。 


DBA 


正 出 蚀 体 正六 面体 正八 面体 


正 20 面 体 
图 3-24 
上 上面 的 三 维 立方 体 ( 即 正六 面体 ) 可 以 推广 成 & 维 了 立方 体 , 宇 2 
时 ,都 是 哈密 顿 图 , 图 3-25 中 国 的 是 一 维 、 二 维 、 三 维 、 四 维 芯 方 体 ， 
粗 实 线 画 出 一 个 哈密 顿 圈 , & 维 立 方 体 是 如 下 构 作 出 来 的 :; 
一 维 立 方 体 :是 线段 , 把 它 的 两 器 分 别 编码 0, 1。 


V0 


图 3-25 


二 维 立方 体 : 把 一 维 立 方 体 的 一 个 复制 品 平行 地 放 在 其 正 上 方 ， 
再 把 有 相同 号 码 的 顶 之 间 连 一 边 , 且 把 上 方 的 一 维 立 方 体 的 码 加 “0 
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头 ”, 下 方 的 一 维 立 方 体 的 码 加 “1 头 ”。 

& 维 立 方 体 ; 把 & 一 1 维 立 方 体 的 一 个 复制 品 平行 地 放 在 其 正 上 
方 ,由 把 有 相同 号 码 的 项 之 间 连 一 边 , 上 方 & 一 1 维 立 方 体 的 码 加 “0 
头 ”, 下方 一 1 维 立 方 体 的 码 加 “1 头 ”。 

& 维 立 方 体 一 个 显著 性 质 是 任 一 边 两 端点 的 编码 缘由 0,1 组 
成 , 且 仅 在 一 个 相同 位 置 上 有 不 同 的 数码 , 由 此 知 其 哈密 顿 图 上 的 
一 条 含 所 有 项 的 轨 上 的 每 顶 依 次 变更 一 个 位 置 上 的 数码 。 

由 维 立方 体 的 这 一 特点 可 以 得 出 下 面 的 命题 为 真 : 

一 个 有 限 非 空 集合 的 全 部 子 集 可 以 如 此 排序 , 使 得 任何 相 邻 子 
集 恰 相差 一 个 元 素 。 

事实 上 , 设 A 是 有 限 集 , A 中 共 )” 个 元 素 , 把 每 个 元 素 编号 , 则 
A 可 表 成 A = 1,2,…, nj, 其 中 i 代表 编号 为 i 的 那个 元 素 , 若 BS 
A, 约 定 用 长 n 的 0-1 数 串 表示 B, i€B 时 , 数 串 的 第 i 位 写 1, 否 
则 与 0。A 的 全 部 子 集 共 2” 个 , 每 个 缘 为 n 维 立 方 体 的 一 个 顶点 ， 
所 以 n 维 立方 体 上 的 一 条 含 所 有 项 的 轨 即 为 A 的 子 集 之 排序 。 

以 后 把 含 图 中 一 切 顶 的 轨 称 为 哈密 顿 轨 。 

(2) 22 岁 的 天 文学 教授 哈密 顿 

哈密 顿 , 1805 年 生 于 爱尔兰 都 柏林 一 个 律师 家 庭 。5 岁 通 拉丁 
文 , 14 岁 学 会 了 12 种 语言 , 13 岁 阅 读 牛 顿 的 《普遍 算术 》 一 书 而 对 数 
学 产生 强烈 兴趣 , 1823 年 入 都 柏林 三 一 学 院 , 对 天 文学 有 特殊 的 天 
同和 仿 爱 ,大 学 尚未 毕业 , 即 被 都 柏林 大 学 任命 为 天 文 台 台 长 ,天 文 
学 教授 ,时 年 仅 22 岁 , 1932 年 当选 爱尔兰 科学 院 院 士 , 后 来 又 当选 英 
国 呈 家 学 会 会 员 和 法 国 科学 院 院士 , 成 为 当时 成 绩 卓 著 的 科学 大 师 ， 
由 于 操劳 过 度 , 1865 年 去 世 , 年 仅 60 岁 。 

他 的 著作 有 140 余 篇 , 善于 处 理 特殊 实例 , 再 把 对 具体 问题 的 
猎 究 方 法 结论 过 渡 成 为 一 般 理论 , 他 在 力学 、 数 学 和 光学 上 有 杰 
出 页 醚 ,数学 上 有 深远 影响 的 成 就 是 四 元 数 和 哈密 顿 图 , 所 谓 四 元 
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数 是 形 如 上 + zz 十 y+ BR 的 数 , 其 中 1，, 工 ， Vy, 之 是 实数 ， i 二 j* = 
k*=—1,ij=k,=i,ki=j,kj 二 一 i, 恋 = 一 ), 有 i 二 一 上 ,“ 四 元 
数 " 对 数学 力学 和 光学 都 有 重要 的 应 用 。 

哈密 顿 重 视 外 语 学 习 , 为 人 谦虚 忠厚 , 重视 科研 , 也 重视 教学 , 文 
章 写 得 好 ,教书 教 得 好 , 著作 十 分 畅销 , 是 19 世纪 青年 人 针 拜 的 典范 
人 


物 。 
9 , 川 鲍 证 宁 和 

， 个 两 两 相识 的 贪官 ,每 天 都 到 一 家 五 星 级 饭店 聚餐 , 他 们 围 坐 
在 一 张 圆桌 边 与 邻 座 交 谈 权 钱 之 术 , 他 们 都 希望 每 天 聚餐 时 换 成 新 

9 邻 座 , 问 这 样 的 聚餐 能 进行 几 次 ? 

这 些 轧 不 可 及 的 官僚 去 请 教 一 位 图 论 专家 , 专家 笑 日 “这 种 取 
餐 至 多 允许 一 次 。" 其 实 这 位 搞 图 论 的 专家 心里 十 分 清楚 , 如 果 他 们 
是 11 个 人 天 天 来 此 吃喝 , 鱼肉 百姓 , 去 掉 双 休 日 , 可 以 足 足 进行 一 
周 ! 一 般 地 , 若 n 个 人 这 样 聚餐 ,可 以 进行 | 4 | 天 ;[z] 是 z 的 整 
数 部 分 ,例如 [3, 5j=3。 

下 面 是 | | | 正确 性 的 证 明 。 

以 贪官 为 顶 ,构成 K,, 问题 就 是 求 K, 中 无 公共 边 的 哈密 顿 图 
的 个 数 , K, 的 边 数 为 n(n 一 1), 每 个 哈密 顿 图 有 n 条 边 , 所 以 K， 
中 哈密 顿 圈 的 个 数 不 超 过 | 方 (n - 1) | 个 。 

用 构造 性 的 办 法 可 以 找到 | 让 (x - 1) | 个 哈密 顿 图 , 从 而 知 K， 


中 的 无 公共 边 的 哈密 顿 图 共 | > (n 一 1) | 个 。 
对 于 n=2k +1,k 之 1, 图 3-26 的 粗 实 线 画 出 了 一 个 哈密 顿 
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3 〇 图 论 篇 


图 , 其 中 0, 1,2,…,2k 代表 KK, 41 中 的 顶点 ,这 个 哈密 顿 圈 是 
C1=0,1,2,2k,3,2k—1,4,.…,k,k+2,k+1,0, 

0 在 圆心 处 , 1, 2, …, 2& 是 等 分 圆周 的 顶点 , 把 此 哈密 顿 圈 Cl 
顺 时 针 依 次 旋转 和 ， 则 得 到 & 一 1 个 新 的 哈密 顿 图 ,与 Cl 共计 个 
两 两 无 公共 边 的 哈密 顿 圈 。 

对 于 n=2k + 2,k 之 1, 把 第 2k +1 号 顶 放 在 0 号 项 的 “上 
空 ”, 如 图 3-27, 粗 线 画 出 一 个 哈密 顿 圈 C,, 用 上 面 的 旋转 法 可 得 
k 个 无 公共 边 的 哈密 顿 圈 。 当 图 3-26 中 Ci 从 0 开始 运行 到 左 侧 
距 水 平 直 径 最 近 的 顶点 时 , 在 n =2k+1 的 情形 是 向 右 下 方 运行 ， 
n 二 2k 二 2 时 , 改 成 回 2k +1 运行 ,再 从 2k +1 运行 至 右 下 中 水 平 
直径 最 近 的 顶 , 再 按 图 3-26 的 方式 运行 。 


综 上 所 述 , K, 中 共有 | “= | 个 无 公共 边 的 哈密 顿 圈 , 贪官 们 每 
次 按 这 些 哈密 顿 圈 上 的 次 序 入 席 。 


3-26 图 3-27 
如 果 这 nn 个 贪官 找 来 2 名 小 姐 , 并 要 求 每 次 就 餐 身 旁 有 两 名 未 
邻 坐 过 的 小 姐 , 这 种 排场 可 以 进行 几 日 ? 
这 一 问题 就 是 问 K, ,上 有 多 少 无 公共 边 的 哈密 顿 圈 。 
图 3-28 中 国 出 K; ,的 一 个 哈密 顿 圈 , 其 中 zi, xs,…, Xz, 是 nn 名 
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贪官 , y1, y2，…, y 是 n 名 小 姐 ,用 K。 中 的 旋转 法 可 知 K,,， 中 的 无 
公共 边 的 哈密 顿 圈 共计 | 专 | 个 。 细 节 论证 与 K, 的 情形 相似 ,建议 
读者 一 试 。 


图 3-28 


3,2] 正 20 面体 上 的 剪纸 艺术 


姐姐 用 纸 片 剪 出 20 个 全 等 的 正三 角形 , 黏 成 一 个 正 20 面体 ， 
她 把 剪刀 递 给 妹妹 , 要 求 妹妹 把 这 个 正 20 面体 茧 成 两 部 分 , 而 且 每 
个 面 也 前 成 两 部 分 , 剪 痕 又 不 能 通过 正 20 面体 的 顶点 。 

聪慧 的 妹妹 把 正 20 面体 每 个 面 那个 正三 角形 的 重心 找到 , 再 从 
重心 引 三 边 的 垂 线段 ,于 是 形成 图 3-29 所 示 的 图 形 , 每 个 顶点 附近 
都 呈现 这 种 形象 。 于 是 妹妹 画 出 的 恰 是 以 正 20 面体 各 面 重 心 为 顶 
点 的 一 个 正 12 面体 ,已 经 从 哈密 顿 周游 世 界 的 游戏 当中 知 违 , 正 12 
面体 上 有 一 条 哈密 顿 圈 , 她 用 剪刀 沿 正 12 面体 上 的 一 条 哈密 顿 圈 了 总 
一 图, 则 把 正 20 面体 前 成 两 片 , 且 正 20 面体 的 每 个 面 也 前 成 了 两 
片 。 
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3 〇 图 论 篇 


正 20 面体 与 正 12 面体 的 这 种 “我 面 中 心 
你 之 项 , 你 面 中 心 我 之 项 ”的 现象 称 为 两 个 正 多 
面体 的 对 偶 关 系 。 

正六 面体 与 正八 面体 是 一 对 对 偶 关系 图 。 - 

一 个 正 20 面体 存在 唯一 的 内 接 正 12 面 
体 , 此 内 接 正 12 面体 上 又 唯一 的 内 接 一 个 正 ' 
20 面体 , 两 种 正 多 面体 无 穷 次 交替 地 镶 同 在 一 
起 ,形成 一 种 极其 规则 、 极 其 匀称 、 极 其 罕 华 的 
空间 结构 , 对 偶 的 正六 面体 与 正八 面体 也 会 构成 如 此 动人 的 框架 结 
构 。 


图 3-29 


), 忆 国 际 象 模 马 的 遍历 


国际 象棋 的 马 是 否 可 以 过 有 历 , 即 它 从 任 一 格 出 发 跳 到 每 格 恰 一 
次 又 回 到 出 发 的 那个 格子 , 是 否 可 能 ?这 个 问题 的 答案 是 肯定 的 ,图 
3-30 给 出 了 蕊 的 一 种 壳 历 路 线 图 , 图 3-31 中 的 数目 是 跳马 的 次 数 ， 
说 来 也 妙 , 每 行 的 和 , 每 列 的 和 音 为 260, 是 一 种 “ 纠 方 ”。 
国 四 四 国 四 对 本 本 
国 辆 团 四 男 因 四 田 
3 10|49|64|21|40|13|36|27| 
亲生 加 四 回国 西西 荔 四 
sl 7 [ol 1 [20]41|54129] 
91 4 asl sls3l32|17)a2 
Xo | | 6|147| 2 157|44|19|30|55 
iis] G31se]s aslalselssls) 


图 3-30 图 3-31 


但 在 小 棋盘 上 , 马 就 未 必 能 吉 认 了。 


以 棋盘 每 格 为 顶点 , 仅 当 马 从 甲 格 能 一 步 跳 到 乙 格 时 , 甲乙 两 格 
之 间 连 一 边 , 如 此 构成 的 图 称 为 “ 马 图 ”, 马 能 否 氨 历 等 价 于 马 图 是 否 
哈密 顿 图 。8x 8 的 马 图 是 哈密 顿 图 。 

2 Xx2 的 小 棋盘 的 马 图 无 边 ,不 是 哈密 顿 图 。 

3x3 的 马 图 中 心 那 个 格 的 马 跳 不 出 或 马 跳 不 到 , 所 以 也 不 是 哈 
密 顿 图 。 

4Xx4 的 马 图 中 四 个 c 号 顶 构成 一 个 圈 , 见 图 3-32, 四 个 4 号 顶 
构成 一 个 圈 , 四 个 a 号 顶 几 2 雇 顶 , 每 个 a 与 两 个 5 相 邻 。 如 果 从 这 
个 马 图 中 把 四 个 5 顶 删 除 , 则 出 现 四 个 a 号 孤立 顶 和 一 个 c 号 正方 
形 ,一 个 4 号 正方 形 , 共计 六 个 连通 片 ; 如 果 4X4 的 马 图 中 有 一 个 蛤 
密 顿 圈 C, 则 5 们 都 在 C 上 ,把 5 都 删除 , 至 多 产生 四 个 连通 片 。 事 
实 上 ,即使 是 一 个 哈密 顿 圈 , 再 无 不 在 圈 上 的 边 , 删 去 四 顶 ,也 至 多 破 
碎 成 四 片 , 如果 尚 有 不 在 哈密 顿 轿 上 的 边 , 则 破碎 不 会 增多 。 如 今 却 
产生 了 六 个 连通 片 , 这 一 矛盾 证 明 4x4 的 马 图 不 是 哈密 顿 图 。 

5 XxX5 的 马 图 也 不 是 哈密 顿 图 , 它 的 四 个 a 号 顶 丝 2 次 顶 ,与 四 
个 5 号 项 构成 一 个 八条 边 的 圈 C, 把 四 个 5 删除 至 少 得 五 个 连通 片 ， 
其 中 四 个 是 孤立 项 a, 见 图 3-33, 与 4X4 的 马 图 同 理 ,5x5 的 马 图 也 
不 是 哈密 顿 图 。 


图 3-32 3-33 
通过 上 述 分 析 , 我 们 可 以 建立 哈密 顿 图 的 一 个 重要 性 质 ， 
从 7 顶 哈密 顿 图 上 任意 删除 个 顶 ,&< 之 ,得 到 的 图 的 连通 片 
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3 四 图 论 篇 


的 个 数 不 多 于 个。 

这 条 性 质 反 映 了 哈密 顿 图 靠 其 哈密 顿 图 的 维系 , 失去 几 个 顶 也 
不 会 碎 得 太 历 害 , 雄 片 数 不 超过 失掉 的 顶 数 , 用 这 一 性 质 判 别 一 图 不 
是 哈密 顿 图 时 往往 见效 。 

例如 在 一 个 正八 面体 的 每 个 面 上 贴 上 一 个 正四 面体 , 两 者 的 一 
个 面 重合 , 则 此 14 顶 的 多 面体 以 楼 为 边 的 图 不 是 哈密 顿 图 ;因为 删 
去 原来 八 面体 的 六 个 顶 ,得 八 个 孤立 顶 , 由 哈密 顿 图 的 性 质 知 此 图 非 
哈密 顿 图 。 


,四 又 是 食 官 聚餐 


一 日 ,22 名 (2 >1) 贪 官 来 酒店 吃饭 , 某 些 贪官 之 间 有 积 候 ,但 每 
个 贪官 的 积 外 者 不 超过 一 1 个 , 他们 想 围 圆 果 就 坐 时 , 都 不 与 有 和 怨 
着 为 邻 , 是 否 可 能 ? 

右 以 贫 官 为 顶 , 在 每 对 儿 无 乱 痢 之 间 连 一 边 , 则 每 项 次 数 不 小 于 
n, 任 二 顶 次 数 之 和 不 小 于 顶 数 2n, 当年 匈牙利 的 一 位 中 学 生 波 沙 
(L.Pesa) 证 明了 下 面 的 定理 ; 

n 顶 图 G(n 之 3) 中 每 对 顶 次 数 之 和 不 小 于 n -1 时, G 中 有 哈 
密 顿 轨 ; 每 对 顶 次 数 之 和 不 小 于 n 时 , G 中 有 了 哈密 顿 圈 

这 个 定理 是 1960 年 奥 尔 (Ore) 提 出 的 , 下面 介绍 流沙 的 精彩 证 
明 ( 波 沙 后 来 成 为 了 敌 和 名 的 图 论 专家 )。 

首先 证 明和 看 每 对 顶 zx, v, d (w) + dlv) Fn -1, 则 G 是 连通 图 ， 
右 G 不 连通 ,有 G1, G2,…,，G, 这 w 个 连通 片 , ww 之 2, 取 EE 
V(G1), vE V(G), 则 dw)ni -1,4d(v)nz 一 1 2721, nz 分 别 
是 图 G1, Gz 的 顶 数 ,于 是 

ad(u)+ad(v)<n1+n2 一 2<70 一 2 
与 d(u)+d(v) 之 n - 工 相 违 , 所 以 G 连通 。 
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设 任 二 顶 wx, vd(xz)+cd(o) 志 2- 但 G 中 无 哈密 顿 轨 , 令 P 
(ol V141) 三 viv2… V1#1 是 G 中 最 长 轨 , 1 之 nn 一 1, 则 与 vi, vi#+1 关 
联 的 边 ( 当 然 有 ) 之 另 一 端点 必 在 P(z vi+ri) 内 部 ( 非 问 所), 不 然 ， 
看 vivi+1 是 边 , 又 P(vi, vi+t1) 不 是 哈密 融 轨 ,还 有 一 顶 v+z 不 在 
P(vi, v11) 上 ,再 由 G 之 连通 性 , 定 会 形成 图 3-34 的 结构 , 其 上 的 
粗 实 线 表 出 的 轨 比 P(wvi, vr1) 人 至 少 多 一 条 边 ,与 P(wvi, w+1i) 最 长 


下 导 。 
一 一 WU 
四 


图 3-34 

设 vi 的 邻 顶 是 vb pm 而 ov Vx_1 都 不 与 
vi+1 相 邻 , 则 d(vwi)=,d(vri) 和 1 一 k, 于 是 d(v1)+d(v+1) 志 < 
k+1- 上 =/ 之 nn 一 1, 与 定理 条 件 不 和 从， 于 是 存在 P(wi， vj+1) 的 两 个 
内 顶 wv;, vs v1 写 vi+1 相 邻 , v4+1 己 vi 相 令 , 见 图 3-35。 

图 3-35 中 存在 长 /+1 的 圈 C 如 粗 实 线 所 示 。 又 P(oi, vi+1) 上 
不 包括 G 的 一 切 顶 , 存在 vii2 久 1 和 v1, v2 ,Vit11; v1142 与 C 上 一 顶 
相信 Pb， 于 是 出 现 比 Pl(wi, vi+1) 还 长 的 轨 ， 与 Pl(wi, vi+1) 最 长 子 盾 ， 
至 此 证 得 G 中 有 哈密 顿 轨 。 

因为 4(w)+qd(wv) 之 n 时 , G 中 出 现 哈密 顿 办 vw] v2… vw-1v,， 
是 最 长 轨 , 于 是 出 现 viv, EE(G) 或 图 3-35 的 结构 , 总 之 , 当 d (wu) 
+d(wv) 宇 n 时 , G 中 有 哈密 顿 圈 , 证 毕 。 

联系 开始 提 到 的 2n 贪官 聚餐 问题 , 由 于 与 之 对 应 的 图 G 任 二 
顶 次 数 之 和 不 小 于 顶 数 , 由 奥 尔 定理 , G 中 有 哈密 顿 圈 , 按 一 条 哈密 
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3 加 图 论 篇 


顿 轿 的 顺序 入 席 即 可 使 邻 座 无 怨 。 


3,24 大 政 纵 队 和 王 


有 100 种 昆虫 , 每 两 种 之 中 必 有 一 种 能 咬 死 另 一 种 , 即 一 种 昆虫 
征 必 一 种 昆虫 的 天 敌 , 能 不 能 把 它们 排 成 一 路 纵队 , 使 得 每 种 昆虫 
( 际 排 头 外 ) 前 面 都 是 自己 的 天 政 ? 

在 体育 比赛 中 也 有 相似 的 问题 , 几 个 球 队 进行 甲 A 循环 赛 , 每 
两 队 队 间 痢 客 一 场 , 无 平局 ;如 果 甲 胜 乙 , 则 从 甲 向 乙 画 一 有 向 边 , 以 
n 个 球 队 为 项 集 , 构 成 一 有 同 图 G, 则 G 称 为 循环 赛 图 , 上 述 的 “天 
敢 纵队 问题 “的 图 论 模 型 是 以 虫 为 顶 , 甲 能 咬 死 乙 时 , 从 甲 向 乙 连 一 
有 辣 边 , 于 是 构成 一 循环 赛 图 , 问 的 是 循环 赛 图 中 是 否 有 有 向 哈密 顿 
轨 , 即 含 图 上 一 切 顶 的 有 向 轨 。 

答案 是 肯定 的 ,下 面 用 数学 归纳 证 明 . 

循环 赛 图 中 存在 哈密 顿 轨 。 

循环 赛 图 G 的 顶 数 为 2 时 , 命题 显然 成 立 。 

假设 对 不 超过 & 个 顶 的 循环 赛 图 , 命题 已 成 立 , 之 2, 往 证 &+1 
的 循环 赛 图 , 命题 仍 成 立 。 任 取 一 项 vc€ V(G), 由 归纳 法 假设 , G - 
v 中 有 有 癌 哈 和 密 顿 轨 wj wt, wu; EV(G),i=1,2,.…,k。 

QD 大 G 中 与 之 关联 的 有 癌 边 缘 从 v 指向 G 一 wv» 中 的 顶 ,或 从 G 
一 v 中 的 顶 指 同 w, 则 显然 vujw2… 专 或 uiwu2…urv 是 G 的 有 向 蛤 
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窗 顿 轨 。 

@ 若 Y(G) 中 以 wv 为 头 的 边 的 尾 集 V1 隆 名 ,以 v 尾 的 边 之 头 集 
和 个 , 设 G1, G, 分别 是 G 中 以 VI, Vo 为 顶 集 的 子 循环 赛 图 ,由 
归纳 法 假设 , G1 中 有 其 有 疝 哈 密 顿 轨 Pi(vwi, w1), Gz 中 有 其 有 问 
哈密 顿 轨 P( v2, w2), 于 是 G 中 的 有 回 轨 Pi(uly wi) vwP;( v2, tw2) 
是 有 同上 哈密 顿 轨 , 证 毕 。 

在 体育 竞赛 中 , 胜 者 为 王 , 优胜 劣 汰 ,如果 胜 v, 则 称 w 优 于 
v, 如 果 vw 是 的 手下 败 将 ,而 到 又 胜 w, 则 亦 称 “ 优 于 wm。 者 竞 赛 中 
有 一 运动 队 优 于 所 有 其 他 运动 队 , 则 称 其 为 王牌 运动 队 , 相应 地 , 在 
循环 赛 图 中 , 优 于 一 切 其 他 项 的 项 称 为 " 王 点 ”。 

厂 规 定 胜 一 次 得 一 分 , 败 着 得 专 分 , 则 有 结论 :得 分 最 多 的 为 王 
点 。 

事实 上 , 设 x 是 循环 赛 中 得 分 最 多 者 ,在 wu 得 分 为 n 一 1(n 古 逢 
环 赛 图 的 顶 数 ), 则 w 优 于 所 有 其 他 顶 , vx 目 然 是 王 点 , 右 x 的 得 分 
不 是 n -1 但 w 得 分 最 多 , zx 战胜 了 vi, vs,…, v4, 而 败 给 术 下 + 
ZKR+T2， TV 一 lo 右 ve+1 战 胜 了 Ul U2, » Up), 出 w+l 比 u 多 胜 一 
次 ,与 x 得 分 最 多 矛盾 ,所 以 存在 v;, 1 二; 志 k, v; 胜 过 wi 141, 于 是 发 
生 胜 vw, wv 又 胜 羽 ;1 的 现象 , 即 wx 优 于 加 辐 理 xz 优 于 w+ 
vn-1 寻 是 王 点 ,证 毕 。 

如 果 得 分 最 多 者 为 冠 车 , 王 点 未 必 能 得 境 车 ， 
即 王 点 不 一 定 是 得 分 最 多 的 , 例如 图 3-36 中 vw， 
得 3 分 ,是 得 分 最 多 者 , 当然 是 王 点 ,但 vi 也 征 王 
态 , 它 只 得 了 2 分 ,得 不 了 土 车 。 

如 有 果 只 有 一 个 王 点 , 则 它 得 分 n 一 1; 反 之 ,如 
果 一 顶 得 分 nn 一 1, 则 它 是 唯一 的 王 点 。 

事实 上 ,若是 G 中 唯一 王 点 ,但 wx 的 得 分 
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3 略图 论 篇 


不 超过 n -2, 则 有 有 向 边 以 x 为 头 , 把 所 有 这 种 边 尾 上 的 项 作为 顶 
集 构 成 子 循环 赛 图 G“, 由 于 得 分 最 多 的 是 王 点 , G “中 也 有 于 点 v; 于 
是 v 也 是 G 的 王 点 ,与 是 G 的 唯一 王 点 相 违 , 故 x 得 分 n 一 1。 

反之 , 若 u 得 分 n 一 1, 它 得 分 最 多 , 故 u 是 王 点 。 大 还 有 一 个 土 
点 v 关 u, 则 有 一 有 向 边 以 v 为 尾 以 x 为 头 或 有 一 有 辣 轨 wu。 总 
之 二 是 某 有 向 边 的 头 , w 至 少 败 过 一 次 , 与 u 得 分 n 一 1 矛盾 , 故 不 
会 有 王 点 v 短 wx, 即 这 时 王 点 唯一 。 


A 图 能 接 平 吗 


两 根 筷子 放 在 桌面 上 , 如 果 一 根 压 在 另 一 根 上 形成 一 个 乘 号 状 ，， 
我 们 就 说 没有 摆平 。 如 果 两 根 裸 导 线 打 又 压 在 一 起 , 电流 就 会 “ 短 
路 ”, 把 保险 丝 烧 断 甚至 引起 火灾 。 交 叉 路 口 为 避免 交通 堵塞 或 车 祸 
而 修筑 立交 桥 , 也 是 没有 把 路 线 摆平 而 成 的 。 相 传 一 位 封建 暴君 死 
到 临头 时 留 下 遗嘱 , 把 国土 瓜分 给 他 的 五 个 儿子 做 世袭 领地 , 这 五 个 
小 子 后 来 在 自己 的 领地 上 建造 豪华 宫殿 , 他 们 还 企图 修一 些 驿道 , 使 
彼此 的 宫殿 两 两 相通 , 又 要 求 道 路 不 交叉 , 结果 这 五 个 思春 的 王子 笋 
费 苦心 , 终 告 失败 , 这 是 一 个 典型 的 “无 法 摆平 "的 例子 , 其 中 道理 我 
们 过 一 会 儿 就 会 弄 明日 。 

我 们 在 纸 上 画 一 个 图 时 , 有 时 可 以 避免 两 边 交叉 的 现象 , 有 时 不 
可 避免 , 能 避免 者 , 称 为 平面 图 , 例如 Ks 与 Ks,3 任 意 删 去 一 条 边 则 
可 以 摆平 , 使 得 每 两 条 边 都 不 在 内 点 相交 , 见 图 3-37。 

画 在 平面 上 能 够 使 任 两 边 不 在 内 点 相交 的 图 称 为 平面 图 。 图 3- 
37 中 的 图 就 是 平面 图 。 

树 是 平面 图 , 可 以 如 下 把 树 镶嵌 在 纸 面 上 : 任 取 一 顶 vo € 
V(T), 工 是 树 ,把 vo 画 在 一 组 水 平 的 平行 线 的 第 一 条 (从 上 向 下 
数 ) 上 , 第 二 条 平行 线 上 等 距 地 画 上 wo 的 邻 顶 v1, v2,…, vi, 连接 直 
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3-37 


线段 vopl oz …，zow; 第 三 条 平行 线 上 依次 画 出 ol vy, …, vi 
的 尚未 男 出 的 邻 顶 , 间距 为 1 上 且 把 v1, v,,…, vi 向 下 与 其 邻 顶 用 直 
线段 相连 , 如 此 类 推 直至 把 工 画 完 , 这 样 的 图 示 中 无 任何 两 边 在 内 
扩 相 交 , 可 见 全 是 平面 图 。 


,0 多 面体 黄金 公式 


平面 几何 中 的 正 多 边 形 有 无 穷 多 种 , 在 立体 几何 当中 , 由 全 等 正 
多 边 形 为 面 每 硕 处 楼 数 相等 的 正 多 面体 是 否 也 有 无 穷 多 种 ?如 果 不 
征 , 共有 几 种 正 多 面体 ,它们 的 顶 数 、 棱 数 和 面 数 是 多 少 ? 对 于 一 般 
的 凸 多 面体 , 有 没有 任意 楼 数 的 多 面体 ”例如 , 有 七 条 楼 的 多 面体 
中? 

1736 年 , 欧 拉 给 出 了 一 个 关于 多 面体 的 公式 ,一劳永逸 地 彻底 
解决 了 这 些 问 题 。 我 们 知道 , 多 面体 是 平面 图 , 讨论 平面 图 可 以 解决 
多 面体 的 一 些 问题 

把 连通 平面 图 G 画 在 平面 上 , 使 无 边 在 内 点 相交 , 把 平面 划分 
成 厂 干 区 域 ,每 一 区 域 称 为 平面 图 的 一 个 面 , 面 数 用 we 表示 , 若 ， 和 
e 分 别 表 示 顶 数 和 边 数 , 则 下 面 的 欧 拉 公式 成 立 

yet+w=2 
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3 〇 图 论 篇 


由 于 这 个 公式 简单 漂亮 , 用途 极 广 , 人 称 多 面体 黄金 公式 , 它 的 证 明 
十 分 简洁 ,对 yp 用 数学 归纳 法 证 明 如 下 : 
op 二 1 时, G 中 无 圈 , 又 G 连通 , 则 G 是 树 , 于 是 gq=1,e==v 一 1， 
这 时 vy 一 e+ gpg=v 一 (vy 一 1)+1=2, 欧 拉 公 式 成 并 。 
假设 对 于 wg 志 k&(k 宇 1) 时 ,公式 已 成 立 , 考虑 p= &+1 的 情形 ， 
由 于 p= 有 +1 写 2, G 中 有 图 , 设 e 是 某 团 C 上 一 边 , 则 G - e 仍 是 连 
通 图 ,被 e 分 隔 的 两 个 面 变 成 G 一 e 中 的 一 个 面 , 于 是 p(G -ee)=&， 
由 归纳 法 假充 
vy(G—e)-e(G-e)+9op(G-e)=2 
v(G)—[e(G)-1+[o(G)—1|=2 
J(G) -el(G)+ 0o(G)=2 
证 毕 。 
把 平面 图 画 在 平面 上 , 使 得 边 不 交叉 ,可 以 有 多 种 国法 , 例如 可 
使 任 一 顶点 画 在 平面 上 面积 无 穷 的 那个 所 谓 外 面 的 边界 上 , 但 由 殉 
拉 公 式 , 各 种 国法 的 面 数 gp 是 党 数 。 


) ,纯正 多 面体 为 何 仅 五 种 


(1) 多 面体 的 棱 数 不 会 少 于 6, 不 等 于 7 
事实 上 , 以 多 面体 的 项 为 图 G 之 顶点 , 以 多 面体 的 楼 为 G 的 边 ， 
则 G 是 连通 平面 图 。 又 vy(G) 之 4, pgp(G) 之 4, 由 欧 拉 公式 得 
e(G)=v(G)+ ow(G)—2>4+4-2=6 
即 校 数 不 少 于 6。 
由 于 2e(G) 宇 36(G), 奉 有 七 楼 多 面体 , 则 2x7 宇 3p(G),4 三 


p(G) 去 汪 ,9p(G) 是 整数 ,只 有 p(G)=4, 而 四 个 面 的 多 面体 只 有 六 
条 楼 , 故 无 七 条 楼 的 多 面体 。 
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六 条 校 的 多 面体 是 存在 的 , 正四 面体 就 是 一 个 , 以 边 形 为 底 的 
校 锥 是 2& 条 楼 的 多 面体 ,之 4; 而 把 & -1 边 形 为 底 的 棱锥 底 角 处 的 
一 个 三 面 角 饮 擅 一 个 小 “ 尖 儿 ”, 则 得 2&+1T 条 棱 的 多 面体 , 所 以 对 于 
5 之 6, 7 天 7 的 7 ,并 他 在 2 楼 多 面体 。 

(2) 正 多 面体 只 有 五 种 

不 会 有 这 样 的 正 多 面体 , 它 的 面 是 正六 边 形 , 因为 正 多 面体 的 一 
个 顶点 处 至 少 有 三 个 面 拼 在 一 起 , 而 正六 边 形 每 个 内 角 为 120", 三 个 
正六 边 形 拼 在 一 起 已 经 是 360", 形成 平面 的 一 部 分 , 形 不 成 正 多 面体 
的 “顶尖 ”了 。 边 数 再 多 的 正 多 边 形 更 没 办 法 做 一 个 正 多 面体 的 面 ， 
因为 它们 的 每 个 内 和 角 超 过 了 120"。 可 见 正 多 面体 的 面 只 可 能 是 正 五 
边 形 、 正 方形 和 正二 角形 。 

OO 正 三 角形 为 面 的 正 多 面体 。 

情形 1 和 硅 组 成 的 正 多 面体 每 项 和 丝 3 次 , 则 3v = 2e， 


) = $e,2 =39, p= 代入 欧 拉 公式 得 


$e- ete=2 
解 得 e = 6,v =4, @ =4, 这 种 多 面体 是 正四 面体 。 
情形 2 硅 组 成 的 正 多 面体 每 顶 皆 4 次 , 则 | 4y = 2e, v= 


=2e, 9= $e, 代入 欧 拉 公式 得 


] 2 
了 8 十 3 二 


解 得 s=12,y=6,o=8, 这 种 多 面体 是 正八 面体 。 
情形 3 车 组 成 的 正 多 面体 每 硕 丝 5 次 , 则 5v= 2e,v= 4e,39 


=2e,9= $e, 代入 欧 拉 公 式 得 


2 ,2 
Se 二 二 


方 e, 39 
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3 图 论 篇 


解 得 s=30, v= 12，w =20,， 这 种 多 面体 是 正 20 面体 。 
@ 正 方形 为 面 的 正 多 面体 。 


这 种 正 多 面体 每 顶 只 能 3 次 , 故 3v= 2e,y= 委 se,49= 2e,9= 
二 6, 代入 欧 拉 公式 得 


Se -et7e=2 


解 得 e = 12, y = 8, pg = 6, 这 种 多 面体 是 立方 体 。 以 上 得 到 的 四 种 正 
多 面体 的 形象 见 图 3-24。 

@ 正 五 边 形 为 面 的 正 多 面体 。 

这 种 多 面体 每 项 和 丝 3 次 , 于 是 3y = 2e,yv= /ORR 


$e,59=2e, p= 和 se, 代入 欧 拉 欧 拉 会 


3 5 
解 得 e =30, n = 20, w=12, 这 种 正 多 面体 是 下 12 38 
面体 , 见 图 3-38。 
可 见 只 有 以 下 五 种 正 多 面体 : 
面 形 ”正三 角形 正方 形 正三 角形 正 五 边 形 正三 角形 
面 数 4 6 8 12 20 
校 数 6 12 12 30 30 
顶 数 4 8 6 20 12 
每 顶 处 校 数 3 3 4 3 5 


,9 非 平面 图 的 两 个 疙 总 
不 是 什么 图 都 可 以 摆平 画 在 平面 上 , 使 得 边 不 交叉 的 。1930 年 ， 
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2 的 数学 


ee 


站 — 


数学 聊 背 


波兰 数学 家 库 拉 托 夫 期 基 (Kuratowsky) 证 明了 下 面 的 定理 ， 

G 雹 平面 图 的 充 要 条 件 是 G 中 无 可 以 收缩 成 K; 或 KK; 3 的 子 
图 。 

所 霄 收缩 是 指 把 一 些 边 收缩 成 长 度 为 0, 且 使 其 两 端点 重合 的 过 
程 。 例 如 图 3-39。 


3-39 
可 风 K; 与 K3 ;是 图 中 的 两 个 ， ' 瘤 子 ” , 而且 是 恶性 的 ， 只要 有 这 


两 种 疙 瘤 之 一 时 , 就 不 可 摆平 了 , 没有 这 种 疙 将 , 则 一 定 可 以 摆平 。 
为 了 证 明 Ks 与 K;,3 是 非 平面 图 ,需要 用 到 下 面 的 公式 


41) = 2 (3.3) 


其 中 f; 是 平面 图 的 面 ， a(f ) 是 面 / 边界 上 的 边 数 ,不 过 f; 的 边界 
上 有 桥 时 , 此 桥 在 d( 户 ) 中 要 算 2, 如 图 3-40 中 d( 广 )=6, 事 实 上 , 洛 
万 的 边界 走 一 周 , 那个 勺子 把 ( 桥 ) 要 走 两 遍 。 


图 3-40 
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3 〇 图 论 篇 


平面 图 可 以 把 边 不 交叉 地 安排 在 平面 上 , 可 见 它 的 边 不 会 太 多 
太 密 。 对 于 平面 图 G 有 公式 
e(G)3v(G)-—6 (3.4) 
6(G)5 (3.5) 
其 中 8(G) 是 G 的 最 小 的 顶 次 数 , vy 宇 3 是 顶 数 。 
事实 上 , 由 于 G 是 连通 平面 图 时 , 对 每 个 面 f, 4(f) 之 3, 于 是 由 
公式 (3.3) 得 
2e = Da 之 30 
由 欧 拉 公式 , 3v 一 3e + 39=6, 于 是 
37(G)-6=3sg 一 30 字 3ge 一 2e=e 
由 于 
By >，d(o)=2e 委 2(3v 一 6) 


veEV(G) 


一 人 
al 


3 <6- 


故 8 过 5, 至 此 证 出 (3.4)、(3.5) 式 为 真 。 

由 公式 (3.4), 若 K; 是 平面 图 , 则 e(Ks) 夺 3v (Ks) - 6, B10< 
3xS-6=9, 这 不 可 能 ,可 见 Ks 非 平面 图 。 

若 K; ;3 是 平面 图 , 又 它 无 奇 圈 , 所 以 它 的 每 个 面 的 边界 上 全 少 4 
条 边 ,于 是 


49< > d(f.)=2e(K;3)=2xX9=18 


故 gp 过 好, 即 p<4, 代入 欧 拉 公 式 得 
2=y(K33)—e(K33)+ op(K3,3)E6~9+4=1 
矛盾 , 可见 Ks,3 不 是 平面 图 。 
前 面 提 到 的 “五 王子 修 路 ”问题 显然 无 解 , 因为 他 们 干 的 是 想 把 
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Ks 把 平 的 傻 事 ! K; 是 非 平面 图 , 不 可 能 
边 不 交叉 地 画 在 地 平面 上 , 除非 他 们 认可 
有 了 两 座 宫殿 间 不 设 直通 驿道 或 建造 一 座 立 
交 桥 , 见 图 3-41, @ 与 @ 回 交叉 处 是 立交 
刁 。 


3 彩色 图 , 不 仅 为 了 美 图 3-41 


用 几 种 颜色 给 一 个 图 上 色 , 使 其 每 个 顶 或 每 条 边 或 (平面 图 的 ) 
每 个 面 着 菜 种 颜色 , 于 是 图 上 色彩 斑 调 , 颜 形 俱 佳 , 不 愧 为 数学 园地 
上 上 的 乙 术 品 。 如 果 邻 顶 异 色 或 邻 边 异 色 或 邻 面 异 色 , 则 分 别称 为 正 
彰 顶 春色 .正常 边 着 色 或 正常 面 着 色 ;正常 着 色 时 使 用 的 最 少 颜色 数 
目 , 分 别称 为 图 的 色 数 . 边 色 数 或 (平面 图 的 ) 面 色 数 ; 且 分 别 记 成 
XCG) ,XI(CG) 和 X”(CG)。 
前面 讲 过 的 地 图 染色 时 的 四 色 猜 想 可 以 写成 
X (平面 图 ) 委 4 
染 一 个 省 (国家 ) 的 版 图 时 , 可 以 仅 把 其 省 会 (首都 ) 染 成 某 种 产 
色 , 以 省 会 的 颜色 代表 全 省 已 全 面积 染 上 了 这 种 颜色 ;以 省 会 为 顶 ， 
仅 当 两 省 相 邻 时 (有 一 段 分 界线 ) 在 两 省 会 间 连 一 边 , 构成 平面 地 图 
的 对 偶 图 G* ,于 是 X* (平面 图 G)= X(G* )。 这 样 就 把 面 正常 着 
色 的 问题 化 成 顶 正常 着 色 的 问题 了 。 四 色 问 题 可 以 写成 
X( 平 面 图 ) 志 4 
四 色 问 题 至 今 仍然 困惑 着 数学 界 , 其 至 殊 及 为 数 极 多 的 业余 数 
学 爱好 者 。 止 如 美国 当代 图 论 专 家 蛤 拉 里 (Harary) 所 言 :“ 四 色 猜 想 
可 以 改名 叫做 “四 色 病 ', 因为 它 真 的 像 传 染病 似 的 在 数学 界 流行 , 虽 
然 还 没有 因 它 致死 的 消息 ,但 它 的 确 会 使 感染 者 异常 痛苦 ,而 且 已 经 
发 现 父 亲 传 给 了 儿子 的 事 , 看 来 它 甚 至 是 遗传 性 疾病 。” 哈 拉 里 说 的 
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3 〇 图 论 篇 


是 真 话 , 绝 非 故 弄 芭 虚 。 最 近 十 几 年 当中 , 本 书 作 者 收 到 大 学 生 和 大 
中 小 学 教师 等 各 种 年 龄 的 人 士 寄 来 的 稿件 , 宣称 他 们 已 经 证 明了 四 
色 猜 想 , 希望 给 予 肯 定 的 评价 , 其 中 不 乏 十 几 年 如 一 日 废 复 乐 食 的 入 
迷 者 , 甚至 因此 心力 交 冶 , 实在 令 人 敬佩 。 无 奈 那 些 手写 的 文稿 毕 因 
缺乏 数学 的 严格 性 , 只 能 说 是 某 种 “说 明 ” 而 不 够 称 为 正确 证 明 的 资 
格 。 事实 上 ,就 目前 图 论 发 展 的 水 平 ,手写 的 4CC 证 明 问 世 的 时 机 未 


论 的 误导 ,应当 和 懂得 ,数学 上 的 确 存 在 百 思 不 得 其 解 的 难题 。 切 不 可 
抓 住 4CC 之 类 的 难题 不 放 。 

给 图 上 色 , 不 仅仅 是 为 了 美 , 借助 于 着 色 的 思路 和 技术 来 解决 的 
实用 问题 非常 之 多 ,不 信 请 看 下 面 实例 。 

(1) 期 来 考 试 至 少 几 天 

全 校 共 ” 门 功课 需要 期 末 考 试 , 不 少 学 生 不 止 选修 一 门 功课 ， 
不 能 把 一 位 同学 选修 的 两 门 谍 安 排 在 一 个 时 间 考 试 ;以 每 门 功课 为 
顶 , 仅 当 两 门 功 课 被 一 些 同学 选修 时 , 在 此 二 顶 之 间 连 一 条 边 , 构成 
图 G。 我 们 对 G 进行 正常 项 着 色 , X(G ) 即 为 所 求 的 期 末 考 试 的 最 
少 场 次 。 厂 每 天 考 两 场 , 则 全 校 要 进行 天 考试 


XX(G),X(G) 为 偶数 


XCG) | +1, 久 (G) 为 奇数 


(2) 至 少 需 要 几 间 库房 

有 些 仙 物 , 不 能 放 在 同一 个 库房 ,例如 黄鼠狼 和 小 鸡 , 放 在 一 起 
不 安全 , 问 至 少 需要 几 间 库房 ? 

以 货物 为 顶 , 仅 当 二 宗 货 物 放 在 一 起 不 安全 时 , 在 此 二 顶 间 连 一 
边 , 得 一 图 G, X(G) 即 为 所 需 库房 的 最 少 间 数 。 

(3) 距离 约束 同 信道 频率 分 配 问 题 


203 


地 数学 项 


2 Ss 
人 和 


地 面 上 有 若干 无 线 电 发 射 台 , 要 对 每 个 发 射 台 分 配 一 个 发 射频 
率 , 频率 用 自然 数 从 1 起 编号 , 称 为 信道 号 码 。 为 排除 同 频率 造成 二 
扰 , 要 求 使 用 同一 信道 的 发 射 台 相 距 必须 大 于 指定 正 数 d, 问 至 少 要 
用 几 个 信道 ? 

以 4 为 半径 , 以 发 射 台 为 中 心 作 圆 , 仅 当 两 圆 有 公共 点 时 , 在 两 
加 的 中 心间 连 一 边 , 以 圆心 为 顶点 , 构成 一 图 G, X(G ) 即 为 所 需 的 
最 少 信道 数目 。 


J, 咱 五 色 定理 和 肯 普 绝招 儿 


1890 年 , 希 伍 德 (Heawood) 继 承 肯 普 (Kemple)1879 年 误 证 四 色 

定理 时 用 的 方法 ,证 明了 五 色 定 理 
X( 平 面 图 ) 志 5 (3.6) 

用 对 平面 图 G 的 顶 数 y 的 归纳 法 来 证 明 五 色 定 理 . 

<5 时 , (3.6) 式 显然 成 立 。 假设 vy 三 n -1 时 (3.6) 式 已 成 立 ， 
考虑 vy =n 的 平面 图 G。 由 于 6(G) 志 5, 即 存在 voE V(G), qd (wo) 
So 

情形 1 dd(wo) 志 4, 考虑 G - vo, 由 归纳 法 假设 , X(G - vo) 三 
5, 把 G 一 wo 用 不 超过 5 种 颜色 正常 着 色 后 ,再 把 vo 着 以 异 于 其 邻 
顶 的 第 五 种 颜色 即 可 。 

情形 2 4d(wo)=5。 设 mov v4; vs 是 vo 的 五 个 邻 顶 , 按 
逆 时 针 顺 序 画 在 vo 周围 如 图 3-42。 它 们 分 别 着 以 1,2, 3, 4, $ 五 种 
颜色 。 以 下 其 他 顶 着 色 时 只 允许 用 这 五 种 颜色 ; 先 把 G - v 用 以 上 
五 色 正 肖 厦 色 。 

记 Go= Gvo,Gw3 是 由 1 和 3 两 种 颜色 的 项 为 项 集 , 边 的 两 端 
为 1 色 与 3 色 时 为 G1;3 的 边 形成 的 Go 之 子 图 。Gw4 作 相似 理解 。 
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在 在 Gj3 中 wi 与 v3 分 居于 两 个 连通 片 ， 
把 含 vj 的 那个 连通 片 中 的 1 色 与 3 色 互 换 ， 
自 归纳 法 假设 ,X (Go) 过 5, 这 时 再 把 vo 着 以 302 
1 色 即 可 。 

和 匠 zi 与 让 在 Go 的 同一 连通 片 册 , 则 存 
在 轨 P(vi, v3), 在 P(vi, zs) 上 1 色 河 3 色 交 
蔡 出 现 , 而 在 G 中 , voviP(vi, v3)v3vo 是 一 
个 圈 , wm 与 v4 分 居于 此 圈 之 内 外 , 在 Go 中 ， 罗 3.42 
子 圈 Gz 中 , v2 与 v4 必 分 属于 Gw 的 两 个 连 
通 片 , 不然, G24 中 有 轨道 P(v2, v4) 与 P(vi, v3) 相 交 于 一 个 公共 顶 
u,U 在 P(vi, v3) 上 应 是 1 色 或 3 色 ,w 又 在 P(v,, v4) 上, w 应 为 2 
色 或 4 色 , 这 当然 不 可 能 。 

既然 v, 与 v4 分 属于 Gx 的 两 个 连通 片 ,把 wz 所 在 的 连通 片 中 
的 2 色 与 4 色 交 换 , 再 把 vo 染 上 2 色 即 可 。 至 此 证 出 五 色 定 理 
(3.6)。 

证 明 中 两 次 使 用 两 色 互 换 的 技术 , 这 是 肯 普 首创 的 一 个 绝招 。 
在 关于 图 的 色 的 研究 当中 , 人 们 不 只 一 次 地 引用 过 这 一 绝招 。 网 佩 
尔 也 承认 , 他们 在 用 计算 机 证 明 4CC 时 ,也 借鉴 了 肯 普 当年 证 明 4CC 
时 用 过 的 方法 和 思路 。 

四 色 和 定理 尚 缺 可 视 性 证 明 , 进一步 的 问题 则 更 加 尖 锁 

任 给 一 个 平面 图 G,X(G) 委 3 吗 (3.7) 
这 个 问题 有 时 回答 .是 ,例如 G 纪 K;; 有 时 间 答 ; 否 ， 例如 G= Ki, 有 所 
以 已 无 三 色 定 理 可 言 , 但 对 任意 给 定 的 平面 图 G, 如 何 有 效 地 判定 
x(G) 是 否 不 大 于 3, 则 是 比 四 色 定 理 还 要 困难 的 问题 , 四 色 定 理 还 
可 以 用 计算 机 给 出 证 明 ,而 (3.7) 问 题目 前 用 计算 机 也 不 能 有 效 地 解 
决 。 
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3,3] 颜色 多 项 式 


四 色 猜 想 问 世 一 百 多 年 来 , 数学 家 们 对 它 的 研究 虽 缘 以 失败 而 
告终 ,但 在 人 们 冲击 4CC 的 崎 虐 道 路 上 却 留 下 许多 闪烁 着 智慧 之 光 
的 所 硼 “ 中 间 成 果 ”, 1912 年 , 人 到 紧 夫 为 研究 4CC 而 引入 的 颜色 多 
项 式 就 是 其 中 的 杰作 之 一 。 

今 有 (之 1) 种 闫 色 , 用 来 对 顶 集 为 V= joy oo 二 的 图 G 
进行 正常 顶 着 色 , 问 有 几 种 不 同 的 着 色 方 式 。 

所 谓 两 种 着 色 方 式 不 同 ,是 指 至 少 有 一 个 顶 , 在 两 次 着 色 中 的 颜 
色 不 同 ,用 P(G,&) 表 示 G 用 & 种 颜色 正常 顶 着 色 时 不 同 的 着 色 方 
式 之 数目 。 于 是 4CC 可 写成 

P( 平 面 图 , 4) >0 
P(G, 上 &) 的 确定 和 证 明 4CC 一 样 ,也 是 十 分 困难 的 ,我 们 只 能 对 一 些 
特殊 图 G 求 得 P(G,&)。 

Oz 厂 E(G)=$, 则 P(G,k)=k"。 

@P(G, 上 )>0 的 充 要 条 件 是 XY(G) 委 &。 

OP(K,,k)=E(k-1)(k—n+1), 

对 于 一 般 图 G, 有 公式 

P(G,k)=P(G-e,k)- P(G'e,k) (3.8) 
其 中 Ge 是 把 G 中 边 e 收缩 掉 , 其 两 端点 重合 。 

事实 上 ,考虑 P(G -e,&), 在 对 G -ee 用 k 种 颜色 正常 顶 着 色 
时 , e 的 问 点 zx 与 v 可 以 同色 ,也 可 以 异 色 ; 右 与 v 同色 , 则 G 一 e 
的 着 色 方式 数 为 P(G*e,), 耕 4 与 v 异 色 , 则 G 一 e 的 着 色 方 式 数 
为 P(G,), 所 以 P(G 一 e,k)= P(G,k)+P(G'e, 上 ), 于 是 公式 
(3.8) 成 六 。 

可 惜 的 是 公式 (3.8) 对 边 数 多 内 图 是 一 个 无 能 的 “ 坏 公 式 ”, 因为 


200 


3 〇 图 论 篇 


对 e 条 边 的 图 , 若 用 公式 (3.8) 把 G 亚 成 两 个 图 G- e 与 G.e 后 , G 一 
e 与 G.e 再 各 自 减 一 边 缩 一 边 变 成 两 个 图 , 如 此 会 变换 出 2 个 图 
来 ,每 个 给 无 边 之 图 , 可 以 用 无 边 图 的 公式 来 写 出 多 项 式 P(G 有)。 
但 是 2: 这 个 数量 太 巨 大 , 例如 21%, lg2100 = 100lg2<z30.10, 可 见 2100 
征 个 31 位 数 ,绝对 不 可 能 有 那么 多 时 间 执 行 这 个 公式 。 

但 对 边 少 的 图 ,公式 (3.8) 还 是 可 以 用 的 , 例如 


p( 人 .=(A -入 
(7 


人 


=((k 一双) 一 (名 一 有 2)) 一 (有 3 一 有 2) 一 (有 2 一 到 ) ) 
一 及 一 3 有 十 382 一 大 
=k(k-1) 
图 论 当 中 这 种 “ 形 数 同 炉 ”的 运算 并 非 此 处 一 次 出 现 , 又 直观 又 
定量 , 颇 为 新 宁 。 
我 们 从 公式 (3.8) 的 反复 执行 中 发 现 , 对 于 任何 图 , 都 可 化 成 秃 
图 来 求 其 P(G,&), 所 以 P(G, 上 ) 是 上 为 变 元 的 n 次 多 项 式 ,n 是 G 
之 顶 数 , 且 此 多 项 式 无 常数 项 , 此 多 项 式 称 为 颜色 多 项 式 。 
上 上面 求 得 4 顶 树 的 多 项 式 为 上 (& 一 1)3, 从 “ 形 数 同 炉 ”的 运算 过 
程 中 我 们 可 以 发 现 , 对 任何 n 顶 树 丁 ,有 公式 
P(T,k)=k(k—1)"-! (3.9) 
用 归纳 法 来 证 (3.9)。 当 nn =2 时 , (3.9) 式 显然 成 立 ;假设 对 于 
n 个 顶 的 树 全 , (3.9) 式 已 成 立 , 考虑 n +1 个 顶 的 树 T, 设 v 是 工 
的 一 个 时, 令 下 = T 一 v, 由 归纳 法 假设 , P(T- vw,k)=k(k- 
1)”“, 对 于 TT 的 用 & 种 颜色 的 每 种 正常 顶 着 色 , 对 v 的 颜色 选择 有 
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一 1 种 方式 ,可 见 PCT,R)=k(k-1)” '*(k~-1)=k(k-1)"o 

关于 颜色 多 项 式 , 也 有 不 少 问题 等 待 我 们 去 研究 , 例如 下 面 的 
Read 猜想 至 今 无 人 证 其 明 亦 无 人 证 其 伪 。 

Read 猜想 : 按 降 宕 排列 的 颜色 多 项 式 的 系数 的 绝对 值 完 是 严格 
单调 上 升 ,继而 严格 单调 下 降 。 

本 来 企图 用 颜色 多 项 式 这 种 新 概念 来 解决 4CC 难题 , 结 采 目的 
没有 达到 , 反而 给 自己 增添 了 难题 。 这 真是 , 知识 越 多 , 本 领 越 高 , 面 
临 的 困难 越 大 。 : 


9,32 八 皇 后 和 五 星 后 问题 


作 皇 后 问题 ;国际 象棋 盘 上 , 双方 共有 八 个 “后 ”, 这 八 个 后 在 哪 
些 格 里 , 才能 出 现 谁 也 不 能 吃 掉 对 方 后 的 局 面 ? 

天 皇后 问题 ;我 方 有 五 个 "后 ”, 应 放 哪些 格子 上 , 才 可 吃 掉 对 方 
的 任何 一 个 子 儿 ? 

为 解决 上 述 皇后 问题 , 应当 从 独立 集 谈 起 。 I 万 V(G), 车 了 中 项 
两 两 不 邻 , 则 称 1 是 G 的 独立 集 。K， 中 只 有 由 一 个 顶 构 成 的 独立 
集 ,而 K， ,中 的 XX 集合 与 Y 集合 都 是 独立 集 。 在 顶 正常 着 色 中 , 同 
色 顶 构成 独立 集 。 

以 64 个 格 为 顶 集 , 处 于 同一 横行 , 同一 纵 列 和 在 同一 “ 斜 行 " 上 
的 两 顶 相 邻 ,所谓 “ 斜 行 "是 指 与 水 平 线 成 45" 角 的 方 格 串 , 如 此 构成 
的 图 G 称 为 “皇后 图 ”, 即 把 一 后 放 在 G 的 任 一 项 上 , 它 可 以 吃 掉 其 
邻 顶 上 的 对 方 的 棋子 。 

言 斯 八 皇 后 问题 就 是 求 皇后 图 G 上 的 由 八 个 顶 组 成 的 独立 集 
7 ,显然 这 个 独立 集 是 G 的 一 切 独立 集 当中 顶 数 最 多 者 ;图 论 中 称 
质数 最 多 的 独立 集 为 最 大 独立 集 , 其 顶 数 称 为 该 图 的 独立 数 , 记 之 为 
2(G), 例 如 a( 皇 后 图 ) = 8。 除 最 大 独立 集 之 外 , 还 有 一 种 独立 集 称 
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为 极 大 独立 集 , 即 已 是 独立 集 , 但 再 添加 一 顶 则 不 是 独立 集 了 ,这 
种 不 能 在 原 有 的 基础 上 扩充 的 独立 集 叫 做 极 大 独立 集 , 它 是 个 局 部 
概念 ,但 不 是 全 局 性 概念 , 极 大 独立 集 不 一 定 是 最 大 独立 集 。 

五 皇后 问题 就 是 求 皇后 图 G 的 一 个 极 大 独立 集 了 使 得 了 由 五 
个 顶 组 成 。 它 的 一 个 解 如 图 3-43 所 示 , 由 此 知 极 大 独立 集 有 的 就 不 
是 最 大 独立 集 。 

图 3-43 中 , 皇后 图 的 每 个 顶 要 么 在 五 个 黑子 组 成 的 项 子 集 中 ,要 
么 是 这 五 个 黑子 中 的 某 个 的 邻 顶 , 即 受 黑子 的 “支配 ”, 这 五 个 黑子 组 成 
的 集合 称 为 支配 集 。 一 般 地 , 设 DEV(G), 且 任 一 顶 oE V(G), 则 或 
者 vED, 或 者 wv 与 了 D 中 一 顶 相 邻 , 则 称 TTTTTTT| 
DD 为 G 的 一 个 支配 集 。 如 果 DD 是 支配 | | | | | | 11 
集 ,从 D 中 删除 一 项 后 则 不 再 是 支配 集 ,， | | | ， | |@ | 
则 称 D 是 极 小 支配 集 。 最 小 支配 集中 的 | 时 | | | | 
顶 数 称 为 图 的 支配 数 , 记 之 为 Y(G)。 显 ie 

| | [| 

然 , 极 大 独立 集 一 定 是 极 小 支配 集 。 Tie || 

例如 图 3-43 中 的 五 皇后 组 成 极 大 独 | | | | | | |， 
立 集 , 它们 也 就 组 成 了 一 个 极 小 支配 集 。 

高 斯 八 皇 后 问题 的 解 在 图 3-44 中 给 
出 了 两 个 。 图 3-44(a) 中 的 解 记 成 (72631485), 代表 每 个 后 在 各 列 的 
高 度 , 例如 7 代表 第 1 列 后 高 7,2 代表 第 2 列 后 高 2,6 代表 第 3 列 后 
高 6, 等 等 。 可 以 验证 ,高 斯 八 呈 后 问题 的 解 有 

(72631485) (61528374) (58417263) 
(35841726) (46152837) (S57263148) 
(16837425) (57263184) (48157263) 
(51468273) (42751863) [35281746] 

上 面 12 个 序列 的 每 一 个 都 对 应 一 个 类 似 图 3-43 的 皇后 分 布 

图 , 前 11 个 序列 对 应 的 分 布 图 按 逆 时 针 每 转动 90", 则 得 另 一 种 八 星 


图 3-43 
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图 3-44 


后 分 布 图 , 旋转 得 到 的 四 个 分 布 图 按 加 右 下 方 的 对 角 线 对 称 翻身 , 又 
得 四 个 分 布 图 , 所 以 共计 可 得 11 x 8 = 88 个 解 。 最 后 那个 分 布 
[35281746 ] 旋 转 180" 后 复原 ,所 以 它 只 会 旋转 90" 和 翻身 两 次 , 得 四 
个 分 布 图 , 最 后 得 知 , 高 斯 八 皇 后 问题 有 88 + 4= 92 个 解 。 


) 历史 上 最 伟大 的 数学 家 


局 斯 (C.F.Gauss, 1777 一 1855), 德国 不 伦 瑞 克 人 , 其 父 是 泥 瓦 
匠 , 父母 无 钱 亦 无 意 对 其 子 进行 深造 。 就 是 这 位 出 身 穷苦 非 书香 之 
家 的 子弟 , 后 来 对 科学 做 出 了 非凡 的 贡献 , 成 为 最 伟大 的 数学 家 , 他 
二 岁 时 就 纠正 了 父亲 工资 表 上 的 一 处 计算 错误 。 在 小 学 读书 时 , 老 
师 出 了 一 道 数学 题 :1+2+3+…98+99+100=? 高 斯 100+1,99+ 
2,…S1+50, 组 成 50 对 , 几 秒 钟 后 就 报 出 计算 结果 5050, 全 班师 生 为 
之 惊讶 。15 岁入 卡 罗 林 学 院 读 书 , 其 后 转 入 哥 廷 根 大 学 深造 。19 岁 
解决 了 人 类 两 干 多 午 未 解决 的 难题 ;用 圆规 直 尺 作出 正 17 边 形 , 达 
动 了 当时 的 数学 界 。 高 斯 去 世 后 , 他 的 墓碑 上 刻 着 一 个 用 圆规 直 尺 
做 出 的 正 17 边 形 。22 岁 时 , 用 四 种 方法 证 明了 代数 基本 定理 , 获 哥 
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廷 根 大 学 博士 学 位 。 他 证 明了 一 个 一 般 的 定理 : 

凡 边 数 是 n=22 +1,k==0,1,2,…… 的 正 多 边 形 皆 可 用 圆规 直 
尺 作 出 。 

例如 n=3,5,17,257 条 边 的 正 多 边 形 丝 可 用 圆规 直 尺 作 图 。 

高 斯 重视 科学 表达 的 严格 性 与 精炼 , 他 对 前 人 一 些 经 不 起 推荐 
的 叙述 和 证 明 完 全 不 能 容忍 , 而 决心 使 自己 的 著作 在 这 方面 无 懈 可 
击 。 他 在 致 友人 的 信 中 明言 :“ 你 知道 我 写 得 慢 , 这 主要 是 因为 我 总 
想 用 尽量 少 的 字句 来 表达 尽量 多 的 思想 , 而 写 得 简短 比 长 篇 大 论 地 
写 更 要 花费 时 间 。” 

高 斯 才思 泉涌 , 只 得 把 科学 发 现 作成 简短 的 日 志 , 来 不 及 写成 详 
述 的 论文 , 他 说 :给予 我 最 大 愉快 的 事 不 是 所 取得 的 成 就 而 是 得 出 
成 就 的 过 程 。 当 我 把 一 个 问题 搞 清 楚 了 , 研究 透彻 了 , 我 就 放下 不 
管 , 转 而 探索 未 知 的 领域 。” 有 人 估计 , 如 果 要 把 他 在 科学 上 的 每 一 
项 发 现 都 写成 完满 的 形式 发 表 出 来 , 那 就 需要 好 几 个 长 寿 的 高 斯 终 
生 的 时 间 。 他 在 数论 、 函 数论 .概率 统计 、 微 分 几何 、 非 欧 几 何等 数学 
领域 都 有 开创 性 的 巨大 成 就 。 

高 斯 又 分 出 不 少 精力 研究 物理 学 和 天 文学 , 开创 了 地 磁 理 论 , 发 
明了 电磁 铁 电动 机 , 1807 年 任 哥 廷 根 新 天 文 台 台 长 和 天 文学 教授 ， 
被 封 为 公 甸 , 但 他 十 分 讨厌 行政 琐事 , 会 议和 官僚 主义 的 繁 文 纤 节 。 
1840 年 , 雅 可 比 在 高 斯 家 作客 后 给 弟弟 写 信 感 叹 道 ,如果 实际 天 文 
学 工作 没有 把 这 位 巨大 天 才 的 精力 , 从 他 光辉 的 事业 中 分 散 出 去 , 数 
学 的 情况 ,将 与 今日 大 不 相同 。” 一 次 雅 可 比 到 高 斯 家 谈 到 自己 和 阿 
倍 耳 在 椭圆 函数 论 方面 的 新 发 现 , 高 斯 从 抽 居 里 拿 出 他 30 年 前 的 手 
稿 ,把 雅 可 比 所 说 的 新 发 现 指 给 他 看 。 高 斯 淡泊 名 利 , 不 少 首创 的 学 
问 并 未 及 时 发 表 , 高 斯 对 自己 极端 求全 求 好 , 发 表 的 东西 都 是 了 不 起 
的 成 果 。 

高 斯 是 搞 理论 的 大 师 , 但 也 十 分 注重 实际 工作 , 例如 他 干 过 大 地 
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测量 工作 , 准确 测量 了 地 球 表 面 的 大 三 角形 , 并 由 此 促使 他 写 出 《天 
于 曲面 面积 的 一 般 论 述 》 的 名 著 ; 他 用 最 小 二 乘法 计算 出 “ 合 神 星 ” 的 
轨道 , 并 成 功 地 用 望远镜 观察 到 这 颗 很 难 追 寻 的 神秘 的 小 行星 ;他 总 
结 在 天 文 台 的 实际 工作 , 运用 他 的 数学 优势 , 写成 《天 体 运 动 理论 》， 
被 公认 为 行星 天 文 的 圣经 。 此 外 , 他 还 发 明了 望远镜 和 照相 机 上 的 
“高 斯 大 角度 物镜 ”等 。 

1898 年 , 从 高 斯 孙子 家 发 现 了 只 有 19 页 的 高 斯 笔记 本 , 该 日 记 
中 记载 了 他 146 项 数学 发 现 。 数 学 史家 评价 说 , 把 高 斯 的 其 他 一 切 
成 果 全 不 算数 , 仅 就 他 孙子 提供 的 这 本 日 记 , 高 斯 也 可 以 评 为 当代 最 
伟大 的 数学 家 。 

美国 数学 家 G.F. 塞 蒙 斯 说 ;这 就 是 高 斯 , 一 个 至高 无 上 的 数 
学 家 , 他 在 那么 多 方面 的 成 就 超过 一 个 普通 天 才 人 物 所 能 达到 的 水 
平 , 以 致 我 们 有 时 会 产生 一 种 离奇 的 感觉 , 以 为 他 是 上 界 的 天 人 。” 


)， jj 妖怪 的 边 色 数 


图 3-45 中 国 的 两 个 漂亮 图 数学 上 称 之 为 妖怪 (snark graph), 姥 
怪 在 此 是 数学 名 词 , 并非 贬 义 的 绰号 。 这 种 图 是 每 项 绷 三 次 的 无 桥 
图 , 删除 三 条 边 不 会 使 它 破裂 成 两 个 有 边 子 图 , 它 的 最 小 圈 上 的 边 数 
不 少 于 $, 边 色 数 为 4, 满足 这 些 要求 的 图 很 难 设计 ( 捕 所 ?出 来, 所 以 
命名 为 妖怪 , 以 示 其 神秘 和 妖 美 。 

图 3-45(a) 是 佩 特 森 (Petersen) 首 先 讨 论 过 的 , 又 称 Petersen 图 ， 
它 已 成 为 图 论 学 科 的 “徽章 ”, 在 各 种 有 关 图 论 的 杂志 和 和 著作 的 封面 
上 经 常 出 现 。 它 是 顶 数 最 少 的 妖怪 , 所 以 亦 称 " 小 妖 "。 下 面 论证 小 
妖 的 边 色 效 年 4。 

由 于 小 妖 每 顶 丝 三 次 ,所 以 X“( 小 妖 ) 宇 3。 图 3-45(a) 中 已 经 用 
四 种 颜色 1,2, 3, 4 对 小 妖 的 边 正常 着 色 , 故 X'( 小 妖 ) 三 4。 下面 证 明 
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图 3-45 
XX (小 妖 ) 宇 4。 为 此 只 欠 证 用 三 种 颜色 不 能 对 小 妖 正 常 边 着 色 , 我 们 
把 小 妖 画 成 图 3-46 的 模样 , 设 图 3-46 可 以 用 三 种 颜色 1,2, 3 正常 边 
着 色 , 由 对 称 性 , 不 妨 设 与 vio 相 关联 的 三 条 边 已 用 1,2,3 色 来 好 , 则 
vivs 与 v4vs 分 别 用 2 色 3 色 或 3 色 2 色 着 色 ; ww 与 wyve 分 别 用 
1 色 3 色 或 3 色 1 色 着 色 ; v3vs 与 ve6vg 分 别 用 1 色 2 色 或 2 色 1 色 


来 着 色 , 于 是 这 六 条 边 的 着 色 有 2Xx2x2= 
8 种 可 能 的 方式 需 加 以 讨论 。 其 中 之 一 在 
图 3-46 上 标 出 , 我们 来 证 这 种 方式 行 不 通 ， 
同 理 可 证 其 他 七 种 方式 也 行 不 通 , 于 是 知 
用 三 种 颜色 染 不 了 小 妖 的 边 , 使 邻 边 开 色 。 

事实 上 , v3v4 只 能 选 3 色 , 这 时 v3wv， 
只 能 选 2 色 , 进而 wmi 的 邻 边 已 占用 1,2， 
3 三 种 颜色 , vv 无 色 可 人选 三 ! 

至 此 知 X (小 妖 )=4。 

图 3-45(b) 中 的 大 妖怪 之 边 色 数 亦 为 4。 但 论证 则 更 为 纷 类 , 详 
者 可 在 计算 机 上 去 做 。 

我 们 何苦 一 定 要 讨论 各 种 可 能 的 情形 , 用 笨拙 的 穷 举 法 来 确定 


图 3-46 


小 妖 的 边 色 数 呢 ” 难 道 没 有 简便 有 效 的 办 法 来 求 得 任 一 图 的 边 色 数 
写 顶 色 数 吗 ? 没 有! 至 少 目 前 还 没有 一 个 数学 家 或 计算 机 专家 能 办 
到 这 一 点 ;由 于 色 数 问题 的 本 质 困难 , 是 否 根本 就 不 存在 求 色 数 的 有 
效 方法 目前 也 没 人 敢 说 是 或 说 否 。 

妖怪 的 毛色 数 是 其 项 的 最 大 次 数 加 工 它 的 最 大 次 数 是 A= 3， 
X ( 妖 )=4=A+1) 有 些 图 的 边 色 数 恰 为 A, 例如 

X(K,,.1)=X(K,,)=2n-1 

事实 上 ,把 天 2 的 22 一 1 个 项 分 别 放 在 正 2n - 1 边 形 的 2n 一 1 
个 原点 上 , 把 另 一 顶点 vo 放 在 正 2n 一 1 边 形 的 中 心 ,， >; 的 边 夯 成 
下 线段 , wj, v2，…, v2; -1 为 逆 时 针 排 列 , 如 图 3-47。 我 们 发 现 一 个 完 
备 匹 配 juovzly oz zc 一 ， vvs+1| 把 这 个 匹配 形成 的 几 


何 图 形 绕 vo 转动 2 下-, 则 得 另 一 完备 匹配 , 如 此 可 以 得 到 无 公共 

边 的 22 一 1 个 完备 匹配 。K,, 的 每 条 边 丝 在 上 述 2n 一 1 个 匹配 之 

中 。 者 把 每 一 匹配 中 的 边 染 上 一 种 颜色 , 则 知 X'(K2,) 志 2n -1。 又 

Ky, 的 每 个 顶 与 2n -1 条 边关 联 , 所 以 X (Ks,) 宇 2n -1 可见 
X (K2,)=2n -1= 人 人 (K,,)。 

Yd 把 图 3-47 中 的 vo 从 天 上 删 

去 ,得 天,,_1, 此 天， ;的 边 已 用 27 

,1 种 颜色 正常 厦 色 , 故 X (K2,-1) 

<2n - 1。 男 外 , 边 正常 着 色 中 ,同色 

边 组 成 一 个 匹配 , K,,_|/ 有 2n 一 1 个 

顶 ,其 最 大 匹配 只 能 许配 2n - 2 个 

硕 , 所 以 同色 边 最 多 n 一 1 条 , 又 

图 3-47 K21 的 边 共 (22 一 1)(n 1) 条 , 故 


有 《天 2 1) 之 | 2n 
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-1, 所 以 XX (K,,_1)=2n -1=A(K,,_1)+1, 

由 X (Kso)=49, 见 图 3-47, 可 解 下 列 问 题 : 

某 班 共 50 位 同学 , 每 天 两 人 编 成 一 小 组 , 25 个 小 组 讨论 数学 题 ， 
但 每 位 同学 和 另 一 位 同学 只 能 进行 一 次 讨论 , 问 这 样 的 小 组 讨论 可 
以 持续 多 少 天 ? 

答 :49 天 。 

从 上 面 的 讨论 我 们 发 现 , 有 的 图 G, X(G)=A(G), 有 的 图 五， 
xX (H)=A(H)+1。 : 

右 问 : 什 么 样 的 图 , 其 边 色 数 是 其 最 大 的 次 数 A, 什么 样 的 图 , 其 
边 色 数 是 和 +1? 

这 个 问题 从 1964 年 维 津 (Vizing) 向 数学 界 “ 叫 板 ” 以 来 , 尚 无 任 
何 一 位 数学 家 能 够 回答 | 

图 论 这 块 硬 饰 饰 , 看 起 来 很 美 , 邮 起 来 很 香 , 号 起 来 往往 消化 不 
民 , 有 的 题目 简直 就 一 点 也 哺 不 动 ! 这 也 许 是 图 论 之 所 以 诱 人 的 变 
力 所 在 。 


人 亲 朴 恩怨 , 世态 炎帝 


在 任何 一 个 人 群 当中 , 总 会 有 些 人 两 两 亲密 , 结 为 团伙 , 另 一 些 
人 两 两 有 和 怨 或 不 相识 , 彼此 相 玖 。 如 果 以 人 为 项 , 两 人 亲近 , 在 此 二 
顶 间 连 一 边 ,两 人 相 芯 时 , 此 二 顶 之 间 无 边 , 形成 一 个 社交 图 G。 于 
是 任 给 一 个 图 , 都 可 以 理解 成 为 社交 图 , 两 两 相 朴 的 人 构成 社交 图 的 
一 个 独立 集 , 两 两 亲近 的 人 们 则 形成 一 个 完全 子 图 , 称 为 社交 图 中 的 
“ 团 ”。 第 一 个 非 平 几 的 社交 亲 政 问题 如 下 : 

任何 六 个 人 的 人 群 中 , 必 有 三 人 彼此 亲近 或 有 三 人 彼此 朴 远 。 

我 们 把 相应 的 六 顶 社交 图 的 边 染 成 绿色 , 把 彼此 玲 远 的 两 人 相 
应 的 顶 之 间 补 上 一 条 染 成 红色 的 边 (表示 两 人 玖 远 , 犹如 交通 信号 中 
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禁 行 的 红 灯 ), 于 是 问题 化 成 “在 此 两 色 的 完全 图 Ke 中 必 有 同色 三 
角形 。” 

设 六 人 为 v1, v2, v3, va, vs, v6, 由 抽 履 原理 , 与 vi 关联 的 五 条 
边 中 , 必 有 三 条 同色 , 不 妨 设 mw, v1v3, v1v4 是 同色 绿 边 , 再 考虑 
和信 vv3v4, 若 它 是 同色 三 角形 , 则 命题 得 证 , 否则 个 vv3v4 中 有 绿 
边 , 则 此 绿 边 与 viv, vi1v3, v1v4 中 的 两 条 构成 一 个 绿色 三 角形 ;总 
之 会 出 现 同色 三 角形 。 与 vi 相关 联 的 边 中 有 三 条 是 红色 时 , 证 明 与 
此 雷同 。 

值得 注意 的 是 ,六 人 是 保障 必 有 三 人 相近 或 三 人 相 朴 的 最 小 人 
数 , 若 五 个 人 , 则 未 必 能 保障 必然 三 人 相近 或 三 人 相 疲 。 例 如 社交 图 
是 一 个 五 边 形 时 , 则 既 无 三 顶 团 亦 无 三 顶 独立 集 。 

用 边 着 色 的 话 来 讲 , 对 K, 的 边 用 两 种 颜色 任意 着 色 , 总 会 出 现 
同色 三 角形 时 , n 最 小 是 6。 这 一 命题 记 成 >(3,3)= 6。 

用 上 面 的 社交 问题 >(3,3)=6 可 以 证 明 一 些 顾 为 怪 寞 的 题目 ， 
例如 

设 平面 上 六 个 点 ,任何 三 个 点 都 是 不 等 边 三 角形 的 顶点 , 则 这 些 
三 角形 中 有 一 个 三 角形 的 最 短 边 是 另 一 个 三 角形 的 最 长 边 。 

为 证 明 此 题 , 我们 用 红 绿 两 种 颜色 对 三 角形 的 边 染 色 , 把 每 个 二 
角形 的 最 短 边 染 成 红色 ,之 后 ,把 其 余 的 边 染 成 绿色 。 由 于 (3,3) = 
6, 故 必 出 现 同色 三 角形 , 又 每 个 三 角形 都 有 最 短 边 , 所 以 每 个 三 角形 
上 都 有 红色 边 , 于 是 有 一 个 三 边 全 红 的 三 角形 , 即 它 的 最 长 边 也 是 红 
的 ,但 这 条 红 边 当初 是 作为 某 三 角形 的 最 短 边 才 被 染 红 了 的 , 所 以 有 
一 三 角形 , 其 最 短 边 是 男 一 三 角形 的 最 长 边 。 

我 们 已 经 感触 到 , 如 果 不 是 图 的 染色 技术 和 社交 问题 x (3, 3)= 
6 的 巧妙 运用 ,即使 再 聪明 , 这 种 偏 、 难 、 怪 的 题目 , 人 是 不 会 这 么 简 

洁 地 论证 严格 的 , 我 们 应 当 感 谢 图 论 。 
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J ,0 同色 = 角形 


上 上 面 的 三 人 相亲 近 或 三 人 芍 远 问题 可 以 推广 成 :用 m 种 颜色 任 
意 染 K, 的 边 , 总 会 出 现 同色 三 角形 , 问 nn 最少 是 几 ? 这 一 问题 的 答 
案 记 成 

m 个 

1955 年 , 格林 伍德 (Greenwood) 和 格 里 逊 (Gleason) 求 得 rs = 
r(3,3,3)= 17, 无奈 r4=r(3,3,3,3)=? 至 今 尚未 解决 ! 即 用 四 种 
颜色 任意 给 K, 进行 边 着 色 , 必 能 出 现 同 色 三 角形 , ” 的 最 小 值 是 多 
少 , 至 今 无 人 知晓 1 

我 们 知道 x 的 任意 给 定 的 数位 上 的 数字 的 确定 已 经 不 是 用 手 和 
笔 可 以 解决 的 难题 , 只 能 用 大 型 计算 机 逐个 数位 地 来 确定 , 例如 ， 
1989 年 哥伦比亚 大 学 的 戴 维 和 丘 德 诺 夫 斯 基 已 经 把 x 算 到 小 数 点 
后 1011196691 位 ,但 是 x 是 有 定量 的 公式 可 循 的 ,例如 


过 1 1,1 
4= 315s1+7 


或 x 是 函数 y= 了- 的 图 像 曲线 与 z 轴 所 夹 的 面积 在 zx=0 与 z= 


1 之 间 的 部 分 ( 曲 边 梯形 的 面积 ), 而 >(3,3)=6,r(3,3,3)=17, r(3， 
3,3,3)=? r(3,3,3,3,3)=? … 这 无 穷 个 值 的 确定 , 每 一 个 都 比 确 
定 x 在 相应 数位 上 的 值 要 难得 多 , > (3,3, …,3) 可 恨 就 可 恨 在 它 没 


m 个 
有 统一 的 计算 公式 或 计算 法 则 可 入 | 
定性 研究 是 定量 不 足 的 情况 下 唯一 的 选择 , 人 们 不 能 定量 地 解 
决 r (3,3,…,3), 但 却 可 以 定性 地 讨论 它 的 好 多 性 质 ,再 从 这 些 性 质 


m 个 
出 发 导出 许多 定性 与 定量 的 结论 。 例 如 , 舒 尔 (Schur)1916 年 得 到 下 
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面 的 重要 结论 , 称 为 舒 尔 定理 。 
如 果 SI，S$，， …，S, 是 11, 2,…, r,| 的 任 一 划分 , 其 中 
rn 二 7 《3,3,…,3), 则 某 个 子 集 S;(1 志 i 二) 中 有 三 个 数 zx, y,z 满 


n 个 

上 足 方 程 z+y=>z。 

事实 上 , 以 1 2, … 7x, | 为 顶 集 构 作 K， 用 1,2,…,n 这 种 颜 
色 对 KK,, 的 边 进行 着 色 , 当 且 仅 当 lx -zj ES 时 ,把 边 wv 染 成 i 
色 , 由 x 的 定义 , K， 中 会 出 现 同色 三 角形 , 即 有 三 个 项 a, 5, c, 使 
得 边 ab, ac, bc 颜色 相同 , 并 为 1 色 , 不妨 设 a>b>c, 记 x=a--b， 
y=6-c,z=a—c,Mzr,y,zES,,Hrt+y=xz, 

例如 ,把 i1,2,3,4,5, 6| 划 分 成 两 个 集合 , 则 必 有 一 个 集合 含 两 
数 及 其 差 。 

这 是 因为 r= x(3,3)=6, 由 舒 尔 定理 ,在 划分 成 的 两 个 子 集中 
必 有 一 个 子 集 S,S 中 有 三 个 数 z, yz, 满足 z+y=z, 即 SS 中 含 z， 
z 两 数 及 其 差 y。 


9,3] 拉 姆 赛 数 5| 发 的 数学 动 难 


我 们 把 “三 人 相识 与 二 人 不 相识 ”的 社交 问题 推广 , 车 问 ; 任 给 一 
群 人 ,其 中 有 位 彼此 相识 或 有 7 位 彼此 不 相识 , 问 这 群 人 至 少 几 
人 ? 

这 一 问题 转述 成 图 与 色 的 语言 则 是 对 天, 的 边 用 两 种 颜色 任意 
大 色 , 不 是 出 现 同 色 的 K; 就 是 出 现 同色 的 Ki, ” 最 少 是 几 ?， 

我 们 把 上 述 问题 的 答案 记 成 r-(&,7), 称 xz(k,7) 为 (&, 7) 阶 拉 姆 

相似 地 , 如 果 把 开 , 用 m 种 颜色 任意 进行 边 着 色 , 对 于 任 给 自然 
数列 Al, 2，…, 上 k;, 总 有 某 个 i 色 子 图 Kii E11,2,…,m|, 问 nn 最 
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3 〇 图 论 篇 


小 是 几 ? 

我 们 把 这 一 问题 的 答案 记 成 x(k1, 2，,…, kw ), 称 其 为 (1, R2， 
km) 阶 拉 姆 赛 数 。(, 7 ) 阶 拉 姆 赛 数 是 (1,&,,…, 上, ) 阶 拉 姆 赛 
数 m =2 的 特殊 情形 。 

由 定义 , 显然 >(&, 71)=r (1, 上 有 ), 且 平 几 地 可 得 rr(1,&)= 
r(k,1)=1,k=1,2,.…,r(2,k)=r(k,2)=k, 上 k=1,2,…。 要 确定 
宇 3, /之 3, 1+ 上 >>7 的 (k,7) 阶 拉 姆 赛 数 都 不 是 平 几 的 问题 。 

下 面 来 确定 x (3, 4)。 

首先 图 3-48 婚 无 三 顶 团 叉 无 四 顶 独立 
集 , 所 以 >(3,4) >8, 即 x(3,4) 宇 9。 

下 面 想 办 法 得 出 xr (3, 4) 二 9。 

为 此 考虑 有 >(3,3) + r(2,4) -1=9 个 
顶 的 图 G, G 有 奇数 个 顶 , 至 少 有 一 个 顶 v 
是 偶 次 的 ,于 是 下 面 Q@ 会 成 立 一 个 ， 

QDwv 至 少 与 G 中 7r(3,3) 个 顶 不 邻 。 

wv 至 少 与 G 中 7r(2,4) 个 顶 相 邻 。 

事实 上 , 知 G 中 与 v 不 邻 的 少 于 x(3,3) 个 ,同时 与 v 相 邻 的 少 
于 xr (2, 4) 个 项 ,又 v 是 侦 次 顶 , 所 以 与 v 相 令 的 不 多 于 
r(2,4) 一 2=2 个 ,而 与 v 相 邻 与 不 相 邻 顶 数 之 和 为 

9 一 1=8<r(3,3)+7r(2,4) 一 2=8 

旭 8<8, 荫 盾 , 可 见 中 、@ 至 少 会 成 立 一 个 ; 若 @@ 成 立 , 在 G 中 与 
v 不 邻 的 xr(3,3) 个 顶 的 导出 子 图 有 三 顶 团 或 三 顶 独立 集 , 则 G 中 有 
二 顶 团 或 四 顶 独立 集 ; 奢 @ 成 立 , 在 G 中 与 v 相 邻 的 x(2,4) 个 项 的 
导出 子 图 中 必 有 二 顶 团 或 四 顶 独 立 集 , 于 是 在 九 顶 图 G 中 , 必 有 三 
顶 团 或 四 顶 独立 集 。 所 以 r(3, 4) 二 9。 

至 此 得 xr(3, 4) =9。 

与 确定 >(3,4) =9 相似 地 可 以 确定 


图 3-48 
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好 玩 的 数学 


r(3,5)=14,7(4,4)=18 
事实 上 , 如 上 可 证 
r(3,5)r(2,5)+7r(3,4)=5+9=14 
由 于 图 3-49 上 既 无 三 项 团 亦 无 五 顶 独立 集 , 所 以 r(3, 5) 之 14。 
于 是 得 >(3,$) =14。 
r(4,4) 志 7r(3,4)+r(4,3)=9+9=18 
由 于 图 3-50 上 既 无 四 顶 团 又 无 四 顶 独立 集 , 所 以 ~(4,4) 之 18。 
于 是 得 xr(4,4)=18。 
经 过 全 志 界 数学 家 与 计算 机 科学 家 的 几 十 年 盏 斗 , 至 今 已 确定 
的 非 平凡 的 拉 姆 赛 数 只 有 10 个 . 
r(3,3)=6,7(3,4)=9, r(3,5)=14,7(3,6)=18, 
r(3,7)=23,7(3,8)=28, 7r{(3,9)=36,7r(4,4)=18, 
(4,5)=25, 7(3,3,3)=17 


“_r(k, 17) 一 1 个 顶 上 且 既 无 顶 团 又 无 7 顶 独立 集 的 图 称 为 (&, 7) 阶 拉 


姆 赛 图 。 图 3-48 是 (3,4) 阶 拉 姆 赛 图 , 图 3-49 是 (3, 5) 阶 拉 姆 赛 图 ， 
图 3-50 是 (4, 4) 阶 拉 姆 赛 图 ,图 3-51 是 (4,S$) 阶 拉 姆 赛 图 。 
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我 们 对 拉 姆 赛 图 极端 端正 极端 对 称 、 极 端 漂亮 的 形象 十 分 欣 
赏 ,但 拉 姆 赛 图 的 绘制 则 需要 鬼 和 做 神 工 的 数学 技 万 , 其 难度 非常 之 
大 。 
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图 3-51 


1993 年 , 罗 彻 斯 特 理 工学 院 的 拉 齐 斯 佳 威 斯 基 (S.P. 
Radziszowski) 和 澳大利亚 国立 大 学 的 麦 凯 (B.D. Mckay) 用 计算 机 求 
得 (4,5)=25, 这 是 自 1928 年 以 来 拉 姆 赛 数 研究 之 中 最 不 平凡 的 
成 果 。 他们 的 计算 量 相 当 于 一 台 标 准 计算 机 11 年 的 工作 量 。 投 入 的 
精力 与 物力 十 分 可 观 , 美国 著名 编辑 兰 德 斯 (Amn Landers) 在 报纸 上 
设 专栏 讨论 这 种 研究 的 价值 , 甚至 引起 了 一 些 读者 的 抱怨 :“ 花 在 拉 
姆 赛 问题 研究 上 的 钱 , 本 该 用 来 资助 世界 上 那些 饱 受 战争 创伤 国家 
的 饥 铁 儿童 。” 但 愿 战 争 永 不 再 起 , 但 愿 早 日 求 得 x (5, 5), r(5, 6)， 
r(6,6),…… 当 然 这 个 艰 而 又 巨 的 任务 用 手 和 笔 是 完 不 成 了 。 著 名 
的 匈牙利 数学 家 厄 尔 多 斯 (Erdss) 曾 经 用 下 面 的 比喻 来 形容 求 拉 姆 
赛 数 的 困难 程度 :一 伙 外 星 强 盗 在 地 球 着 陆 , 威胁 人 类 说 , 如 采 不 能 
在 一 年 内 求 出 x(5,5), 他们 将 动手 灭绝 人 类 ! 此 时 人 类 的 最 佳 对 策 
是 调用 地 球 上 所 有 的 计算 机 和 计算 机 专家 , 日 以 继 夜 地 来 计算 x (5， 
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5) 的 值 ,以 求人 类 免 于 灭顶 之 灾 ; 如 果 外 星人 威胁 说 要 求 得 >(6, 6)， 
那 我 们 已 别 无 选择 , 只 能 同 仇敌 恤 , 对 这 批 入 侵 者 施 以 先发制人 的 打 
击 。 

拉 姆 赛 (Ramsey) 是 英国 著名 数学 家 哲学 家 和 经 济 学 家 , 他 于 
1928 年 在 伦敦 数学 会 上 宣读 的 著名 论文 ,提出 拉 姆 赛 数 的 问题 和 他 
本 人 在 这 方面 的 开创 性 工作 。1930 年 , 拉 姆 赛 因 腹部 手术 并 发 症 不 
季 早 挝 , 亡 年 仅仅 26 岁 ! 但 这 位 年 轻 人 关于 拉 姆 赛 数 的 精神 遗产 却 
水 撑 福 渗 数 学 错 和 一 切 热爱 科学 的 人 们 。 数 学 家 认为 , 如 果 要 从 组 
合 数学 当中 挑选 一 个 最 美的 成 果 , 那么 大 多 数 数学 家 将 投 拉 姆 赛 理 
论 的 票 。 

拉 姆 赛 理论 中 似乎 含有 更 为 深刻 的 哲理 , 体现 出 来 的 思想 不 仅 


仅 属于 数学 , 甚至 不 仅仅 属于 自然 科学 。 例 如 , 我 们 用 两 种 颜色 胡乱 


地 对 KK, 的 边 涂 上 颜色 , 使 得 每 条 边 都 上 了 某 种 颜色 , 这 时 的 操作 不 
有 还 守 任何 规则 , 哪 条 边 上 什么 颜色 完全 是 随意 的 , 造成 的 后 果 呢 ? 对 
于 任意 指定 的 目 然 数 &, 只 要 n 足够 大 , 即 nn 宇 r(k,), 则 会 收获 一 
个 同色 的 Ki ;我 们 在 染 K, 时 , 是 绝对 盲目 进行 的 , 丝毫 没有 蓄意 造 
成 同色 Ki 的 意 问 和 努力 。 完 全 无 序 的 活动 却 产 生 了 规则 有 序 的 后 
来 。 无 序 中 包含 着 菏 种 规律 性 。 可 惜 拉 姆 赛 英 年 早 逝 , 不然, 他 也 许 

告诉 我 们 更 为 富有 哲理 的 数学 理论 。 

拉 姆 赛 同 当 代 和 后 代数 学 家 和 计算 机 专家 挑战 , 给 本 来 已 经 难 
题 多 多 的 数学 又 增添 如 此 之 难 的 题目 。 


9 ,9 多 心 夫妻 渡河 


下 和 面 是 四 个 妇 掺 首 知 的 民间 数学 游戏 , 我 们 很 多 人 也 都 玩 过 这 
种 趣 题 。 
三 对 多 心 的 夫妻 同时 来 到 一 个 渡口 , 欲 到 河 对 岸 去 , 当时 只 有 
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3 〇 图 论 篇 


一 条 小 船 ,最 多 能 载 两 人 , 由 于 封建 意识 严重 , 妻 在 其 夫 不 在 场 时 拒 
绝 与 另外 男子 在 一 起 , 问 应 如 何 安排 渡河 才能 最 快 地 使 六 人 都 渡 过 
河 去 ? 

@ 人 , 狗 、 鸡 , 米 都 要 渡 过 河 去 , 小 船 除 一 人 划船 外 , 最 多 还 能 运 
载 一 物 ,但 人 不 在 场 时 , 狗 要 吃 鸡 , 鸡 要 吃 米 , 问 人 、 狗 、 鸡 、 米 应 如 何 
安全 渡河 上 且 所 用 时 间 最 短 ? 

@ 有 酒 8 升 , 装 满 一 桶 , 男 有 只 可 装 5 升 与 3 升 的 空 桶 各 一 , 今 
欲 平分 其 酒 , 应 如 何 操作 , 才 使 分 酒 时 间 最 短 ? 

@ 敌 我 各 两 名 军事 人 员 同 到 某 地 去 谈判 , 途中 要 渡 过 一 河 , 无 
桥 。 仅 一 最 多 能 乘 两 人 的 小 船 , 为 了 安全 , 敌我 双方 同时 在 场 时 , 我 
方 人 员 不 能 少 于 敌 方 人 员 , 每 次 过 河 往返 需 用 10 分 钟 , 问 最 快 多 少 
时 间 四 人 都 可 到 对 岸 ? 

作者 用 这 些 趣 题 考 过 学 生 , 聪明 的 孩子 们 兴趣 坦然 地 反复 摸索 
试探 , 大 都 能 完成 渡河 或 分 酒 的 任务 , 但 在 试验 过 程 中 往往 发 生 失 败 
后 重新 开始 的 现象 , 如 果 追 问 是 不 是 最 省 时 间 的 最 优 方案 , 则 无 言 以 
对 了 。 

这 些 数 学 游戏 充满 了 棋 弈 味 , 纯 属 杜撰 , 几乎 没有 什么 实用 价 
值 ; 随 你 胡乱 折腾 , 失败 了 可 以 重 来 , 如 果 是 一 项 价值 连城 的 科学 工 
作 , 例如 入 造 地 球 卫星 的 发 射 , 则 绝对 禁止 临场 随便 试验 了 ! 必须 事 
先 经 过 绩 密 的 设计 和 计算 , 才 敢 点 火 。 更 何况 , 还 要 求 满足 最 优化 的 
条 件 , 要 有 确定 的 操作 步 又。 

下 面 以 敌我 渡河 问题 为 例 来 说 明 此 类 数学 游戏 的 解法 。 

敌我 人 员 同 时 在 场 的 允许 状态 共 六 种 

(2,2), (2,1),(2,0), (1, 1), (0, 1), (0, 2) 
括号 内 第 一 个 数 是 我 方 在 场 人 数 , 第 二 个 数 是 敌 方 在 场 人 数 。 以 河 
的 此 岸 这 六 种 可 能 状态 为 X 集 , 以 彼岸 这 六 种 可 能 的 状态 为 Y 集 ， 
构 作 二 分 图 G(XUY,EE), 仅 当 两 岸 间 的 两 种 状态 可 以 通过 人 员 渡 
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(2,2) (2,1) (2,0) (1,1) (0,1) (0,2) 


目标 即 求 二 分 图 G(XUY,E) 中 从 zl 到 yi 的 最 短 轨 。 显 然 一 
次 顶 三 3 Ts VY3，5S 不 在 所 求 的 轨 上 。 于 是 问题 化 成 求 图 3-53 中 从 1 
到 yi 的 最 短 轨 。 


(2,2) (2,1) (1,1) (0,2) 


(2,2) (2,1) (1,1) (0,2) 
图 3-53 


从 图 3-53 看 出 , w 与 y6 只 能 是 所 求 最 短 轨 的 第 二 个 项 点。 于 
是 从 z1 出 发 的 到 yi 去 的 最 短 轨 如 图 3-54 所 示 ， 这 是 树 结构 , 从 根 


G@ 到 四 个 时 Co 四 条 轨 : 
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3 四 图 论 篇 


@ QE BE WW ,EY CY) OB CW CY ey 
@ CDW EY YW CE ey CY Cy 


3-54 


以 zi y4 za y2 x4 y1 为 例 , 即 从 北岸 天 1 人 我 1 人 上 上 船 到 达 责 必 , 北 
岸 剩 下 敌我 各 1 人 ;我 方 1 人 从 南 尾 乘 船 返回 北 日 , 北岸 我 2 人 天 1 
人 ,南岸 敌 1 人 ,我 方 2 人 乘 船 到 南岸 ,这 时 , 北岸 敌 1 人 , 商 虱 我 2 
人 天 1 人 ;我 方 一 人 乘 船 从 南岸 运 北岸 , 北岸 敌我 各 1 人 , 南岸 敌我 
各 1 人 ;敌我 各 1 人 从 北岸 乘 船 到 南 , 于 是 4 人 都 到 达 了 南岸 。 

其 他 三 条 轨 仿 此 运作 ,这 四 条 轨 皆 长 5, 都 是 最 短 的 从 zi 到 yl 
的 轨 , 即 都 对 应 最 省 时 间 的 一 种 渡河 方案 , 每 种 方案 用 时 25 分 钟 。 


] I3 布 骨牌 阵 


正方 形 上 骨 质 方 片 ,上 刻 有 从 1 个 到 6 个 “点 儿 ”, 还 有 一 种 不 刻 
“点 儿 ”, 一 共 七 类 ,再 把 点 数 相 异 的 方 片 贴 在 一 起 形成 长 2 宽 1 的 长 
方 片 , 称 为 多 米 诡 骨 牌 对 儿 , 没 刻 点 儿 的 方 睫 认为 是 零 个 点 儿 。 如 采 
把 多 米 诡 骨 牌 对 儿 摆 成 一 圈 , 使 得 两 两 相 异 , 且 每 两 个 蔷 近 的 肯 牌 对 
儿 靠 近 的 两 端 有 相同 的 点 数 , 则 称 此 圈 为 一 个 骨牌 连环 阵 。 
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如 何 构 作 一 个 最 大 的 骨牌 连环 阵 ? 

以 7 个 点 儿 数 的 集合 10, 1, 2,…, 6| 
为 项 集 , (如 图 3-55), 构 作 Kj, 把 此 K， 
的 每 条 边 视 为 一 个 骨牌 对 儿 , 其 端点 即 
骨牌 对 儿 两 器 的 点 数 , 则 知 不 同 的 骨牌 
对 共有 - 方 x7x6= 21 种 。 可 见 最 大 的 骨 
牌 连 环 阵 上 的 骨牌 对 个 数 不 超过 21。 

Ky 每 硕 宵 6 次 ,是 欧 拉 图 , 它 有 一 
个 欧 拉 回 路 . : 

0123456053164204152630 相应 的 最 


大 骨牌 连环 阵 如 图 3-$6 所 示 。 


CD 
图 3-56 
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这 种 最 大 骨牌 阵 的 排 法 不 是 唯一 的 , 图 3-55 不 同 的 欧 拉 回路 对 
应 不 同 的 连环 阵 
0123456036251402461350 
是 男 一 欧 拉 回路 , 仿 前 可 以 画 出 与 之 对 应 的 为 一 连环 阵 。 


) 孙 用 79 计 戏 齐 王 


相传 战国 时 代 , 齐 王 派 大 将 田 忌 为 先锋 , 孙 乃 为 车 师 , 屡 攻 北 邻 
燕 国 , 燕 国 帮 双 马 名 双 之 产地 , 齐 王 与 田鼠 毛 得 大 批 马 匹 。 一 日 , 齐 
王 心 血 来 潮 , 约 田鼠 在 泰山 脚下 的 围 猎场 赛马 。 双 方 约定 各 目 选 上 、 
中 下 三 种 马 各 一 匹 比赛 三 局 , 每 局 胜 者 赢 干 金 。 同 一 等 级 的 马 , 齐 
王 的 马 比 田 忌 的 马 略 强 ,但 田 忌 的 上 马 比 齐 王 的 中 马 稍 强 , 田 忌 的 中 
马 比 齐 王 的 下 马 稍 强 。 齐 王 原 以 为 田 忌 会 用 上 马 与 其 上 蕊 对 抗 , 中 
马 与 中 马 对 抗 , 下 马 与 下 马 对 抗 , 如 此 , 田 尽 会 连 输 三 局 , 齐 王 属 得 二 
千金 已 成 定局 , 田鼠 忙 找 军 师 孙 爱 请 教 对 策 , 孙 腔 笑 日 ;恭喜 将 军 今 
日 得 胜 千 金 !" 田 忌 面 带 愁 色 而 她 之 ;先生 不 可 访 忌 耳 ! " 孙 乃 对 田 挟 
附 耳 献计 , 田 尽 笑 日 : “军师 真 神 人 也 !” 孙 胺 的 策略 用 图 论 的 语言 
表述 如 下 。 

齐 干 的 上 中、 下 三 蕊 分 别 记 为 zx1, z2， 
zs, 田 尽 的 上 、 中 、 下 三 与 分 别 记 为 wb， 
y3， 令 X= |1Zx1, x2, X31, Y= {yi, y2， y31, 构 
作 Ks 3, V(K33) = XU Y, 如 图 3-57。 

各 边 上 标 出 的 土 1 是 田鼠 相应 的 得 
分 , 胜 得 1 分 , 败 得 一 1 分 , 每 得 1 分 , 即 局 
得 干 金 ,得 一 1 分, 则 输 千 金 ,例如 &D 包 ) 表 
示 上 马 对 上 马 田 输 干 金 。K3,3 是 每 顶 三 次 
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的 一 分 图 , 由 婚配 定理 , K;,3 中 有 完备 匹配 , 且 有 三 个 无 公共 边 的 完 
备 匹 配 
MI1 = |1Z1y1， Z232，Z333| 
AM2 = 1Z13y2，Z273，Z331| 
M3= {x1y3, T2Y1, 332| 
在 田 用 Mi 的 对 策 ,得 分 Mi= (一 1)+ (一 1)+( 一 1)= 一 3, 即 
窒 金 3 干 ; 右 用 M; 的 对 策 ,得 分 My= (一 1)+(-1)+(+1)= 一 1， 
即 输 金 1 和 干 ; 硅 田 用 Ms 的 对 策 , 得 分 M3= (一 1)+(+1)+(+1)= 
1, 即 田 电 1 和 干 。 可见 田 用 下 马 对 齐 王 上 马 , 故意 输 一 局 ,但 失去 了 齐 
王 的 上 马 优 办 ,用 中 蕊 对 齐 王 的 下 马 , 用 上 马 对 齐 王 的 中 马 , 连 扳 两 
局 , 滔 胜 一 局 。Ms 为 上 策 。 
在 国际 乒乓 球 锦标 赛 等 赛事 当中 , 为 防止 孙 爱 式 的 教练 用 排 兵 
布 阵 的 技巧 以 弱 胜 强 , 一 般 都 采用 运动 员 出 场 顺序 抽签 制 。 


省 图 上 谎言 


(1) 火星 上 的 运河 

C 国 的 人 造 火星 卫星 发 现 火星 上 的 城市 遗址 及 各 城 间 的 运河 水 
道 如 图 3-58 所 示 。 每 个 城市 有 一 拉丁 字母 标志 , 了 是 火星 的 “南极 
城 "。《C 国 日 报 》 登 了 如 下 的 蕊 党 征 解 题目 . 

从 茶 火 星城 出 发 , 沿 水 路 而 行 , 每 城 恰 过 一 次 , 且 所 经 城市 的 标 
坊 字 母 恰 拼写 成 一 句 话 , 是 否 有 这 样 的 途径 ? 如 果 有 , 请 把 它 写 出 
来 。 

编辑 很 快 收 到 五 万 多 读者 的 来 稿 , 都 回答 说 :“ 不 可 能 存在 这 样 
的 途 仔 (There is no possible way. )” 


* 根据 《 防 姆 .区 埃 德 的 数学 趣 籁 改编 。 
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图 3-58 


读者 的 答案 是 正确 的 , 图 3-58 中 已 用 1 一 20 标 出 此 途径 。 一 路 
上 所 经 的 城市 的 标志 字母 拼写 成 的 是 “不 可 能 存在 这 样 的 途径 ”, 但 
这 句 话 显示 的 恰 为 这 样 的 途径 , 即 这 样 的 途径 存在 。 

字面 上 , “不 可 能 存在 这 样 的 途径 。” (There is no possible way. ) 
表示 不 存在 题目 中 要 求 的 途径 , 形成 了 类 似 说 谎 者 悖 论 那 样 的 目 相 
矛盾 的 幽默 。 

读者 回答 的 , “不 可 能 存在 的 途径 "是 此 图 上 的 一 条 哈密 顿 所， 
若 从 y 再 行 到 工 , 则 从 南极 出 发 又 回 到 南极 , 是 一 个 Hamilton 图 , 印 
此 图 是 哈密 顿 图 。 

此 题 是 “判定 一 个 图 是 否 哈 密 顿 图 ”这 一 极其 困难 的 问题 的 一 个 
实例 。 其 一 般 问题 是 属于 下 面 要 谈 的 所 谓 NPC 问题 集团 的 , 可 见 这 
一 科幻 型 题目 的 背景 很 沉重 ,根子 很 次 。 

(2) 棋盘 阅兵 式 

斯 科 特 将 军 (W. Scott, 1786 一 1866) 是 19 世纪 美国 的 著名 将 领 ,他 
又 是 全 美 家 喻 户 晓 的 国际 象棋 高 手 。 一 次 斯 科 特 对 林肯 的 陆军 部 长 斯 
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坦 顿 (E.M. Stanton, 1814 一 1869) 抱 外 说 :尽管 我 们 有 20 位 指挥 官 都 
能 指挥 一 个 师 的 士兵 开 进 一 个 公园 , 但 他 们 都 无 人 完全 知道 如 何 指挥 
这 些 士兵 按 进入 的 队 形 开 出 公园 。” 

杰出 的 美国 智力 玩具 专家 院 姆 :大 埃 法 (Samuel Loyd, 1841 一 
1911) 是 最 出 名 的 全 美国 际 象棋 趣 题 的 作者 , 曾 主 持 编辑 《科学 美国 
人 》 的 国际 象棋 副刊 。 下 面 介绍 的 是 劳 埃 法 有 感 于 斯 科 特 将 军 上 述 
的 牢骚 编写 的 一 道奇 妙 的 棋盘 阅兵 趣 题 。 

阅兵 的 公园 划分 成 8 x 8 个 小 方 格 , 每 个 方 格 里 有 一 个 拉丁 字 
母 , 如 图 3-59, 接受 阅兵 的 部 队 从 入 口 进入 公园 后 , 排头 兵 按 国际 象 
棋 中 车 的 走 法 每 格 恰 过 一 次 , 上 且 要 穿 过 O 与 C 之 则 的 凯旋 门 ,从 出 
口 把 队伍 带 出 公园 , 同时 要 求 所 经 格子 里 的 字母 按 排头 通过 的 顺序 
抄 出 一 句 话 。 


230 


3 〇 图 论 篇 


行进 路 线 已 用 粗 实 线 画 在 图 3-59 中 , 我 们 看 到 , 如 果 有 公共 边 
的 两 个 小 格 作为 图 G 的 邻 顶 , 如 此 形成 的 “车 图 ”是 哈密 顿 图 , 但 抄 
出 的 那 句 话 都 偏偏 是 “我 发 现 此 处 无 哈密 顿 圈 也 无 哈密 顿 轨 。(1 
discover that there has not any hamiltonian cycle and any hamiltonian 
path. )” 

了 火星 运河 上 的 谎言 相似 , “言行 "相反 ,分明 是 画 出 了 哈密 顿 图 
各 哈密 顿 轨 , 却 硬 说 发 现 此 处 无 哈密 顿 圈 与 哈密 顿 轨 ! 

恋 者 可 以 看 出 ,如 果 不 再 要 求 “ 拼 写成 句 ”, 图 3-59 的 路 线 是 所 
有 了 哈密 顿 轨 当中 拐弯 抹 角 次 数 最 少 者 。 


3, 和 走投无路 之 赌 


外 地 甲乙 两 司机 同 驾 一 轿车 到 我 省 旅游 , 甲 先 把 车 子 开 到 某 城 
旅游 第 一 站 , 乙 接着 把 车 子 开 到 某 相 邻 的 城市 继续 旅游 ,如 此 轮流 驾 
车 ,每 人 每 次 都 要 把 车 从 一 城 开 往 另 一 未 曾 观光 过 的 新 城 。 如 果 轮 
到 谁 开车 , 谁 都 走投无路 , 即 找 不 到 相 邻 近 的 未 到 过 的 城市 , 谁 就 是 
竹 家 。 问 甲 必 胜 的 充分 必要 条 件 是 什么 ? 取胜 策略 如 何 ? 

把 公路 连通 的 各 城 视 为 一 图 G 的 诸 顶 点 , 每 对 有 直通 公路 段 的 
城市 之 间 路 段 视 为 G 的 边 , 若 G 中 有 完备 匹配 M, 设 甲 选 的 出 发 点 
为 四 , 则 乙 选 vj vw,E MM, 甲 选 v2V3 仿 MM, 乙 选 v3v4€ M, 如 此 递 推 ， 
乙 坚 持 选 甲 把 车 交 给 他 驾驶 时 的 那 座 城 在 M 中 相配 的 城市 , 则 乙 行 
的 路 段 为 vj v2, pao py coil G 中 的 顶 数 为 2&, 当 乙 把 车 开 
全 vm 后, 甲 已 走投无路 , 甲 必 败 。 

右 G 中 无 完备 匹配 , 取 G 的 一 个 最 大 匹配 M', 设 vi 是 未 被 M 
许配 的 顶 , 甲 首先 选 vi 为 出 发 点 ,接着 乙 开 往 v, 时 ， v2 一 定 是 被 M 
许配 的 顶 , 不然, vvz 可 以 添加 到 M 中 得 一 比 M 还 要 大 的 配 匹 , 与 
M 最 大 族 盾 。 以 后 甲 坚持 行径 M 中 的 边 把 车 开 往 新 的 一 城 , 迫使 乙 


每 次 只 能 选 得 被 M“ 许 配 的 顶 , 不 然 会 出 现 乙 把 车 开 到 vw, 但 vw 未 被 
M 许配 , 这 时 把 wo ov -1 添加 M ,而 把 v2v3, v4v5， 
wu 1 从 M 删除 , 则 M' 扩 大 了 一 条 边 , 与 M 之 最 大 性 矛盾 , 见 图 
3-60。 由 于 G 的 顶 数 有 限 , 有 限 次 交换 驾驶 后 得 一 轨道 如 图 3-61。 


图 3-60 
3-61 


这 时 已 无 与 v, 相 邻 的 未 观光 过 的 城市 了 , 但 这 时 轮 到 乙 开 车 , 乙 走 
投 无 路 , 甲 必 胜 。 

综 上 可 知 甲 必 胜 的 充 要 条 件 是 G 中 无 完备 匹配 。 

甲 取 胜 的 策略 是 ;首选 一 个 未 被 某 最 大 匹配 M 许配 的 项 ( 城 ) 为 
出 发 点 , 把 车 交 给 乙 , 之 后 甲 坚 持 把 车 沿 M 中 的 边 开 行 。 

这 种 匹配 技术 在 图 上 智 斗 中 经 常 应 用 , 例如 有 一 种 “ 捉 马 多” 效 
戏 , 把 54 张 扑 克 牌 暗中 藏 起 一 张 , 剩 下 的 53 张 牌 中 有 一 张 没 对 儿 
的 , 称 它 为 “ 乌 包 ”, 把 这 53 张 牌 随意 分 给 甲乙 二 人 , 每 人 把 手中 的 对 
子 都 忆 出 来 , 这 时 只 要 谁 手 里 的 牌 多 , 谁 手 里 定 握 有 马 龟 。 因 为 把 
“对 儿 ” 视 为 图 中 最 大 匹配 M 中 的 边 的 端点 , 当 二 人 甩 光 手 里 的 对 儿 
后 , M 中 其 他 边 的 两 端点 必 分 居于 甲乙 二 人 之 手 , 那个 唯一 的 未 被 
M-* 许 配 的 顶 是 乌龟 , 它 定 在 牌 多 者 手中 。 


J, 怕 图 上 智 3 


甲乙 二 人 约定 如 下 :把 圆周 ”等 分 , 甲 先 连 接 其 中 两 个 分 点 加 一 


232 


3 〇 图 论 篇 


条 绿色 的 弦 , 乙 接着 连接 另 一 对 分 点 画 一 条 红色 的 弦 , 如 此 交替 画 
径 , 事 对 指定 一 个 图 G(V, 正 ), 甲 画 出 绿色 G(V, 下) 时 为 胜 , 甲 画 不 
出 绿色 G(CV, 瓦 ) 则 乙 胜 。 

下 是 成 事 者 , 努力 画 出 G(V,EE), 乙 是 败 事 者 , 对 甲 的 目标 进行 
破坏 。 

如 果 n 很 大 时 , 甲 必 能 成 功 , 今 问 .my 最 小 是 多 少 , 甲 仍 有 必 胜 策 
上 略 ? 

例如 甲 的 目标 是 画 三 角形 , n = 3 时 显然 不 能 成 功 , 因为 只 有 三 
条 弦 , 甲 只 能 占用 两 条 , 另 一 条 被 乙 染 红 了 ; 当 n =4 时 , 甲 仍 不 能 成 
功 , 见 图 3-62; 事 实 上 ,四边形 ABCD 及 其 两 条 对 角 线 组 成 一 个 Ka, 
人 不妨 设 甲 第 一 次 画 绿 了 AB 弦 , 甲 至 多 占用 六 条 弱 中 的 三 条 , 所 以 甲 
在 成 功 , 不 是 画 成 人 ABC, 就 是 画 成 和 4ABD, 于 是 乙 从 AD, AC, BD， 
BC 任 取 一 弦 , 把 它 画 红 , 则 甲 只 能 指望 成 功 人 ABC 与 ABD 中 的 一 
个 了 ,不 妨 设 信 ABC 这 时 是 AC, BC 和 皆 无 色 待 甲 去 画 , 甲 画 绿 其 中 一 - 
条 , 男 一 条 乙 接 着 占用 画 红 了 , 甲 仍然 成 不 了 功 。 


A 


图 3-62 图 3-63 


在 n=5 的 情况 下 ,不 妨 设 甲 首次 选 AB 画 绿 ( 粗 实 线 ), 见 图 
3-63。 这 时 , 以 AB 为 底 边 的 三 角形 有 三 个 , 其 顶点 分 别 是 C， D,E, 
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> 必须 努力 在 每 个 三 角形 上 占用 一 条 无 色 边 ,不妨 设 乙 首先 占用 了 
AFE( 粗 虚线 ), 接 着 甲 占 用 了 BD, 乙 必 须 接着 抢占 AD, 甲 接 着 占用 
了 BC, 这 时 轮 到 乙 画 ,入 ABC 与 ABCD 此 有 两 边 已 画 绿 , 乙 面 临 磊 
此 失 彼 的 被 动 局 面 , 甲 必 胜 。 故 知 , 当 n 最 小 为 5 时 , 甲 必 胜 , 2 三 4 
时 . 乙 必 胜 ; 即 仅 当 n 实 5 时 ,成 事 者 成 , 败 事 者 败 。 

事先 指定 的 目标 图 G 可 以 是 任意 取 定 的 。 

例如 是 四 边 形 .五 边 形 , 甚至 长 n 的 哈密 顿 圈 ,也 可 以 是 树 , 特 列 
地 是 星 或 哈密 顿 轨 , 这 种 问题 大 都 极为 困难 。 建 议 读者 以 星 为 指定 
目标 试 试看 , 看 ”最 小 是 多 少 , 甲 必 胜 ;所 谓 星 是 仅 一 顶 非 叶 的 树 。 

甲乙 活动 的 场地 K, 也 可 以 用 开 。 ,替代 来 讨论 类 似 问 题 。 

在 Ks 3 上 夯 四 顶 星 , 见 图 3-64(c), 甲 必 败 , 见 图 3-64(a) 图 3-64 


(a) (b) (c) 


图 3-64 


由 于 K3 ;3 各 边 在 全 图 中 的 位 置 对 称 性 ， 不 妨 设 甲 第 一 笔画 绿 ( 粗 
实 线 )ziyi, 乙 接着 男 红 ( 粗 虚线 ) zlya。 至 此 甲 放 弃 zi 顶 与 % 项 ， 
见 图 3-64(b), 甲 唯一 的 选择 是 在 y1 处 发 展 , 但 那里 只 两 条 无 色 边 ， 
甲 只 能 分 得 一 条 , 可 见 甲 在 K3,3 上 必 败 。 

在 Ka 4 上 ， 见 图 3-6$, 甲 第 一 笔画 绿 ziyl， 这 时 与 zi, yi 关联 的 
无 色 边 骨 三 条 , 乙 必 须 接 着 把 与 zi 关联 的 无 色 边 画 红 一 条 , 不 然 ， 等 
到 甲 把 与 zi 关联 的 无 色 边 再 画 绿 一 条 ， 还 剩 两 条 无 色 边 与 x1 关联 ， 
用 还 能 分 得 一 条 , 于 是 甲 胜 。 同 理 , 当 甲 第 一 笔画 绿 ziyl 后 ， 乙 必 须 
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3 加 图 论 篇 


搂 者 把 与 yl 关联 的 无 色 边 画 红 一 条 , 于 是 乙 同时 必须 画 一 条 与 x， 
关联 的 边 和 一 条 与 y% 关联 的 边 , 这 当然 顾此失彼 , 所 以 在 六 , ,上 甲 
必 胜 。 


TS 人 《人 
D> 
© FG 3) bs) 


至 此 知 对 于 目标 图 为 四 项 星 , 在 K, ,上 , ”最 小 为 4 时 甲 必 胜 ， 
n 小 于 4 时, 甲 必 败 。 


J, 特 平 分 苹果 有 多 难 


任 给 一 堆 苹 果 , 每 只 苹果 的 重量 以 “两 "为 单位 都 是 整数 , 问 能 下 
把 这 堆 苹果 平分 成 两 小 堆 , 使 每 堆 重 量 占 总 重 的 一 半 , 目 不 许 把 苹果 
切 开 。 

这 一 问题 的 答案 可 以 是 “是 ”, 例如 一 共 两 个 苹果 每 个 都 是 半 斤 ， 
也 可 以 是 否定 的 答案 , 例如 三 只 苹果 , 两 个 每 只 四 两 , 一 个 半 斤 . 判断 
平分 的 可 能 性 可 以 如 下 进行 ， 

必 有 了 个 苹果 , 从 中 任 取 1 个 为 一 堆 , 其 余 的 为 另 一 堆 , 有 Ca 种 
可 能 的 分 法 ; 任 取 2 个 为 一 堆 , 其 余 为 一 堆 , 共有 C2 种 分 法 ;…… 任 取 


-号 | 为 一 堆 ,其 余 为 一 堆 , 共 C 引 种 分 法 , 其 中 [ 硅 ] 指 环 的 整数 部 
分 。 于 是 共有 Ci + C2 + … + Ci 下 种 分 法 , 再 把 每 种 分 法 称 量 一 
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下 .看 是 否 平分 。 设 每 种 分 法 与 称 量 的 耗 时 为 1 分 钟 , 如 果 是 每 种 分 
法 都 不 是 等 分 , 则 判 此 堆 苹 果 不 可 等 分 , 这 种 穷 举 法 需要 多 长 时 间 
呢 ? 

如 果 ”=2&+1, 则 由 于 

(1+1)271=1+ Crit Cr1t "+ Carit 

Citit+:*+ C+1+1 

所 以 

Chprit Chr1t + Cor1 一 方 (22411 -2)=22 和 一 1 
即 需要 22* - 1 分 钟 , 若 共 有 101 个 苹果 , 则 2& = 100, 于 是 jg2… = 
100lg2<:0.3010x100= 31.10, 所 以 2% 是 32 位 数 。 大 于 10 ， 每 年 
共计 525600 分 钟 , 以 每 年 6X 10 分 钟 计 , 103 二 6X 105 = 二 X1025， 


即 需 要 连续 工作 (分 茧 果 ) 二 x 102 年 以 上 , 或 者 说 工作 6 x 10% 世 
纪 ! 这 么 多 时 间 去 做 这 件 小 事 ,其 难度 已 经 到 了 令 人 绝望 的 程度 ,是 
人 类 所 不 能 完成 的 任务 ! 

你 一 定 想 说 ,这 种 遇 公 移 山 式 的 办 法 太 笨 , 应 当 想 出 一 种 有 效 的 
判别 法 来 判别 苹果 能 否 平分 。 可 惜 至 今 仍 未 找到 一 种 有 效 的 方法 ， 
也 无 人 证 明 这 个 “等 分 问题 "不 可 能 存在 有 效 的 方法 , 天 底下 那么 多 
隔 明 人 和 数学 家 , 硬是 拿 这 个 狐 似 平庸 的 问题 没 办 法 。 


), 尖 周 游 世界 谈 何 易 


有 的 图 有 险 密 顿 圈 , 例如 K,, 有 的 图 没有 哈密 顿 图 , 例如 树 。 任 
给 一 个 图 G, 如 何 判断 它 有 无 哈密 顿 图 呢 ? 

把 G 的 顶 进 行 全 排列 , 设 G 有 个 项 , 则 有 方 x! 种 不 同 的 全 拓 
列 (abcd 与 dcba 视 为 一 种 )， 逐个 检查 每 种 全 排列 是 否 为 G 上 的 一 
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3 〇 图 论 篇 


个 圈 。 如果 G 是 哈密 顿 图 , 总 会 从 中 查 出 一 个 哈密 顿 图 来 , 如 果 G 
不 是 哈密 顿 图 ， 则 必须 把 这 六 个 排列 全 碍 一 遍 , 最 后 一 个 也 不 成 
圈 时 , 才能 判定 G 无 险 密 邮 员 图 。 这 种 排山倒海 式 的 普查 似乎 能 万 
无 一 失地 判定 G 是 否 有 哈密 顿 圈 。 只 可 惜 所 需要 的 时 间 太 多 , 谁 也 
没有 那么 多 时 间 把 它 进行 到 底 。 事 实 上 
n! =n"e-"V2anet, 0<O<I1 

当 n 之 6 时, n! >>2”**', 从 上 述 平分 苹果 的 估计 中 我 们 已 领教 
过 2”*! 这 个 数 之 巨大 。 

这 种 穷 举 式 方 法 的 复杂 性 在 于 所 耗 时 间 太 多 , 比 &*2"1+! 还 多 ,上 
是 判别 一 个 排列 是 和 否 有 哈密 顿 圈 用 的 时 间 。 

用 指数 时 间 &.a” 的 算法 都 是 坏 算 法 , 一 个 2* 型 时 间 复 杂 度 的 
坏 算 法 , 即 算法 的 运算 (行为 ) 次 数 是 2", 其 中 ”是 图 的 项 数 或 输入 
的 已 知 数据 之 长 度 , 在 每 秒 百 万 次 运算 的 计算 机 上 ,解决 n = 60 的 问 
题 耗 时 为 366 个 世纪 ! 

通常 把 运算 耗 时 为 输入 长 的 多 项 式 的 算法 称 为 好 算法 或 有 效 算 
法 。 例 如 , 求 文 撑 树 的 算法 的 时 间 复 杂 度 为 kn, n 是 图 的 顶 数 , 是 有 
效 算法 。 


J, 伯 关 塔 探 宝 黄 梁 梦 


相传 在 古 印 度 北方 的 一 座 圣 殿中 , 曾 有 一 巨大 的 黄 钢板 , 竖 有 二 
根 两 米 高 的 宝石 柱 ,在 其 中 一 根 上 串 着 中 间 有 孔 的 三 厘米 厚 的 金 盘 
64 个 ,它们 两 两 不 等 , 小 盘 压 在 大 盘 上 。 据说 这 64 块 金 盘 是 世界 始 
人 刨 时 上 帝 留 下 来 用 以 考验 人 类 智慧 的 宝物 , 目 有 命令 日 :把 这 些 金 盘 
全 部 转移 到 另 一 宝 柱 上 串 起 , 仍然 是 小 压 大 。 许 愿 说 , 一旦 这 64 块 
金 盘 移动 完毕 , 喜 玛 拉 雅 山 将 变 成 一 座 金山 。 一 代 代 僧侣 们 日 以 继 
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夜 地 移动 金 盘 , 谁 也 没 等 到 金山 出 现 之 日 就 都 回 到 天 国 里 去 了 。 

设 半 (2) 是 把 ”个 盘子 从 a 柱 移 至 c 柱 移动 的 副 次 数 (图 3-66 )。 
n= 二 1 时 , 显然 (1)=1, n=2 时 , 先 把 小 盘 移 到 8 上 , 再 把 大 僵 移 至 
c 上 , 最 后 把 小 盘 从 8 移 至 c, 即 h(2)=3。 阁 有 个 盘 , 已 用 h(n 一 
1) 次 把 n 一 1 个 胡 从 a 移 至 65, 再 把 a 柱 上 的 底盘 移 至 c, 把 
n 一 1 个 盘 从 5 移 至 c 又 用 了 h(n 一 1) 次 ,所 以 共用 了 
h(n)=2h(n 一 1)+1 次 。 容 易 验 证 ,h(n)=2” 一 1。 对 于 n=64, 需 
移动 2 一 1 盘 次 。 它 的 时 间 复 杂 度 是 2”, 是 坏 算法 ,但 这 些 移 动 次 数 
是 不 能 缩小 的 , 所 以 上 述 “ 焚 塔 " 问 题 不 存在 有 效 算法 , 非 用 坏 算法 不 


可 。 
a pb C 
_ | 
| | 
| 
| 
| 
YI ANAN 
图 3-66 


这 一 问题 国际 上 通称 “ 楚 塔 探 宝 ”; 即 使 每 秒 钟 移 一 盘子 , 也 需 
要 5800 亿 年 完成 , 可 见 喜 玛 拉 雅 山 变 成 金山 纯 属 财迷 梦想 。 
3,4] 软件 妆 过 伍 


某 计 算 中 心 主任 是 一 个 计算 机 科学 的 外 行 ,他 热衷 于 花费 大 笔 
外 汇 购置 进口 的 大 型 计算 机 , 对 属 下 建议 招聘 高 水 平 的 软件 制作 人 
才 , 却 不 以 为 然 ,他 说 “ 刀 快 不 怕 脖 子 粗 ”, 只 要 机 器 的 运算 速度 高 , 软 
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3 〇 图 论 篇 


件 差点 也 可 以 。 事实 上 , 这 位 老兄 不 理解 时 间 复 杂 性 的 降低 是 计算 
机 科学 的 中 心 课题 。1994 年 程 民 德 先生 主编 的 《中 国 数学 发 展 的 若 
十 主攻 方 品 ) 把 计算 机 数学 列 为 十 个 主攻 方向 之 首 。 把 PNP 这 一 计 
算 复 杂 度 问题 与 机 器 证 明 列 为 重点 课题 。 

下 面 让 我 们 看 一 下 算法 的 好 坏 对 计算 机 的 效能 有 何 影响 。 

设 算法 A 的 时 间 复 杂 度 是 ,算法 B 的 时 间 复 杂 度 是 2", 其 中 
n 十 已 知 数据 的 输入 长 。 假设 计算 时 间 有 限 , 例如 是 一 个 小 时 内 必 
须 完 成 计算 。 若 用 B 算法 , 问题 的 输入 长 为 no 时 ,机 器 C 一 个 小 时 
内 必须 完成 2% 个 运算 步骤 , 若 花 大 笔 资金 买 来 一 台新 机 器 C',C 的 
运算 速度 百倍 于 C, 指望 用 这 台 好 机 器 来 解决 输入 长 比 no 大 得 多 的 
实例 ,例如 是 否 输入 长 也 可 以 扩大 百倍 呢 ? 

议 C 一 小 时 内 处 理 的 实例 之 输入 长 为 n, 则 

2 =2"0 X100,n=not+log100<no+7 
可 见 这 合 好 机 器 只 是 把 输入 长 增加 了 7。 

由 于 算法 B 太 笨 ,埋没 了 好 机 器 速度 高 的 优势 。 而 改 用 算法 A， 
则 在 C 上 处 理 的 输入 长 n 满足 n= no x100, 即 可 以 处 理 百 倍 输 入 长 
的 复杂 实例 。 

使 件 要 过 硬 , 软件 更 要 过 硬 。 


}, 析 选 购 宝石 与 满足 问题 

珠宝 店 柜台 有 三 颗 宝石 , 某 顾客 来 购 , 他 担心 有 假 , 征求 三 位 识 
负 行 家 的 意见 。 行 家 甲 说 :1 号 和 2 号 是 真 的 。" 行 家 乙 说 ;“2 号 和 3 
号 是 真 的 。" 行 家 两 说 “3 号 是 真 的 , 2 号 是 假 的 ”假如 甲乙 丙 三 位 
行家 说 对 的 可 能 都 不 少 于 广 , 问 顾客 应 选 购 哪 里 宝石 更 保险 ? 

记 zi, zz, x3 分 别 是 1 号 .2 号 .3 号 宝石 的 “ 真 假 变量 ", 当 第 ; 
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号 宝石 为 真 时 , x; =1, 否则 x; = 0; “一 ”表示 否定 , 即 x; = 1 时 , z; = 
0, zx, =0 时 , z= 1。 由 于 每 个 行家 说 对 了 一 半 , 故 集合 
{xis za {x2, X31, | x3, Zo 

中 丝 有 元 素 1; 由 | x;， X31 与 |， Z3il 中 Za 与 元 必 一 个 为 0; 和 在 z3== 
0, 则 1x2, za 与 1 x3| 中 有 一 个 是 10,01, 与 17x2, X31 与 1x3, 雹 | 中 
骨 有 元 素 1 相 违 , 故 必 有 zs = 了 选 3 号 宝石 保险 。 

一 般 而 言 , 设 有 限 变量 集合 为 

X= |zxi, X22, Tn | 

X 中 的 每 个 变量 在 10, 1 中 取 值 , 且 x; = 1 时, z;=0, xi=0 时 ， 

二 1, i 二 1,2,…,n; 称 
L= x, x2, Tn TI1, T2, ,Tn 

为 字 集 合 , 字 集 合 的 非 空 子 集 称 为 句子 。 对 任 给 的 一 组 句子 |C1, C2， 
…, 0,1, 是否 存 在 一 种 对 X 元 素 的 0 一 1 赋值 方法 , 使 得 每 个 句子 中 
都 含有 取 值 为 1 的 子 ? 

上 述 问 题 称 为 SAT(satisfiabilty) 回 题 。 中 文 称 为 “满足 问题 ”。 

用 满足 问题 来 谈 , 在 选 购 宝石 的 问题 当中 , 变量 集合 为 X= ix1， 
rz, 字 集合 为 工 = jz zy XZ3; 而 ,型 三 1, 给 定 的 名 于 组 为 


C1 一 1x», Xl 

Ci 一 1 x2, 并 3 | 
由 上 所 述 , C1, Cs, C3 中 丝 有 元 素 为 1， 即 存 在 赋值 方法 使 每 个 句 篆 
含 取 值 1 的 字 , 对 此 SAT 的 实例 ( 选 购 宝石 问题 ), 判定 为 " 契 。 
,出 计算 机 数学 的 心腹 之 患 


我 们 把 其 答案 不 是 “是 ”就 是 “ 否 "的 问题 称 为 判定 问题 。 例 如 前 
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3 全 图 论 篇 


面 提 到 的 满足 问题 SAT 就 是 一 个 名 彪 数 学 史 的 判定 问题 。 

对 于 判定 问题 D, 硅 存在 一 个 多 项 式 P(z ), 使 得 对 DD 的 每 个 输 
入 长 为 n 的 实例 , 都 能 在 多 项 式 时 间 P(n ) 内 得 以 解决 , 则 称 此 种 判 
定 问 题 D 之 全 体 组 成 的 集合 为 P 类 问题 集合 。 或 者 说 P 类 问题 是 
可 用 有 效 算法 来 解决 的 问题 。 

有 的 问题 表面 上 看 似乎 不 是 判定 问题 ,但 可 化 成 判定 问题 ,例如 
对 任 给 定 的 图 G, 求 色 数 xX(G)=? 可 以 化 成 一 个 判定 问题 的 有 穷 
序列 ; 

“是 否 可 以 用 n 一 1 种 颜色 对 G 正常 项 着 色 ?” 其 中 是 G 之 顶 
数 。 

厂 回 答 是 , 则 再 问 ，; 

“是 否 可 以 用 n 一 2 种 颜色 对 G 正常 项 着 色 ?” 

夺回 答 是 , 则 又 间 
“是 否 可 以 用 nn - 3 种 颜色 对 G 正常 项 着 色 ?” 如 此 步 步 追 问 , 会 
出 现 问 & 种 颜色 是 否 可 对 G 正常 顶 着 色 时 , 回答 “是 ”; 问 有 一 1 种 颜 
色 是 否 可 对 G 正常 顶 着 色 时 , 回答 “ 否 ”; 则 知 xX(G)=。 

图 论 问题 当中 有 不 少 尚未 发 现 它 有 无 有 效 算法 , 这 有 两 种 可 能 ; 
一 是 它 存 在 有 效 算法 , 只 是 由 于 目前 我 们 的 无 能 (例如 数学 科学 尚未 
发 展 到 设计 它 的 有 效 算法 的 水 平 ), 暂时 还 没有 找到 那个 有 效 算法 ， 
一 是 它 犹 如 “ 焚 塔 问题 "一样, 本 质 上 就 不 存在 有 效 算法 ,我们 盲目 地 
探求 其 有 效 算 法 , 只 是 徒劳 。 

由 于 我 们 讨论 的 是 有 限 个 数 的 事物 , 所 以 总 可 以 用 穷 举 法 从 中 
普查 出 那个 适合 要 求 的 东西 或 最 后 宣布 查 无 此 事 。 例 如 判定 一 个 图 
是 否 哈密 顿 图 , 目前 未 找到 有 效 算 法 来 判定 , 连 哈密 顿 图 的 像样 的 充 
分 必要 条 件 都 建立 不 起 来 。 若 猜想 每 一 种 顶 的 全 排列 是 一 个 哈密 顿 
图 , 然后 用 了 多 项 式 的 时 间 判 定 每 一 猜想 是 否 成 立 。 我 们 已 经 知道 ， 
整个 问题 的 最 后 解决 用 的 总 时 间 不 是 顶 数 的 多 项 式 , 而 是 比 指数 时 
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间 2” 还 多 的 巨额 时 间 , 所 以 用 这 种 方法 , 由 于 时 间 不 够 用 , 其 实 是 不 
可 能 确定 其 答案 的 。 

一 般 而 言 , 对 于 一 个 判定 问题 D, 存在 多 项 式 P(t), 对 指定 的 DD 
之 任 一 实例 , 皆 存 在 一 批 猜想 , 每 个 猜想 都 可 以 在 P(n) 时 间 内 解决 ， 
其 中 ”是 输入 长 , 当 且 仅 当 存在 回答 为 “是 ”的 猜想 时 , 对 此 实例 的 答 
案 是 “是 ”, 这 种 判定 问题 D 组 成 的 问题 集合 记 成 NEP。 显 然 PENP。 

一 个 十 分 重要 的 问题 是 :P= NP 是否 成 并? 

但 愿 这 一 问题 的 答案 是 P= NP; 如 果 这 样 ,用 笨拙 的 穷 举 法 求解 
的 NP 问题 就 存在 有 效 算 法 , 剩 下 的 问题 便 是 努力 设计 其 有 效 算 法 ， 
而 不 必 疑 惑 寻 找 有 效 算法 的 努力 只 是 企图 无 中 生 有 。 可 惜 P 关 NP 这 
种 坏事 仍 无 法 排除 。 P= NP 是 否 成 立 是 数学 与 计算 机 科学 当中 的 主 
攻 方 向 之 一 。 它 非常 之 困难 , 非常 之 重要 , 迫切 需要 回答 ,成 了 计算 
机 数学 的 心腹 之 患 ! 


下 | 同 生 共 多 NPC 


1972 年 , 数学 家 卡 普 (Karp) 提 出 了 NPC 问题 的 概念 , 它们 是 由 
NP 中 最 难 的 一 批 问题 组 成 的 。 而且 它们 有 繁殖 能 力 和 同 生 共 死 的 
特性 。 

设 Di 与 D, 是 两 个 判定 问题 , 存在 一 个 映射 f 和 一 个 多 项 式 
Q(z), 使 得 对 任 给 定 的 Di 的 实例 万 , 知 其 输入 长 为 2, 则 在 QGCn) 
时 间 内 f 把 荆 映射 成 D; 的 一 个 实例 的 输入 F 石 ), 使 五 回答 "和 古 ” 
的 充 要 条 件 是 了 (了) 也 回答 “是 ”, 则 称 在 多 项 式 时 间 内 Di 可 以 转化 
成 DD;, 记 成 DiccD， 或 Di 委 D，。 

Dl! 志 DD; 时 ,Di 与 D; 的 一 对 实例 五 与 AT) 只 要 一 个 有 了 答 
案 , 另 一 个 也 跟着 有 了 答案 ,但 D1 中 的 全 部 实例 五, J ,…, I 被 一 
个 个 取出 之 后 , f( 了 I), f(T2),…, 了 (1 ) 末 必 是 D; 的 全 部 实例 输入 ， 
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3 〇 图 论 篇 


可 见 Di 的 时 间 复 杂 度 不 比 D; 的 时 间 复 杂 度 大 , 这 正 是 Di 委 D,， 中 
委 二 的 含义 。 即 从 一 个 判定 问题 转化 出 来 的 问题 难度 不 减 。 

卡 普 把 NPC 定义 为 NP 的 如 下 子 集 : 

NPC= 1D1TD 是 判定 问题 , DE NP, 任 一 个 D’ENP, DD’ccD|1|。 

从 上 还 NPC 的 Karp 定义 我 们 看 出 , NPC 中 的 每 个 问题 集 NP 中 
所 有 问题 在 时 间 复 杂 性 方面 的 难度 于 一 身 , 是 难 上 加 难 的 一 群 问题 

NPC 天 人 ,1972 年 , 多 伦 多 大 学 的 库 克 (Cook) 用 图 灵机 证 明了 
SATE NPC。 这 是 历史 上 发 现 的 首 例 NPC 问题 。 它 作为 第 一 颗 NPC 
的 “种 子 ”, 索 和 了 数 以 千 计 的 著名 的 (有 重要 理论 与 实用 背景 的 ) 
NPC 问题 。 那 位 买 宝石 的 顾客 提出 的 问题 , 好 像 十 分 平凡 , 其 中 确 含 
有 现代 科学 的 深刻 道理 。 

NPC 有 以 下 四 条 重要 性 质 ， 

中 Di DiENPC, 则 D, 志 Di。 

GODENPC, 假设 PEP, 则 NP=P。 

GDENPC, 假设 DEP, 则 NPCCP; 假 设 D&K P, 则 NPCNMP 
= 全。 

DE NPC, D’ ENP, D 委 D, 则 DGENPC。 

事实 上 ,由 NPC 的 定义 ,由 DIENPC, 则 对 每 个 DENP, D“ 过 
Di 令 DE NPC, 则 DE 和 NP, 于 是 用 DD, 扮 D' 之 角色 知 D, 志 Di, 即 
(1) 成 六。 注意， 从 (1) 也 可 得 Di 迄 D，， 妈 D1, D, 都 属于 NPC 时 ,在 
时 间 复 杂 度 意义 下 , 两 者 的 难度 一 致 。 

奋 DENPC, 则 PENP, 且 任 一 DENP,D' 过 D, 若 DEP, 由 
局 委 D 知 DGEP, 即 这 时 当 任 D'ENP 时 , D“EP, 故 NPCP, 又 PC 
NP, 所 以 P= NP, 名 成 立 。 结论 加 说 明 , 只 要 抓 住 NPC 中 的 一 个 问 
题 , 搞 清 楚 它 确 为 P 类 问题 , 则 NP=P。 

由 人 知 , 当 DE NPC,，DEP 时 , NP=P, 但 NPCCNP, 故 NPCC 
P, 田 一 方面 , 若 DE NPC, 但 DP 时, NPC 门 P 关 人 @, 则 存在 
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2 
ey 一 数学 聊 击 


DiENPCPmnP, 即 DiEP, 同 时 DiENPC, 但 由 @ 的 前 半 部 , NEPCSP， 
于 是 DEP, 与 D& P 了 矛盾 , 故 NPC 站 P = 人 ,图 成 立 。@@ 告 知 NPC 
中 若 有 一 个 问题 存在 有 效 算法 , 则 NPC 中 每 个 问题 都 有 有 效 算法 ， 
即 若 一 个 问题 “得 救 "( 有 有 效 算 法 ) 则 NPC 中 每 个 问题 都 可 得 救 ;者 
一 个 问题 确 不 存在 有 效 算法 , 则 NPC 中 每 一 问题 都 无 有 效 算法 , 即 
一 个 问题 不 可 救 药 ( 无 有 效 算法 ), 则 NPC 中 每 个 问题 都 不 可 救 约 ， 
简 言 之 , NPC 问题 同 生 共和 死 。 

若 DENPC, 则 对 每 个 DENP, D“ 科 D, 又 知 D'ENP, 有 HD 
D’, 则 DD 才 D', 由 NPC 定义 , DE NPC。 即 @ 成 立 。 针 告知 用 “ 转 
化 ”的 技术 , 可 以 从 一 个 NPC 问题 生育 出 另 一 个 NPC 问题 。 事实 上 ， 
正 是 从 NPC 种 子 SAT 出 发 ,逐次 转化 出 形形色色 的 NPC 问题 的 。 

命题 @ 说 NPC 转化 出 的 问题 仍 在 NPC 的 范围 内 , 此 即 NPC 的 
完备 性 或 完全 性 。 

成 于 上 万 的 NPC 问题 互相 牵连 、 互 相 攀 比 , 形成 一 个 顽固 可 怕 
的 难题 集团 。 数 学 和 计算 机 科学 的 实践 反复 印证 , NPC 中 每 个 问题 
确实 极 难 对 付 , 谁 也 不 敢 期 望 何 年 何 地 何人 能 为 这 批 声名 狠 夭 的 
NPC 问题 中 的 某 一 问题 设计 出 有 效 算法 或 证 明 出 它 的 有 效 算 法 存 
在 。 从 学 术 界 的 情绪 上 看 , 似 有 一 种 意向 尽 在 不 言 中 , 那 就 是 NPC 中 
的 问题 不 存在 有 效 算 法 的 可 能 性 更 大 。 

作者 可 以 坦言 :“ 诗 是 像 你 我 这 样 凡人 写 出 来 的 , 只 有 上 和 殴 才 能 找 
出 一 个 哈密 顿 圈 ; 上 帝 并 不 存在 , 所 以 有 效 地 判别 图 有 无 哈密 顿 图 就 成 
了 难以 解决 的 问题 了 。” 我 们 应 当 去 解决 那些 我 们 能 解决 的 问题 ,承认 
NPC 中 的 问题 我 们 尚 无 能 为 力 , 并 学 会 区 分 NPC 与 P 的 本 领 。 


9 Mvpc 题 放 


OD 任 给 定 图 G,X(G) 委 3 吗 ? (代号 3C) 
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3 〇 图 论 篇 


这 一 问题 称 为 三 色 问 题 , 它 是 NPC 中 一 员 。 在 库 克 证 明了 SAT 
ENPC 之 后 ,接着 证 明了 SAT 和 3SAT, 所 谓 3SAT 是 SAT 中 每 字 恰 
三 个 字 的 情形 ,用 3SAT 生 3C( 三 色 问 题 ) 可 证 明 3CENPC。 

事实 上 , 显然 3CE NP, 这 可 以 把 V(G) 的 项 划分 成 两 个 非 空 子 
集 Vi, V;, 把 Vi 着 1 色 , V, 着 2 色 , 再 检查 有 无 邻 顶 同色 , 对 所 有 
可 能 的 各 种 划分 都 如 此 检查 , 如 果 发 现 有 一 种 划分 , 无 邻 顶 同色 , 则 
知 XCG) 委 2, 否则 , 把 Y 划分 成 三 个 非 空子 集 wm V,, V3, 六 着 以 
i 色 , i=1,2,3。 再 检查 有 无 邻 顶 同色 ,对 所 有 各 种 三 子 集 划 分 都 如 
此 检查 , 如 果 发 现 有 一 种 划分 , 无 邻 顶 同色 , 则 知 x (G) 志 3, 否则 
X(G) 之 4。 可 见 3CE NP。 

下 证 3SAT<3C。 

设 3SAT 的 输入 为 1 ,是 字 和 集 L = x1, za 二， 二 
句子 集 为 {C1, Cs,…, Co。 上 相应 的 3C 的 输入 (1) 为 下 面 的 图 


G(V, 上 ), 见 图 3-67。 
3 
ys 
> 


OC 全 


图 3-67 
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C; 一 | £1;, 52 &3;1 ,J 一 |， 2 ， "Mi, £1j); £2;， &3j€ELo 岛 3-67 左 侧 的 


GD) , 所) 和 3) ,是 右 侧 的 某 三 个 顶 。 

设 0,1,2, 是 使 用 的 三 种 颜色 , 若 I 已 是 句 句 “满足 ”我 们 约定 
当 字 名 =1 时 , 顶 名 上 1 工 色 , 字 娩 =0 时 , 顶 纪 上 0 色 ,=1,2,3。 
由 于 了 中 旬 句 满足 ,所 以 没有 (&1;, &2;, &3;) =(0,0,0) 的 情形 。 

把 5 着 以 0 色 ,a 着 以 2 色 , wej 着 以 1 色 ,j=1,2,…m。 于 是 加 
得 正常 着 色 。 

反之 , 若 f( 了 1) 已 用 三 种 颜色 正常 着 色 , 我 们 称 a。 上 的 颜色 为 2 
号 色 ,5 上 的 颜色 为 0 号 色 , 于 是 各 “ 字 ” 上 的 颜色 为 0 色 或 1 色 , 且 
we 不 是 0 色 ; 用 反 证 法 容易 证 明 (1;, 2;, &3; ) 关 (0,0,0)。 这 时 我 们 
规定 3SAT 的 赋值 法 为 : 

“ 字 ” 为 1 色 时 , 此 字 赋 值 1;“ 字 ”为 0 色 时 , 此 字 赋 值 0。 

于 是 (&1;, &2, &3;),j 二 1,2,…, m 和 缘 " 满 足 , 即 每 名 中 有 1 值 ， 
至 此 证 出 3CE€ NPC。 

从 上 述 证 明 我 们 看 到 , 欲 证 一 个 问题 属于 NPC, 很 需要 技巧 ,这 种 
证 明 一 般 都 比较 难 ! 下 面 不 证 明 地 列 出 一 些 重要 的 NPC 名 题 题 谱 。 

四 甲乙 两 三 个 班 学 生 数 一 样 多 , 今 欲 分 组 , 每 组 三 人 ,分 别 来 目 
三 个 班 ;有 一 批 卡片 , 每 张 上 写 着 一 个 小 组 的 名 单 ,但 卡片 不 是 出 目 
一 人 之 手 , 可 能 有 一 位 同学 的 名 字 两 张 卡片 上 都 有 , 问 能 否 从 这 些 卡 
片 中 选 出 一 些 作为 分 组 方案 , 使 得 每 个 同学 恰 参 加 一 个 小 组 ? 
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3 〇 图 论 篇 


@ 一 个 班 的 学 生 , 分 成 三 人 一 组 , 要 求 每 个 学 生 恰 参加 一 个 小 组 
的 活动 ; 今 有 卡片 看 干 , 每 张 卡片 上 写 有 三 个 同学 的 姓名 , 问 是 否 可 
以 从 这 批 卡 片 中 挑 出 一 些 来 , 作为 分 组 的 一 种 方案 ? 

@ 一 个 班 的 学 生 选修 了 一 些 教授 的 诬 , 回 最 少 几 位 教授 , 他 们 收 
到 的 选课 生 名 单 合 在 一 起 , 写 有 全 班 每 个 同学 的 名 字 ? 

全 校 同学 选修 一 些 教 师 的 课 , 如 果 一 位 同学 选 了 两 位 老师 的 谋 ， 
则 这 两 位 老师 的 课 不 能 排 在 同一 时 间 , 问 至 多 有 多 少 位 老师 同时 上 谋 ; 

@@ 一 个 背包 至 多 能 装 千克 东西 , 今 有 al 干 克 , az 干 死 ，…， an 
干 克 的 件 物品 , 问 能 否 从 中 挑 出 几 件 , 朔 入 背包 后 , 总 章 量 恰 为 5 
干 克 , 其 中 5, al, a2,…, a, 次 卓然 数 。 

Dm 个 盒子 , 每 个 都 标志 着 封存 了 大 二 相同 的 球 , 不 许 拆 封 ,能 
否 把 这 些 球 平分 ? 

@ 在 已 有 的 网 络 上 选择 连接 指定 的 一 些 城 市 的 最 廉价 的 交通 或 
通信 子 网 络 。 

@ 在 一 个 通信 网 中 找 出 一 些 城市 , 使 得 这 些 城市 两 两 直通 信息 
日 城市 个 数 最 多 。 

外 在 信息 传输 当中 , 基本 信和 号 集合 中 有 些 信号 易于 混 消 , 如 何 
筛选 出 尽 可 能 多 的 信号 , 使 得 笑 选 出 来 的 信号 两 两 不 会 混 清 ? 

@@ 炸 毁 鬼 子 至 少 几 个 火车 站 , 可 使 其 铁路 网 全 部 次 痪 ? 

3 在 全 国 乘 火车 旅游 , 要 求 每 个 车 站 都 恰 为 到 过 一 次 , 又 回 到 
有 家, 征 否 可 能 ? 

电 一 位 货 即 到 各 村 去 卖 货 , 再 回 到 出 发 的 商店 , 他 管辖 的 每 个 村 
子 都 要 串 到 , 为 其 设计 一 条 路 线 , 使 得 旅行 售 货 的 时 间 最 短 。 

曲 在 者 干 城镇 建立 有 线 通 信 系 统 ,再 从 这 些 城镇 中 选 出 几 座 在 
那里 建 中心 台 站 , 使 得 中 心 台 站 数目 最 少 , 且 这 些 中 心 台 妇 与 其 余 各 
城镇 有 直通 电费。 

OB 把 一 群 人 划分 成 大 干 小 组 , 使 得 每 个 小 组 以 外 的 每 个 人 员 都 
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是 该 小 组 中 某 人 的 熟人 , 问 最 多 能 分 成 几 组 ? 

0 一 个 电路 网 络 的 结 点 放 在 一 条 直线 上 , 两 结 点 间 有 导线 相通 
时 , 导线 要 拉 直 , 且 结 点 间距 为 二, 问 应 如 和 何 安置 结 点 , 使 得 导线 总 长 
最 短 ? 

一 位 邮 亿 员 从 邮局 选 好 邮件 去 投递 ,然后 回 到 邮局 , 他 必须 经 
过 他 管辖 的 每 条 街道 至 少 一 次 ,有 些 街道 是 单 同 交通 的 , 试 为 他 选择 
一 投递 路 线 , 使 其 所 行路 程 尽 可 能 少 。 

8 甲乙 工厂 的 产品 在 同一 铁路 网 上 分 别 运往 各 目的 市 场 , 每 个 
市 场 对 相应 的 那个 广 子 的 商品 有 一 定 需 求 , 如 何 协调 运输 方案 , 使 得 
币 乙 的 市 场 需求 都 得 到 满足 ? 

昌 开 始 时 , 一 部 分 人 得 知 一 个 请 县 或 谣言 , 知情 人 同时 用 电话 把 
此 消 奶 通知 了 自己 的 一 位 朋友 , 这 些 更 多 的 知情 人 又 用 电话 同时 扩 
敬 这 一 消 朋 ,是 否 可 以 使 得 所 有 的 人 都 得 到 这 个 消息 , 上 且 扩 散 时 间 最 
短 ?” 假设 每 人 至 多 打 一 次 电话 。 

四 一 个 负责 对 几 个 乡村 送信 的 邮递 员 , 他 必须 行 遍 他 管辖 的 每 
个 村 子 的 每 条 街道 至 少 一 次 , 然后 返回 邮局 , 问 他 行程 最 短 是 多 少 ? 

四 圆 昌 会 议 上 和 欲 使 邻 座 尽 可 能 相识 , 问 至 少 有 几 对 邻 座 不 相识 ? 

以 上 这 些 问题 饭 似 朴实 平凡 , 各 不 深入 研究 , 看 不 出 它们 有 什么 
了 不 起 的 数学 含量 和 难度 ; 事实 上 , 由 于 它们 的 数学 模型 个 个 都 是 
NPC 问题 , 其 计算 的 时 间 复 杂 程 度 真 可 请 似 天 高 似 海 深 ! 

此 前 , 我们 讲 出 了 那么 多 十 分 有 趣 , 十 分 生动 .十 分 精彩 的 图 论 
问题 , 使 我 们 欣 司 轻 松 , 我 们 对 其 喜 称 "美丽 图 论 ” ;但 目 从 接触 到 
NPC 的 难题 , 我 们 便 眉 头 紧 皱 , 心情 沉重 , 那么 多 非常 实际 的 问题 ,其 
数学 模型 却 是 该 死 的 NPC 成 员 。 一 方面 是 生产 科 侠 与 生活 实践 迫切 
要 求 数学 家 有 效 地 解决 这 些 问 题 ; 男 一 方面 是 数学 家 和 计算 机 专家 
对 这 种 问题 一 筹 正 展 。 图 论 给 科学 工作 车 出 这 般 的 困惑 和 难堪 , 实 
为 图 论 的 丑陋 。 
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4 组 合 篇 


组 合 数 学 这 个 特殊 的 分 支 是 沿 着 现代 数学 主 
流 的 边缘 或 者 离开 主流 行进 的 。 


-一 一 页 尔 热 


4， | 神 包 龙 蕊 ， 洛 书 ;可 图 

公元 前 2200 年 ,我 国 商 周 时 代 的 《 易 经 ) 中 载 :大 种 治 伏 水 患 之 后 ， 
洛 河 上 浮 出 一 只 巨型 神 龟 , 背 驮 如 图 4-1 所 示 的 “ 洛 书 ? 献 给 大 务 , 作为 
仓 天 对 他 治水 有 功 造 福 百 姓 的 奖励 。 这 幅 天 书 横 看 、 竖 看 和 和 斜 看 , 每 一 - 
至 成 如 图 4-2 所 示 的 一 个 所 谓 幻 方 。 


@ 
e_e O00000000 .® 


@ 
~ oo。 8 
QO OOO 区 
OO) O 
5 
O @ @@ 
8 
图 4-1 
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所 谓 幻 方 ,是 由 1,2,3,…,n* 一 1, n? 组 成 的 一 个 数字 方 阵 , 每 数 
恰 在 此 阵 中 出 现 一 次 , 且 每 行 之 和 , 每 列 之 和 和 两 条 对 角 线 上 的 数字 
之 和 篆 相 等 。 

1275 年 , 我 国 宋 代 著 名 数学 家 杨辉 把 洛 书 形象 地 摘 写 为 :“ 九 子 
斜 排 , 上 下 对 易 , 左右 相 更 , 四 维 挺进 , 戴 九 履 一 , 左 三 右 七 , 二 四 为 
肩 , 六 八 为 足 。” 破 译 了 洛 书 的 芭 机 , 多 图 4-3。 


4-2 4-3 


“刀子 斜 排 " 是 按 箭头 方向 分 别 把 1,2,3,4,5,6 和 7,8,9 排 成 具 
有 右 下 方 走向 的 一 排 , 三 个 斜 排 组 成 一 个 倾斜 45° 角 的 正方 形 阵 。 

“上 下 对 易 ”, 指 1 与 9 对 换 , 1 移入 最 下 空格 ,9 移入 最 上 空格 ， 
使 得 正中 的 头 部 戴 了 一 个 9 的 帽子 , 正中 最 低 处 穿 了 一 双 1 字 鞋 , 即 
“ 戴 九 履 一 ”。 

“左右 相 更 ”, 指 最 右边 的 3 与 最 左边 的 7 对 调 , 3 移 至 左 侧 空 格 ， 

7 移 至 右 侧 空格 。 
至 此 造成 一 个 四 方 阵 , 即 “ 四 维 挺进 "又 2 与 4 分 别 在 右上 角 
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4 全 组 合 篇 


( 恨 ) 与 左上 角 ,6 与 8 分 别 在 右 下 角 ( 足 ) 与 左下 角 , 即 “ 二 四 为 肩 ”六 
八 为 足 ”。 

杨辉 的 这 种 口 决 中 的 关键 词 是 “mn? 子 斜 排 ”四维 挺进 “上 下 对 
易 " 和 “左右 相 更 ”四 人 句 。 图 4-4 和 图 4-5 分 别 给 出 按 杨辉 口诀 构 作 的 
5 阶 约 方 和 7 阶 幻 方 ,任意 奇数 (大 于 3) 阶 的 幻 方 皆 可 照 此 制作 ,但 
同方 不 是 唯一 的 ,高 阶 幻 方 的 个 数 非常 之 巨大 , 例如 五 阶 幻 方 就 
有 一 干 多 万 个 ! 另外 , 杨辉 口诀 不 适用 于 偶 阶 幻 方 , 偶 阶 幻 方 的 构 作 
十 分 困难 。 


四 加 四 四 区 
四 四 四 四 加 


四 四 四 四 四 


(b) 


4-4 


“对 易 ”" 和 “ 相 更 ”时 , 移动 的 步 数 恰 为 幻 方 的 阶 数 ,例如 图 4-5(a) 
中 顶 上 的 1 下 降 7 步 至 33 的 上 方 邻 格 内 ,图 4-5(a) 中 的 9 下降 7 步 
至 33 的 下 方 邻 格 内 , 图 4-5(a) 中 的 7 左 移 7 步 至 25 的 左 侧 邻 格 , 等 
等 。 

洛 书 对 应 的 幻 方 史 称 “神农 幻 方 ”。 

《 易 经 》 上 又 云 ,为 奖励 大 策 功 绩 ,一 匹 龙 马 从 黄河 跃 出 , 把 如 图 
4-6 所 示 的 一 张 “ 河 图 ” 赠 子 大 甬 。 

图 4-6(b) 是 相应 位 置 上 “点 子 ” 的 个 数 , 不 过 4 个 10 的 意思 是 被 
虚线 联络 的 10 个 黑 点 子 视 为 分 布 在 它们 形成 的 正方 形 的 四 个 顶 处 。 
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图 4-6 


这 样 , 河 图 的 数学 含量 就 大 了 了 

从 中 心 5 向 右 加 上 4 等 于 最 右 并 的 9; 

从 中 心 5 向 左 加 上 3 等 于 最 左 问 的 8; 

从 中 心 5 向 上 加 上 2 等 于 最 上 端的 7; 

从 中 心 5 向 下 加 上 1 等 于 最 下 端的 6。 

斜 着 看 ,7+9=2+10+4=16,8+6=3+10+1=14,9+6=4+ 
10+1=15,8+7=2+10+3=15。 


2D2 


4 〇 组 合 篇 


洛 书 和 河 图 出 自 四 千 多 年 前 中 华 民族 之 手 , 是 世界 组 合 数 学 的 
最 二 成 采 , 值得 我 们 自豪 ;可 惜 它 被 后 人 神化 ,未 能 发 展 成 系统 的 理 
论 ;中 国 几 千年 的 封建 君主 统治 ,鼓励 乃至 强迫 知识 分 子 为 皇帝 歌 功 
领 德 , 使 大 多 数 知识 分 子 成 为 什么 科学 知识 也 没有 只 会 呼喊 皇帝 万 
多 的 奴才 , 在 这 种 社会 背景 之 下 , 中 国 的 许多 本 应 领先 的 数学 分 支 和 
组 台数 学 一 样 ,并 没有 发 展 起 来 。 事实 上 , 组 合 数学 不 仅 是 数学 科学 
有 草 要 分 文 , 而且 是 信息 产业 和 计算 机 科学 的 数学 基础 之 一 , 现代 数 
字 教 育 和 数学 科研 当中 , 必须 给 以 足够 的 重视 。 


4,) 三 只 鸽子 两 个 窜 


二 只 介子 出 去 沉 食 , 晚上 妇 梨 栖息 , 它们 共有 两 个 窝 , 显然 必 有 
一 个 入 里 至 少 住 有 两 只 驻 子 ,不然 , 即使 每 集 一 只 驴子 , 还 有 一 只 钢 
子 不 能 同 嘛 。 一 般 而 言 , 对 于 自然 数 n,n +1 只 鸽子 住 在 个 集中 ， 
全 少 有 一 此 里 不 少 于 两 只 马子。 

这 一 络 论 称 为 鲍 笼 原理 或 抽 履 原理 。 

把 mm 本 书 放 入 ?2 个 抽 屋 , mx > ,至少 一 个 抽 层 里 放 了 多 于 


| 加 一 1 ] 本 书 ,其 中 | 加 一 ] 表 示 呈 二 1! 的 整数 部 分 。 当 坟 = 二 1 


n 


时 ,| 加 下 |=1, 即 n+1 本 书 放 入 ”个 抽 履 ,至少 一 个 抽 屋 里 放 不 
少 于 两 本 书 。 

事实 上 , 若 每 个 抽 层 里 放 的 书 都 不 超过 | 名 一 | 本 , 则 总 的 本 数 
不 超过 "| 加 一 |<<n .如 下 = m1, 与 共有 本 书 巴 盾 。 所 以 一 
定 是 有 的 抽 懂 里 放 了 多 于 | 到 二 | | 本 书 。 

就 是 这 么 一 个 几乎 不 证 自明 的 道理 却 能 解 千 种 难题 ,有 万 般 应 用 。 
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下 面 是 一 些 应 用 久 先 原理 的 生动 实例 。 

中 某 军 弹药 库 每 天 需 一 个 班 保卫 , 保卫 排 六 个 班 , 一周 内 至 少 有 
一 个 班 出 勤 两 天 。 

(13 人 中 必 有 两 人 同一 个 月 份 出 生 。 

@ 商 店 里 有 10 双 皮 鞋 放 在 货架 上 ,有 11 位 顾客 同时 来 购 鞋 , 售 
货 员 给 每 位 顾客 拿 出 一 只 鞋 试 穿 , 则 顾客 们 手中 必 有 两 只 鞋 恰 是 一 
双 。 

四 从 11,2,…,2000} 中 选 1001 个 数 , 其 中 必 有 两 个 ,一 个 是 为 一 
个 的 整数 倍 。 

事实 上 , 取出 的 每 个 数 可 表 成 2 , n 是 非 负 整数 , a 是 奇数 , 故 
对 1 到 2000 的 每 个 数 ,a 是 1000 个 奇数 1, 3, 5,…, 1999 中 的 数 , 可 
见 在 所 选 的 1001 个 数 中 , 有 两 个 数 的 奇数 因数 a 是 一 样 的 , 它们 是 
2ma 和 22a ,不妨 设 no>n1, 则 2%a 二 2"1a 王 22 5 即 后 者 能 被 前 
者 际 尽 。 

在 正六 边 形 内 任 放 了 七 个 点 , 则 至 少 有 两 点 之 间 的 距离 小 于 或 
等 于 该 正六 边 形 外 接 圆 的 半径 。 

连接 正六 边 形 的 三 条 对 角 线 如 图 
4-7, 由 铅笔 原理 , 在 图 4-7 的 六 个 三 角形 
的 某 个 上 面 必然 有 放置 的 七 个 点 中 的 两 
个 ,它们 的 距离 不 大 于 正六 边 形 外 搂 圆 

量 把 mi + 十 +7 一 2 十 1 个 
球 放 入 n 个 盒子 ， 其 中 Dil Pi? s Din 
党 正 整 数 , 则 下 面 ” 件 事 至 少 发 生 一 件 : 

4 第 一 个 盒子 中 至 少 有 mi 个 球 , 第 二 个 合 

子 中 至 少 有 mm 个 球 ,…, 第 ”个 盒子 中 至 少 有 mu 个 球 。 

事实 上 , 若 这 nn 件 事 都 不 发 生 , 则 总 球 数 不 会 超过 (zm1 一 1)+ 
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(m2 一 1 二 十 (1; 一 1) 二 m1 十 2 十 … 十 m, 一 ,而 原来 有 球 m1 
+ m2 十 … 十 71m, 一 n 十 1, 节 盾 。 

CDn(r 一 1)+1 个 售 子 进入 n 个 帘 ,r 是 自然 数 , 则 至 少 一 个 窝 
里 的 驴子 不 会 少 于 7 只。 

(nn 个 目 然 数 mi, 712， ,Mm 的 平均 值 大 于 + 一 1 时 ， m1, 2, 
…, mn 中 至 少 有 一 个 不 小 于 r, r 是 自然 数 。 

事实 上 上 ,如果 <yr,i=1,2,…, nn, 则 7121 十 722 十 … 十 7 < nr, 


十 十 ，。， 十 
一 一 人 <, 与 加 ,zi …, 交 的 平均 值 大 于 > 一 1 了 矛盾。 


@ 任 给 定 n“+1 个 不 等 的 实数 组 成 的 数列 
Q1, 42, "°°", Qn2+1 

则 此 数列 中 至 少 存在 由 n+ 1 个 实数 组 成 的 单调 递增 或 单调 递减 的 
子 数 列 。 

事实 上 , 记 m; 是 从 a; 开始 最 长 的 单调 递增 子 数 列 的 长 度 , 若 存 
在 茶 个 mi 之 n +1, 则 命题 @ 已 成 立 。 否则 , m; <n +1,i=1,2,…， 
n “十 1。 于 是 m; 在 1 与 之 间 , 这 相当 于 把 n?+1 个 球 121，722， 
may 1 放 入 2 个 盒子 ,由 命题 四 ,这 是 = n+1 的 特殊 情形 , 则 mm， 
117 7，…， m,2+1 中 至少 有 n 十 1 个 数 相 等 , 不妨 设 


Hi 一 1 一 ”二 1 一 1 
1 2 n+l 


其 中 1Sii<ij<…<inrl 人 n?+1; 于 是 a; >a >…>a; ，, 若 不 
然 ,例如 a; < ai 而 由 az 开始 的 递增 子 列 的 长 度 ms = mm 再 把 a; 
接 到 此 子 列 前 面 ， 则 知 mi 之 mi + 工 = 7a 十 二 , 杜 mi 三 70 下 慎 。 宇 此 
找到 由 n +1 个 数组 成 的 递增 子 序列 ci ,ai ，…, a ，。 
例如 17 个 数组 成 的 数列 
9, 8, 18, 20, 7, 5, 4, 6, 11, 15, 10, 13, 12, 19, 17, 3, 14 
17=4+1, 由 命题 @, 上 述 数 列 中 有 4+1=5 个 数组 成 的 单调 子 数 
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列 ,事实 上 , $, 6, 11, 1$, 19 就 是 一 个 。20, 7, 5, 4,3 是 为 一 个 。 

从 @@ 我 们 看 到 了 “无 序 中 的 有 序 现象 ", 任意 给 定 的 两 两 相 开 的 
若干 实数 随意 排列 , 却 造成 单调 子 列 , 而 且 当 原 数列 很 长 时 , 此 种 单 
调子 列 也 很 长 ,数列 无 穷 , 则 必 含 无 穷 长 的 单调 子 列 。 

四 圆 形 舞台 , 其 圆 形 屋顶 匀称 地 安装 两 图 灯 , 外 圈 100 只 固定 ， 
其 中 50 只 红 灯 , 50 只 绿灯 , 两 色 灯 随意 混合 排列 ; 内 圈 也 有 红 、 绿 两 
色 灯 共 100 只 , 其 中 红 绿 只 数 不 限 , 混合 在 一 起 , 内 圈 可 以 绕 屋 项 中 
心 旋转 。 则 内 立 转 到 某 一 位 置 时 , 会 使 得 内 外 圈 对 应 位 置 上 的 类 至 
少 有 5$0 对 同色 。 

事实 上 , 内 圈 旋 转 一 周 的 过 程 中 , 内 圈 每 只 灯 都 与 外 圈 的 灯 有 
100 个 对 应 位 置 , 内 圈 的 每 只 灯 在 其 旋转 一 周 的 过 程 中 , 与 外 圈 的 同 
色 灯 有 50 个 对 应 位 置 , 这 一 过 程 中 造成 同色 灯 成 对 的 次 数 为 50 x 
100 = 5000, 每 一 位 置 上 同色 灯 对 应 的 平均 次 数 为 5000 二 100=50, 由 
命题 @ 知 , 内 圈 转 到 某 位 置 时 , 会 使 得 同色 灯 人 至 少 50 对 。 

仿 轩 中 的 道理 可 知 下 面 判 浙 成 立 : 

全 班 共 60 名 同学 , 从 中 选 30 名 同学 赴 黄河 上 游 考察 , 选 出 的 辣 
学 当中 男女 各 半 ; 剩 下 的 同学 男女 个 数 不 详 , 随机 地 排 成 一 队 来 欢 
送 。 出 发 的 同学 们 随机 地 列队 与 欢送 同学 面对面 握手 告别 , 为 了 和 
留 下 的 每 位 同学 都 握手 , 他 们 最 右边 的 那 位 同学 握 过 手 之 后 就 跑 到 
最 左 侧 去 与 男 外 的 同学 一 一 握手 , 则 定 有 一 个 时 刻 , 有 15 对 正在 所 
手 的 同学 是 同性 别 的。 


上 好 括号 和 姊妹 洗 砚 


扬 后 ,姐妹 去 厨房 洗 碗 , 妹妹 只 管 把 姐姐 洗 好 的 碗 一 个 一 个 放 入 
碗 橱 摆 成 一 皖 。 共 有 ”个 图 案 两 两 相 异 的 碗 要 洗 , 洗 前 已 探 成 了 一 
操 ; 妹 妹 贪 玩 , 碗 拿 进 碗 橱 可 能 不 及 时 , 姐姐 就 把 洗 过 的 碗 把 成 一 抬 
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等 妹妹 一 个 个 来 拿 , 问 妹妹 押 起 的 磺 可 能 有 几 种 方式 ? 

与 此 姐妹 洗 碗 问题 有 血缘 关系 的 问题 很 多 , 例如 下 面 的 汽车 队 
加 油 问 题 和 括号 列 问 题 就 是 同 种 问题 ， 

一 个 汽车 队 在 狭 罕 路 面 上 行驶 , 不 得 超车 ,但 可 以 进入 一 个 路 过 
的 死胡同 里 的 加 油 站 去 加 油 , 之 后 再 播 队 行驶 ,共有 ” 辆 汽车 , 问 可 
能 有 儿 种 排列 不 同 的 汽车 队 开 出 城 去 ? 

(e+p)(a-2p) 中 的 括号 列 “( )( )"” 是 正确 使 用 的 括号 ,如 
果 写 成 “(a+65)(a 一 6 ,或 “(a 十 5))(a 一 6)” 则 是 销 用 括号 了 ,一 
般 而 言 , 所谓 正 确 使 用 的 括号 列 或 称 好 括号 列 是 指 : 

QD"( )" 是 好 插 号 列 ;@ 夺 A 与 B 是 好 插 号 列 , 则 AB 也 是 ; 
@A 是 好 括号 列 ,“(A)" 也 是 。 除 此 三 种 之 外 再 无 别 样 好 括号 列 。 

不 是 好 括号 列 的 插 号 列 为 坏 插 号 列 。 

一 个 插 号 列 的 好 坏 一 读 便 知 。 

一 个 括号 列 是 好 括号 列 的 充分 必要 条 件 是 它 由 偶数 个 括号 组 
成 ,其 中 半数 是 左 括 “( ”, 且 从 左 回 右 读 这 个 括号 列 时 , 读 出 的 右 括号 
“) "不 会 比 左 括号 多 。 

这 一 判别 法 的 证 明 很 通俗 易 懂 。 夺 括号 列 是 好 的 , 显然 它 是 由 
诺 括 占 半 数 的 侦 数 个 括号 组 成 的 。 下面 用 关于 括号 数 的 归纳 法 证 
明 从 左 至 右 读 时 , 读 出 的 左 括 号 不 比 右 括号 少 。 事实 上 , 石 括 号 数 
为 2, 命题 显然 成 立 , 它 就 是 “( ”)”。 假设 对 m 个 左 插 m 个 右 括 的 
好 括号 列 ,命题 已 真 , m <<n, 考 虑 由 个 左 括 n 个 右 括 组 成 的 好 括 
号 列 。 

情况 1 耕 井 这 一 括号 列 时 , 最 后 一 步 是 四 , 此 括号 列 形 如 
AB, A 与 B 和 彰 好 列 , 从 左 同 右 读 时 , 只 要 还 在 读 A, 由 归纳 法 假 
设 , 读 出 的 左 插 号 不 比 右 括号 少 , 当 读 到 A 的 最 后 一 个 括号 时 , 读 
出 的 左右 插 号 一 样 多 。 再 同 右 读 , 即 谈 B, 由 归纳 法 假设 , 读 出 的 
石 括号 总 数 仍然 不 会 超过 读 出 的 左 括号 总 数 。 
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情况 2 大 造 此 括号 列 时 最 后 一 步 是 @, 命题 显然 成 立 。 至 此 必 
要 性 证 出 。 

下 面 证 明 充 分 性 , 即 在 左 插 占 半数 的 括号 列 中 , 从 左 回 右 恋 
时 , 读 出 的 左 括号 不 比 右 插 号 少 , 则 此 括号 列 是 好 列 。 仍 用 关于 括 
导数 的 归纳 法 。 括 号 数 为 2 时 ,命题 显然 为 真 。 假设 mn 时 ,对 
m 个 左 括 和 mx 个 右 括 组 成 的 括号 列 命题 已 真 ,考虑 2 个 左 括 n 个 
右 括 的 括号 列 , 从 左 回 右 谈 时 , 硅 读 了 2m 个 括号 后 , 读 得 的 左右 
括号 个 数 相 等 , 由 归纳 法 假设 , 读 出 的 这 个 子 列 A 是 好 括号 列 , 厂 
面 未 读 的 子 列 B 也 满足 命题 条 件 , 由 归纳 法 假设 , B 亦 是 好 括号 
列 , 所 以 整个 括号 列 AB 是 好 括号 列 。 

蔡 上 述 括 号 列 A 不 存在 , 从 左 回 右 谈 时 , 谈 了 惠 一 个 括号 而 未 
读 其 他 括号 时 , 由 命题 条 件 , 第 一 个 括号 必 为 左 括号 “(”, 访 到 只 剩 下 
一 个 括号 未 读 时 , 已 读 出 的 左 括 叶 不 比 右 括号 少 , 而 左右 括号 总 数 各 
占 一 半 , 故 最 后 一 个 插 号 必 为 右 括 “)”, 于 是 原 括号 列 形 如 “(A1l)”， 
Ai 仍 满足 命题 条 件 , 由 归纳 法 假设 , A1 是 好 括号 列 , 故 “(A1l)" 也 是 
好 括号 列 。 至 此 好 括号 列 的 充 要 条 件 证 完 。 

由 27 个 插 号 组 成 的 好 括号 列 可 能 有 多少? 为 了 算出 这 个 数 , 先 
从 坏 括 号 列 谈 起 , 设 p1p…p2w 是 nn 个 左 括 n 个 右 括 构成 的 坏 括 号 
列 , 由 好 括号 列 的 充 要 条 件 , 此 坏 括 号 列 必 有 一 个 前 缀 , 其 中 的 右 括 
比 左 括 多 , 设 p1p，… pj; 是 右 括 比 左 括 多 的 最 短 前 缀 , 这 时 右 括号 只 
比 左 括 多 1 个 ,把 从 p11 开始 的 每 个 括号 “ 翻 * 过 来 , 则 得 n -1 个 左 
括 nw +1 个 右 插 的 坏 插 号 列 , 显然 这 一 变换 是 可 逆 的 , 故 n 个 左 括 号 
与 个 右 括号 组 成 的 坏 括号 列 与 n 一 1 个 左 括 n +1 个 右 括 组 成 的 括 
号 列 一 一 对 应 ;n 一 1 个 左 插 n +1 个 右 括 组 成 的 插 号 列 共 计 C3;! 
个 ,nn 个 左 括 n 个 右 括 组 成 的 括号 列 共 计 O05, 个 ,所 以 2n 个 括号 的 
好 括号 列 共有 
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= 一 


至 此 求 得 2n 个 括号 的 好 括号 列 共计 一 C3, 个 。 

各 到 姐妹 洗 碗 问题 ,姐姐 洗 一 个 硫 放 在 硫 柱 外 洗 好 的 硫 控 上 时 
立即 画 一 个 左 括 “(”, 妹妹 从 柱 外 硫 氛 上 拿 一 个 硫 放 入 橱 内 时 , 立即 
画 一 右 括 “)”, 如 果 姐 俩 共 需 洗 n 个 碗 , 则 一 共 要 画 2 个 括号 , 而 且 
姐姐 画 了 ”个 左 括 , 妹妹 画 了 个 右 括 , 又 画 完 括号 后 , 从 左 向 右 读 
时 , 读 到 的 左 括号 不 少 于 右 括号 , 因为 姐姐 洗 过 的 硫 任何 时 候 也 不 比 
妹妹 拿 进 碗 柚 里 的 碗 少 , 由 好 括号 列 的 充 要 条 件 , 姐妹 的 括号 列 是 好 
括号 列 ,而 且 任 给 一 个 好 括号 列 , 都 唯一 地 确定 一 种 妹妹 摆 碗 的 方 


式 ,又 知 好 括号 列 可 能 有 -二 + C3 个 , 所 以 妹妹 探 起 的 硫 摆 可 能 有 


1 
7 ntl 


例如 有 10 个 碗 , 则 洗 后 碗 操 可 能 有 


Ce- HxXDXIGxXI/ XIoxI xIMMxIxI. xl 
+1 ” 1x10x9x8x7x6xSx4x3x2x1l 


= 16796 种 
只 有 10 只 克 束 可 以 摆 出 数 以 万 计 的 碗 撮 来 ! 
如 果 汽 车 进 胡 同 口 时 画 “(”, 出 胡同 口 时 和 画 “)”, 一 辆 车 不 加 油 ， 
则 连 画 “(”)”, 于 是 得 一 好 插 号 列 , 而 且 任 给 一 个 好 括号 列 , 都 唯一 
地 确定 一 种 汽车 的 排列 ,所 以 汽车 加 油 问题 的 答 案 也 是 一 C3。 
用 括号 列 技术 还 可 解决 许多 有 趣 的 难题 ,再 看 几 例 。 


[ 例 1 一 行 树 , 共 个 顶 ,这 种 树林 共计 有 一 上 G3 种。 例如 共 


O37 


jk 
(一 


<D9 


于 数学 聊 这 


Pe eet re 
J ; : 
人 pi 

ee He 


3 个 项 的 树林 如 图 4-8 所 示 , 共 可 形成 5 种 林子 , 恰 有 地 =5 


ol 
S 
CD (oo ) 
( 0) () () () 
9 ok Go 
(0 1 ) (C(O) ) 丙 
第 2 树林 一 证 本 和 
和 1 鸭 林 ()() eh (X() (XX) 
图 4-8 


一 般 地 ,把 叶 标 志 成 “(”)”; 右 一 顶 长 出 的 顶 从 左 到 右 依 次 已 标 
为 v1,v2，…, v;, 则 此 顶 标 为 (vi, vz，…, vw,); 从 无 到 右 每 柠 树 的 根 
已 标 成 zl x2，…, Xx; 时 , 则 此 林 的 整体 标志 为 zlzz…zr， 见 图 4-8。 
显然 , 任 一 林 的 整体 标志 得 出 一 个 22 个 括号 组 成 的 好 括号 列 ,反之 ， 
右 任 给 一 个 由 2n 个 括号 组 成 的 好 插 号 列 , 则 可 由 上 述 标志 的 逆 同 过 
程 男 出 一 个 林 , 所 以 n 项 有 序 林 的 个 数 是 


上 
1 十 二 一 人 


【 例 2】 272 个 点 均匀 分 布 在 一 个 圆 略 上 , 用 ”条 不 相交 的 弦 把 
它们 连接 成 对 儿 , 求 这 种 匹配 的 个 数 。 

例如 图 4-9 下 方 写 出 了 其 相应 的 好 括号 列 。 一 般 地 ,把 2n 个 点 
按 顺 时 针 顺 序 抄 成 一 个 横行 , 仅 当 两 点 是 一 条 弦 的 端点 , 把 它们 用 括 
写 括 起 来 , 于 是 每 种 配对 儿 产 生 一 个 好 括号 列 ,有 反之, 任 给 一 个 好 括 


号 列 , 可 以 对 出 一 个 配对 儿 方 式 ,可见 所 求 匹 配 的 个 数 是 一 一 C3,。 
[ 例 3】 有 27 个 人 在 售票 处 排队 买 票 , 门票 $ 元 一 张 , 怡 有 7 
”个 人 每 人 有 5 元 一 张 的 人 民 币 , 男 个 人 每 人 只 有 10 元 一 张 的 人 民 
币 , 问 什 么 情形 才能 使 售票 员 ( 他 开始 时 手中 没有 钱 ) 可 以 对 每 个 需 
要 “ 找 零 ”者 找 给 他 5 元 钱 ? 这 种 情形 的 队列 共 几 种 ? 


C(n) = 
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图 4-9 


我 们 从 排头 起 , 依次 对 持 五 元 币 者 记 一 个 “(”, 对 持 十 元 币 者 记 
一 个 “)”, 如 果 写 出 的 “(” 总 不 比 “)” 少 , 则 仅 这 种 排列 售票 员 才 总 有 
钱 找 零 ,而 这 种 情形 等 价 于 形成 一 个 好 括号 列 , 可 见 不 会 发 生 售票 员 
无 钱 找 零 的 队列 共 一 C3, 种 。 

[ 例 4】 不 同 高 度 的 20 人 , 左 低 右 高 排 二 路 模 队 ,每 队 10 人 ,前 
排 的 人 都 比 他 后 面 站 的 人 铸 , 问 这 种 排 法 有 多 少 种 ? 

我 们 把 第 一 排 的 每 个 人 记 成 一 个 “(" 号 , 第 二 排 的 每 人 记 成 一 个 
“)”, 再 把 这 20 个 人 依 大 小 个 儿 为 序 小 个 在 左 排 成 一 路 横 队 , 则 相应 
的 括号 列 中 有 一 半 是 左 括 *(", 而 且 读 这 个 括号 列 时 , 读 出 的 左 括 不 
会 比 右 括 少 , 所 以 是 个 好 括号 列 , 反之 每 个 好 括号 列 对 应 一 个 题 中 所 
述 的 前 低 后 高 的 二 横 队 排列 , 可 见 此 题 答案 为 
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数学 上 把 C(n)= 一 二 C3 称 为 卡 志 台 兰 〈《 下 .CCatalan， 
1814 一 1894) 数 。 最早 研 究 卡 塔 兰 数 的 是 欧 拉 , 欧 拉 利 用 卡 塔 兰 数 算 
出 凸 多 边 形 三 角 割 分 不 同方 式 之 数目 的 第 一 人 ;后 来 卡 塔 兰 用 括 妆 
列 技术 把 C(n) 这 个 数 应 用 到 形形色色 的 许多 实际 问题 中 去 了 。 


4 ,4 兔子 不 是 濒危 物种 


兔子 善良 温顺 , 以 青草 为 食 , 从 不 加 害 于 人 和 任何 动物 。 在 验 内 
强 食 的 动物 世界 里 , 兔子 似 为 弱者 , 虎 狼 以 它 为 食 , 猎人 以 它 为 目的 ; 
钢 肉 可 训 为 美食 , 皮毛 可 制 成 裴 衣 , 是 人 类 消费 最 多 的 动物 之 一 ,但 
至 今 没有 任何 国家 把 兔子 列 为 濒危 物种 。 究 其 原因 ,一 是 它 对 食物 
等 的 生态 环境 要 求 很 低 , 一 是 它们 的 党 殖 能 力 航 强 。 

区 洲 黑暗 时 代 之 后 第 一 位 有 影响 的 数学 家 是 束 流 那 总 
(Fibonacci，1170 一 1250), 他 早年 随 父 在 北非 师 从 阿拉 伯 人 学 习 数 
学 后 游历 地 中 海 沿岸 诸 国 , 1202 年 回 到 意大利 故乡 比萨 ,用 拉丁 文 
编译 了 其 代表 作 《 算 经 )。《 算 经 ) 系 统 地 介绍 印度 记 数 法 和 阿拉 伯 与 
希腊 的 数学 成 就 ,影响 并 改变 了 当时 欧洲 的 数学 面貌 , 书 中 引进 了 闭 
名 的 “ 斐 波 那 契 数列 ” 

1, 1,2,3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377，: 

斐 波 那 契 数列 的 通 项 全 ,及 二 系列 珍宝 般 数 学 现象 是 后 人 攻 
了 几 个 世纪 的 心血 得 到 的 ,但 是 所 有 那些 成 果 都 起 源 于 下 面 的 “人 饮 了 了 
问题 ”. 

某 人 买 一 对 兔子 , 养殖 在 完全 封闭 的 围墙 内 , 我 们 硕 望 知 赴 一 年 
内 能 繁衍 到 多 少 对 ? 如 果 事 情 是 这 样 的 :每 对 兔子 每 月 生 一 对 小 锡 
子 , 小 和 免 子 出 生 后 , 第 二 个 月 就 能 生育 。 
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设 第 nn 个 月 有 f(n) 对 兔子 , 则 f(0)=1,f(1)=1,f(2)=2, 
f(3)=3, 一 般 地 ,第 n 个 月 兔子 的 对 ( 儿 ) 数 是 第 n -1 个 月 的 对 数 
加 上 第 n -2 个 月 的 对 数 , 即 

| fl(n)= fl(n -1)+ fn -2), n= 2,3,. 
f(0) = f(1)=1 
因为 f(0)=1, 根 据 上 述 递 推 公 式 , 得 知 第 0 月 与 第 1 月 对 数 之 和 为 
第 2 月 的 对 数 ,第 1 月 与 第 2 月 对 数 之 和 为 第 3 月 的 对 数 , 等 等 , 于 
是 有 下 表 : 


月 份 | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
志和 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 
即 到 一 周年 时 有 377 对 兔子 。 
如 采 和 欲求 两 年 后 、 三 年 后 四 年 后 等 时 间 的 兔子 对 数 , 这 么 一 次 
次 加 下 去 也 未 免 有 点 太 条 了 , 既然 兔子 对 数 这 个 变量 有 如 此 之 好 的 
规律 性 , 是 否 存在 f(n ) 的 用 ”来 表达 的 公式 呢 ? 
把 免 对 满足 的 递 推 关系 改写 成 
fln)~— fn-1)- ff(n—2)= 0,n =2,3,… (4.1) 
对 于 这 种 每 一 项 都 是 f 的 一 次 方 又 没有 常数 项 的 一 次 递 推 方程 , 设 
fn)=X27, 则 ff(n 一 1)= 2 1,f(n 一 2)= "代入 递 推 方程 
(4.1) 之 后 得 
A"—A" 1—-A"?“=0 (天 0) 
用 X* “去 除 各 项 得 满足 的 一 元 二 次 方程 
A*-A—-1=0 (4.2) 


求 得 Ma2= 去 (1+V5), 即 | LS 与 | 二 > 都 是 (4.1) 的 解 ,又 


(4.1) 的 解 的 和 仍 是 (4.1) 的 解 , (4.1) 的 解 乘 以 任意 常数 仍 是 (4.1) 
的 解 ,于 是 
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(4.3) 


也 是 (4.1) 的 解 , 其 中 cl, cs 是 待定 常数 , 由 于 f(0)= f(1)=1, 代 入 
(4.3) 得 


] = Cl1 十 cC> 


1 = ci Lt + SE (4.4) 


(4.4) 是 以 c1, cz 为 未 知 数 的 二 元 一 次 方程 组 , 解 得 
11+Y5 | 11-y5 


1/s 7 4 2 7 
所 以 
TI1+VS1 工人 (1L -VS 
Am) = 二 | ; 二 全 / (4.5) 


(4.5) 就 是 斐 波 那 契 数列 的 通 项 公 却 。 
有 一 个 与 兔子 繁衍 风 马 牛 不 相 及 的 问题 如 下 : 
某 人 去 登 泰山 , 此 人 一 步 可 登 一 个 台阶 也 可 以 登 两 个 人 台阶。 后 
他 登 上 ”个 台阶 的 方式 有 几 种 ? 
设 登 上 nn 阶 台阶 的 攀登 方式 有 a 种 。 
考虑 此 人 第 一 步 , 若 他 第 一 步 登 了 一 阶 , 则 登 上 n 阶 人 台阶 的 方式 
有 au，; 种 ; 若 他 第 一 步 登 了 两 阶 , 则 登 上 n 阶 的 方式 有 a -2 种 ,于 古 
dn = dn-1 + Qn-2) n 宇 2(a0 = 1) 
| al = 1, a = 2。 
可 见 登 山 方式 数 a, 组 成 的 数列 正 是 金子 序列 
ay ao 0 = 1,2,3,5,8,13,.: 
,= | 1 5) 
/5\ 2 V5\ 2 
这 里 出 现 了 一 个 很 妙 的 命题 
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是 日 然 数 。 

如 果 知 道 a, 是 兔子 序列 的 通 项 , 则 此 命题 是 无 需 去 证 的 事 ;不 
然 , 它 的 证 明 将 会 十 分 麻烦 , 不信 你 试 试看 。 

把 递 推 方程 (4.1) 的 求解 化 成 代数 方程 (4.2) 的 求解 方式 不 是 一 
次 性 的 , 它 带 有 普遍 性 , 适合 于 任何 一 次 的 无 稼 数 项 违 推 方程 。 帮 人 举 
例 为 证 。 

平面 上 ” 条 直线 , 每 两 条 直线 丝 相 交 , 任 三 条 直线 不 共 点 , 求 总 


区 所 数 h(n )。 
由 于 第 ”条 直线 与 前 2 -1 条 直线 的 交点 数 为 一 二 所 以 
h(n)=h(n-1)+n-l (4.6) 
同 理 
h(n-1)=h(n-2)+n-2 (4.7) 
(4.6) 一 (4.7) 和 但 
h(n)—-2h(n -1)+h(n—-2)=1 (4.8) 
h(n—-1)—2A(n -2)+h(n—-3)=1 (4.9) 


(4.8) 一 (4.9) 和 但 
h(n)—3h(n -1)+3h((n -2)—- h(n-3)=0 (4.10) 

与 (4.10) 对 应 的 4 满足 的 方程 为 

-312+34-1=0(-1) =0 (4.11) 
解 得 *=1, 是 3 重 根 。 于 是 h(n)= cl 是 (4.10) 的 解 , cl 是 任意 党 
数 ,由 于 有 (1)=0, 所 以 ci =0, 可见 我 们 还 要 寻求 (4.10) 的 其 他 解 。 
设 它 的 解 形 如 na” 或 n*X”, 代 入 (4.10) 得 

nA” — 3(n ~ 1)4"! 
+ 3(n—2)A"*—(n—3)A"° =0 (4.12) 
n(A” — 3A" 1 + 3A" 2 — A" 3) 
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+ 3(A" -2)12 +A"3)=0 
na” “(A7— 3A°+3A—1)+3a"3(XA2—2A4+1)=0 
由 于 A=1, 故 (4.12) 式 成 立 。 即 ma" 确 为 (4.10) 的 解 。 同 理 可 以 验 
证 n*2” 也 是 (4.10) 的 解 ,但 n*X" 就 不 再 是 (4.10) 的 解 了 。 事实 上 ， 
夺 n> A” 二 m5 是 (4.10) 的 解 , 则 应 
n”—3(n-1)+3(n -2)-(n-33=0 (4.13) 
n 二 2 时 , (4.13) 式 左 端 为 5, 所 以 (4.11) 不 可 能 成 立 。 
可 以 证 明 (4.13) 的 解 形 如 
h(n) = (ci1+ cn + can’)A” 
令 A=1, 久 有 h(1)=0,4(2)=1,h(3)=3，,， 则 
cI 十 co 二 c3 三 0 
cl +2c +4c3=1 


C1 + 3c2 + Oc3 = 3 


解 得 cl =0, c; = 一方 ,c3= 方 ,最 后 得 交点 总 数 为 


h(n) = + 7 - n(n _1) 


下 面 从 数学 上 总 结 一 下 :我 们 这 里 涉及 的 (4.1) 与 (4.10) 称 为 线性 齐 
次 未 归 方程 , (4.2) 与 (4.10) 分 别 是 它们 的 特征 方程 , 4 称 为 特征 根 。 
一 般 而 言 

HtalHAiit+ ta .=0 (n>7) (4.14) 
称 为 > 阶 九 妇 方 程 

Mr+ai +.…+a,=0 (4.15) 
称 为 (4.14) 的 特征 方程 。 若 11, 42,…, 4, 分 别 是 重 数 为 n1, n2,…， 
ns 的 特征 根 , nj + 2 二 +… 二 ,二 7, 则 (4.14) 的 解 的 一 般 形状 为 
CA + ch nA + + cH 2 十 


Ci A 十 C 和 ?nA 十 "十 Cp nz 1 和 十 
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十 CA 十 ch nA” 十 + chin" lAn (4.16) 


其 中 的 常数 ?由 初 值 来 确定 。 

再 看 一 个 有 趣 的 例子 

n 条 封闭 曲线 在 平面 上 两 两 相交 , 每 对 曲线 恰 两 个 交点 , 但 任 二 
条 曲线 不 交 于 同一 点 (图 4-10), 问 这 些 闭 曲线 把 平面 分 割 成 几 个 区 


DC 


图 4-10 


记 n 一 1 条 闭 曲线 分 割 平 面 成 <。1 个 区 域 , 则 第 2” 条 闭 曲 线 己 
这 nn 一 1 条 闭 曲 线 的 交点 共计 2(m -1) 个 ,它们 把 第 ”条 闭 曲 线 分 
成 2(n -1) 段 弧 , 每 段 弧 把 由 前 n -1 条 闭 曲 线 分 割 成 的 某 一 区 域 
划分 成 两 个 区 域 ,所 以 n 条 闭 曲线 分 割 成 的 区 域 数 为 

a», = an_1+2(n—1) (4.17) 
(4.17) 与 (4.6) 何 其 相似 , 解法 也 雷同 。 我 们 看 到 实际 过 程 不 同 的 问 
题 却 有 着 相同 的 数学 模型 , 宇宙 间 -- 些 状 似 相 异 的 运动 变化 过 程 或 
结构 关系 实 有 统一 性 , 统一 在 数学 模型 的 旗帜 下 。 


由 (4.17) 得 
0 1 一 an 2 十 2(7 一 2) (4.18 ) 
(4.17) 一 (4.18) 得 
a», — 2an_1+a,2=2 (4.19) 
Qn_-1— 2an_2+an3=2 (4.20) 


(4.19) - (4.20) 得 
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4 一 3c 1+3a 一 aa3=0 (4.21) 
(4.21) 的 特征 方程 为 
-312+314--1=0 
行 征 根 =1 是 三 重 根 , 由 (4.16) 知 (4.17) 的 解 形 如 
Q = cllAF 十 cS1) mA? 十 cA 722 
= cD + eSDn + ch n? 
由 于 ai =2, a =4, a3=8, 见 图 4-10, 得 
c 人) 十 ch1) + cA — 
ci +2cb + 4cy =4 
clD + 3cY + 9c4Y =8 
解 得 c=2, c5 = 一 1, c=1, 于 是 个 此 种 闭 曲线 把 平面 分 割 成 
2 一 nn 十 n 个 区 域 。 


4 免 儿 免 孙 与 优选 法 


花 馒 头 要 放 碱 , 放 得 太 少 , 蒸 出 的 馒头 酸 , 放 得 太 多 , 蒸 出 的 馒头 
黄 ,而 且 对 胃 有 害 ; 加 多 少 碱 有 一 个 最 佳 量 , 从 少 到 多 , 开始 时 , 碱 越 多 
馒头 越 好 号, 到 了 最 佳之 后 , 碱 越 多 锯 头 越 不 好 吃 ,形成 了 碱 量 与 好 吃 
程度 的 一 种 单 峰 关 系 。 如 果 用 实验 的 办 法 确定 碱 量 , 自然 希望 实验 次 
数 要 少 。 这 里 的 单 峰 关 系 事先 只 知 其 存在 , 并 不 知 其 定量 关系 , 所 以 不 
能 用 求 限 数 最 大 值 的 办 法 来 解决 。 

议 F(z) 是 未 和 的 , 只 知 它 是 单 峰 的 函数 , 今 欲 求 F(z) 的 最 大 
值 点 x “的 近似 值 。 设 试验 范围 是 x€1[0,1], 先 把 [0,1] 等 分 成 f(n) 
等 分 , f(72 ) 是 斐 波 那 契 数列 第 n 项 ,在 fl(n) 一 1 个 [0,1] 内 的 等 分 
所 上 安排 试验 , 从 中 比较 选 优 。 例 如 n = 13, f(13) = 377, 即 一 对 免 
子 一 周年 内 演 衍 出 的 兔子 家 庭 的 成 员 的 对 儿 数 , 如 果 做 376 次 试验 
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来 选 优 , 那 就 太 劳民伤财 了 。 实 际 上 只 需 做 12 个 试验 即 可 与 做 376 
次 试验 有 一 样 的 效果 , 精度 都 是 z75, 即 选 得 的 近似 值 与 最 佳 值 z“ 相 


距 不 超过 575。 

事实 上 , 由 于 F(z) 的 单 峰 性 ,以 及 Fa)= Fa-1)+ 大 一 2)， 
知 第 f(n 一 1) 个 分 点 与 第 f(n 一 2) 个 分 点 关于 区 间 中 点 对 称 , 在 这 两 
个 分 点 处 各 试验 一 次 ,把 长 为 1 的 纸 条 从 王 值 小 的 分 点 上 甬 开 , 留 下 
含 下 值 大 的 分 点 的 那 一 段 , 把 剩 下 的 纸 条 对 折 , 即 从 其 中 点 折 和 登 , 与 你 
留 的 试验 点 重合 的 那个 点 上 再 做 一 次 试验 , 与 上 一 轮 留 下 的 点 上 的 下 
值 比较 ,从 下 小 的 点 剪 开 , 还是“ 留 大 弃 小 ”, 如 此 反复 试 n 一 1 次, 束 求 
得 了 一 个 x* 的 近似 值 。 

例如 , 卡 那 霉 素 发 酵 液 培 养 温度 最 佳 值 的 确定 , 原来 国内 外 采用 
37C 二 1 和 ,培养 时 间 为 16 小 时 , 某 药 厂 欲 缩短 其 培养 时 间 , 对 培养 温 
度 进 行 了 优选 , 试验 范围 为 29 一 50 人 ,每 隔 1 做 一 次 试验 , 共 需 20 次 
试验 , 后 采用 优选 法 , 把 试验 区 间 定 为 [0, 21],0 对 应 于 29 ,1 对 应 于 
30C , 等 等 , 试验 实施 过 程 如 图 4-11 所 示 。 

DO de0e@e © 


全 一 千 一 千 一 全 一 时 一 二 - x 
0 123 3 8 11121314 16 21 
7 (3) / (6) f (7) 
图 4-11 


图 4-11 中 Q@@@@@ 表 示 六 次 试验 , 试验 中 依次 保留 的 试验 
点 为 z= 中 , ,中 ,中 , ,最 后 留 下 的 区 间 是 (12, 14), 即 最 佳 温度 
近似 值 为 xz = 13, 即 42C ,误差 1 。 共 进行 了 6 次 试验 , 方 省 了 14 
次 试验 , 与 20 次 均匀 试验 相 比 ,效果 不 减 。 

由 于 lim {#1 = 1~0.618, 所 以 在 [0, 1] 区 间 ( 试 验 范 
半 ) 的 0.618 处 做 第 一 次 试验 , 在 其 关于 中 点 x = 方 的 对 称 点 0.382 
处 做 第 二 次 试验 , 用 弃 小 留 大 的 对 折 剪 纸 法 , 相似 地 可 以 得 到 最 佳人 
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Zz” 的 近似 值 ,最 后 剩 下 的 纸 条 长 度 给 出 了 误差 上 界 。 这 种 优选 称 为 
0.618 法 或 黄金 分 割 法 。 

优选 法 是 美国 数学 家 基 弗 (Kiefer)1953 年 发 明 的 , 他 首创 了 斐 
波 那 可 法 和 黄金 分 割 法 (0.618 法 ), 1970 年 , 在 华罗庚 教授 倡导 与 带 
领 之 下 ,我 国 许多 数学 家 深入 工厂 农村 , 做 了 大 量 的 优选 法 普及 与 应 
用 的 工作 , 在 数理 方面 和 经 济 效益 方面 取得 了 双 丰 收 。 


外, 36 车 官 问题 与 拉丁 方正 交 试验 


1782 年 , 欧 拉 提出 著名 的 36 军官 问题 : 

有 1,2,3,4, 5, 6 六 个 兵团 , 从 每 个 兵团 选 出 A, B, C, D, 已 ,下 
六 种 军衔 的 军官 各 一 名 , 把 这 36 位 军官 列 成 方 阵 , 使 得 每 行 每 列 的 
六 位 军官 均 来 目 不 同 的 兵团 且 有 不 同 的 军衔 。 

欧 拉 潜心 研究 多 时 不 得 其 解 , 他 猜想 36 军官 问题 无 解 ; 欧 拉 猜 对 
本。1900 年 法 国 数学 家 塔 瑞 (Tarry ) 严 格 证 明了 36 军官 问题 无 解 。 

事实 上 ,大 36 军官 问题 有 解 , 则 方 阵 中 的 36 位 军官 若 都 亮 出 他 
们 所 在 兵团 的 号 码 , 则 每 一 行 每 一 列 皆 1, 2, 3, 4, 5, 6 的 全 排列 , 若 亮 
出 他 们 的 盏 衙 , 则 每 行 每 列 皆 A, B,C, D, EE,F 下 的 全 排列 。 

把 由 n 个 两 两 相 异 的 拉丁 字母 排 成 的 方 阵 称 为 x 阶 拉丁 方 ,如 
果 其 每 行 每 列 丝 这 些 字母 的 全 排列 。 

把 拉丁 字母 换 成 别 的 什么 东西 也 可 以 ,例如 每 行 每 列 是 1,2,…， 
n 的 全 排列 的 数字 方 阵 也 叫做 n 阶 拉丁 方 。 

36 苗 冒 问题 的 方 阵 可 以 分 成 两 个 拉丁 方 , 一 个 由 六 种 军衔 构 
成 ,一 个 由 六 个 兵团 号 码 构 成 , 如 果 36 军官 问题 有 解 , 由 于 每 两 个 位 
是 上 是 相 异 的 两 个 人 , 如 果 先 写 兵 团 号 码 再 写 军衔 , 则 36 个 位 置 上 
写 出 的 内 容 两 两 相 异 。 

把 两 个 同 阶 拉丁 方 重合 , 先 写 上 层 的 元 素 再 写 下 层 的 元 素 , 如 果 


270 


“4 〇 组 合 篇 


抄 出 的 n“ 个 符号 两 两 相 异 , 则 称 这 两 个 n 阶 拉丁 方正 交 。 
36 车 家 问题 即 问 相应 的 “军衔 拉丁 方 ” 与 “兵团 号 码 拉丁 方 ” 是 
否 正 交 。 
2 阶 拉 丁 方 仅 有 两 个 
2 | 


人 


它们 不 会 正 交 ; 除 了 两 阶 与 6 阶 拉 丁 方 出 现 不 正 交 的 现象 , 其 他 阶 数 
的 拉丁 方 都 有 正 交 者 , 例如 


1 2 3 1 2 3 
A =|2 3 1|,A2=|3 1 2 
3 1 2 2 3 1 
是 正 交 的 3 阶 拉丁 方 。 
1 2 34 1 2 3 4 
AD -|2143| ao0-3412| 
34 1 2 4 3 2 1 
4321 2 1 4 3 
1 2 3 4 
A -114 321 
2 1 4 3 
3 4 1 2 
是 两 两 正 交 的 4 阶 拉丁 方 。 


正 交 拉丁 方 可 以 巧妙 安排 试验 , 使 试验 结果 满意 , 日 试验 次 数 尽 
可 能 少 。 

例如 试制 一 种 新 药 , 需要 进行 试验 , 以 确定 各 种 成 分 的 最 优 剂 
量 。 设 有 A, B, C, D 四 种 成 分 , 每 种 成 分 取 三 种 剂量 来 试验 , 欲 得 到 
一 种 满意 的 配方 , 如 果 所 有 的 配方 组 合 都 进行 试验 , 则 试验 次 数 为 34 
=81, 今 设计 仪 做 九 次 试验 , 具体 操作 如 下 ， 


A,,A， Ai 代表 A 的 三 种 剂量 , B1, B;, Bs 代表 B 的 三 种 剂 
量 , 先 考虑 A 与 B 的 各 种 剂量 搭配 ,共有 以 下 九 种 
AiB! AI1B， AiB; 
AxB= 1AB!: A2B, A,2B; 
A3B! A;3B, A;B; 
再 考虑 C 的 三 种 剂量 如 何 与 A, B 搭配 , 我 们 取 C 的 三 个 剂量 序号 
1 2,3 构成 三 阶 拉丁 方 


C= 


1 2 3 
2 3 1 
3 1 2 
把 C 的 每 一 列 写 在 A* B 每 列 的 右 侧 得 
AiBiC! AiB2C» AiB3C3 
(AxB,C)= |A;2BiC; ABC3 A2B3C1 
As3BiC;3 As3B2C1 As3B;3(, 
由 于 C 是 3 阶 拉 丁 方 ,所 以 造成 A 的 每 个 剂量 与 C 的 每 个 剂量 各 相 
配 一 次 , B 的 每 个 剂量 与 C 的 每 个 剂量 各 相配 一 次 ;这 样 , A, B,C 
的 剂量 搭配 就 比较 全 面 , 而 且 仅 仅 有 九 次 搭配 。 
最 后 再 加 入 DD 的 三 个 剂量 来 试验 , 为 此 构 作 D 的 三 个 剂量 号码 
的 三 阶 拉丁 方 D, 且 要 求 D 与 拉丁 方 C 正 交 , 于 是 取 
1 2 3 
3 1 2 
2 3 1 
把 DD 的 每 一 列 抄 在 (A x B, C) 相 应 列 的 右 侧 , 得 试验 方案 
AiBiCiD!: AIBzC2D AiB;3C3D3 
(Ax*xB,C,D)= |'A2BiC2D; AB;C3D!: A;B;3C1D2|, 
Aa3B1C3D; A3B2CiD3 A:3B3C2D1 


D = 
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(A x B,C,D) 中 各 项 A;B;CiDi 表示 做 一 次 试验 时 , 用 A 的 第 i 剂 
量 , B 的 第 7 剂量 , C 的 第 & 剂量 , DD 的 第 1 剂量 搭配 来 进行 , (A * 
B,C,DD) 的 九 个 试验 中 效果 最 佳 的 那 种 处 方 即 为 所 求 的 最 佳 处 方 的 
近似 配方 。 

上 述 这 种 运用 正 交 拉丁 方 搭配 进行 试验 的 试验 设计 , 分 布 均匀 ， 
试验 次 数 少 ,程序 也 颇 为 规则 有 序 , 对 于 n + 1 个 因子 ,每 个 因子 分 n 
个 水 平 的 情形 ,用 正 交 拉 丁 方 安排 试验 , 仅 做 n? 个 试验 即 可 , 是 一 种 
有 效 算 法 型 的 试验 , 若 全 面试 验 , 即 所 有 可 能 的 水 平 搭配 都 进行 试 
验 , 则 需 mn” 个 试验 , 当 n 较 大 时 , 则 成 了 天 文 数字 , 例如 8 个 因子 ， 
每 因子 分 成 7 个 水 平 , 全 面试 验 则 需 78 = 5764801 次 试验 , 这 500 多 
万 次 试验 是 人 力 物 力 和 时 间 所 不 允许 的 , 而 用 正 交 拉 丁 方 安排 试验 
仅 需 77=49 次 试验 即 可 , 由 于 正 交 拉丁 方 各 种 情形 搭配 均匀 , 试验 
结果 仍然 是 可 以 满意 的 。 


和/ 这 些 钱 怎么 花 


父 于 上 街 , 拿 了 九 张 人 民 币 ,其 中 1 元 三 张 ,2 元 两 张 ,5 元 一 张 ， 
10 元 一 张 , 50 元 一 张 , 100 元 一 张 , 父 问 子 白 :“ 如 果 售 货 员 无 钱 找 
零 ,我 们 能 买 多 少 钱 一 份 的 商品 , 付款 有 几 种 方式 ?例如 , 我 们 可 以 
买 7 元 一 份 的 商品 , 付款 方式 有 付 三 张 1 元 的 , 两 张 2 元 的 ;也 可 以 
付 一 张 5 元 的 ,一 张 2 元 的 ;还 可 以 付 一 张 5 元 的 , 两 张 1 元 的 ; 共 三 
种 付 球 方 式 ;你 能 把 一 切 可 能 的 购物 付款 方式 列 出 一 个 清单 吗 ?” 

儿子 惑 然 , 父 提示 说 ;“ 你 们 数学 老师 不 是 正在 给 你 们 讲授 同 底 
只 的 乘法 吗 ?” 

儿子 当然 聪明 , 一 点 就 透 ,他 考虑 片刻 叫 道 ;“ 老 爸 , 听 我 给 您 讲 ， 
我 把 可 以 花 出 的 钱 数 作 底数 a(a >0) 的 指数 , 例如 百 元 钞 一 张 可 以 
伦 出 的 方案 是 a? + a1%,2 元 钞 两 张 , 可 以 花 出 的 方案 是 c0 + a2 + 
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a4, 如 果 只 花 2 元 和 100 元 的 两 种 钞票 , 则 
(al0+a2+a4)(ao + alt) 
-0+o2+04+2l00 二 al02 + ul04 
即 可 以 不 花 , 对 应 上 式 a? 中 的 0 指数 , 可 以 花 出 2 元 , 4 元 , 100 元 ， 
102 元 , 104 元 , 花 出 的 方式 都 是 一 种 , 见 上 式 各 项 的 系数 。” 
于 是 父子 上 街 花 钱 方 案 的 祖 单 为 
(ao0+al+a2+as)(ao+a2+a4)(co+a")(c +a') 
(ar + a ) (a +al®) 
-20+al+2a2+2a3+2a4+3a5s+2a6+3a7+2a5+2a” 二 3a 
+271+322+2o3+2al14+3a65+2a1+3a17 +2a 开 十 2a2 十 
F900 4 a +ta+ad+a lt+2a YT +2a™ +22054+3a2 十 2a20 十 
3727 十 pp + 2 + 3a% + 2a91 + 3a 十 7203 十 2764 + 32o 十 
2266+3267 +2068+2069+2a70+a7+a2+al+ail+2a 
十 27103 二 27 区 4 十 37Dt> 十 ?lo + 3al0! + F108 十 2719? 十 3a1t0 十 
pp + 3a + pp 十 pp 十 37 il 十 2 116 十 3a117 十 2 118 
+ 40 tarl+t al2+allD + ati+2al +2al™ 十 2714 
+ 3al55 +F90156 + 3 + 2a + Fa + 3al 十 27161 + 30162 十 
7 1 十 2 104 十 3a1% 十 ps 十 3a1e7 + 2 1 十 2 1169 十 ph 十 
并 十 mL 
例如 3c157, 即 可 以 拿 出 157 元 去 花 , 有 三 种 拿 钱 方式 :100 元 + 
50 元 +5 元 +2 元 ,100 元 +50 元 +5 元 +1 元 +1 元 ,100 元 +50 元 
+2 元 +2 元 +1 元 +1 元 +1 元 。 
用 这 种 技巧 还 可 解决 其 他 实际 问题。 
个 今 有 红 球 两 个 , 黄 球 两 个 , 白 球 三 个 , 同色 球 无 区 别 ; 从 中 拿 出 
四 个 球 来 ,有 几 种 取 法 ? 
用 > 代表 红 球 , y 代表 黄 球 , w 代表 白 球 , 则 模仿 上 面 花 钱 技巧 
得 


2/74 


4 〇 组 合 篇 


(ro+rlitri)(y + y + y) (ww + wt + we’ + w’) 
y+rlitrtytrytriyty try tr y+wtrwtr’ wt+ 
yotrytr yw ty wtrywtr ywtw t+ rw +r w+ 
yt ry 十 ry +t yt ry +t ry + w+ ros + 
P23 十 yt ry +t ry + ya + ry ww + r2 yw 
拿 出 四 球 的 项 是 ; 72y2, 2 yw ry ws 72 ww ryw, yw rus, yw’, 
指数 是 该 色 球 取出 的 个 数 ,例如 x*y 是 取 两 个 红 球 , 两 个 黄 球 ;共有 
八 种 取 法 。 
@ 邮 局 有 1 角 ,2 角 , 5 角 , 8 角 , 1 元 的 邮票 , 张 数 不 限 ( 可 以 不 停 
地 印 制 ), 可 以 贴 出 多 少 种 不 同 的 邮资 ?每 种 邮资 有 儿 种 巾 法 ? 
考虑 下 面积 的 展开 式 
(a rt+altart+a t+)(a +a’*+at+a’t+..) 
(ac0+a5s+al+a5+…)(ao0+as+al6+a24 二 …) 
(ao0+al0+a20+a30 十 .…) 


1 1 1 1 1 


1-a 1-a2 1-as 1-a8 1T-al0 
0 aa 
在 1 被 多 项 式 (1 一 a)(1 一 a )(1 一 0)(1 一 a )(1 一 a ) 除 的 商 ( 按 升 
竹 排 ) 中 , 某 项 ka” 表示 可 贴 出 邮资 m 角 , 贴 的 方式 有 & 种 。 
加 用 1 克 ,2 克 ,3 克 ,4 殉 ,5 殉 ,6 殉 ,7 殉 , 8 殉 ,9 殉 , 10 克 的 10 
只 硅 码 可 称 出 多 少 种 质量 ? 各 有 几 种 可 能 的 加 砖 码 的 方案 ? 
(a! 十 al)(a" 十 a“)(a° 十 a )(a° 十 a )(a! 十 a”) 
(a® + a")(a" 十 a’)(a" 十 a* )(a" + a’”)(a" 十 4 ) 
的 展开 式 中 的 项 ka” 指出 可 以 称 出 mx 死 的 物质 , 其 夸 码 的 使 用 有 
种 方案 。 
上 面 我 们 讨论 的 是 用 已 知 的 一 些 目 然 数组 合成 更 大 的 目 然 数 的 


275 


oe 2 要 了 
ee > 


各 种 可 能 的 方案 。 这 个 问题 的 道 问 题 是 所 谓 整 数 的 “ 白 分 ”, 例如 5 
的 拆 分 有 以 下 七 种 方案 : 
3,4+1,3+2,1+2+2,1+1+3,1 十 1 十 1 十 2,， 
1 十 1 二 工 十 上 十 | 
例如 
(a +alta’t+a t+ (e+ Tae+a? +.) 
(ar+a +al+..) 
= 1 (1 -a)(l a)(l- a”) 
= +al+a’ +2a +2a4+3a +3a6+4a7 
+ Sa 十 … 
其 中 例如 Sa 表示 把 8 拆 分 成 春 干 奇数 部 分 , 且 每 个 奇数 不 超过 5 
的 方案 有 五 种 ; 
1 十 十 于 十 了 十 工 十 上 十 工 十 ， 工 十 王 十 工 十 ， 
1 二 1 +1+1+1+3，1+1 二 3+3，3 二 3 
其 他 拆 分 仿 此 进行 。 


4, 劝 石 多 加 示意 图 


有 些 计数 问题 , 如 果 男 个 示意 图 , 往往 帮助 我 们 确定 计算 的 步 
又 , 直观 准确 地 求 得 所 求 数 值 。 极 而 言 之 , 凡 数 学 问题 , 大 都 应 设法 
设计 一 个 示意 图 , 尤其 是 抽象 的 本 来 没有 几何 直观 的 问题 , 更 需要 示 
意图 的 局 发。 其 中 集合 示意 是 常用 的 方法 之 一 。 请 欣赏 以 下 实例 。 

OD 一 个 特务 班 12 名 战士 中 ,有 6 名 搞 侦察 ,7 名 搞 收发 秘 电 , 其 
中 既 搞 侦察 又 搞 收 发 的 4 人 , 问 既 不 搞 侦察 也 不 搞 收 发 的 几 人 ? 

设 搞 侦察 者 组 成 集合 A, 搞 收 发 者 组 成 集合 B, 见 示意 图 4-12， 
用 4 表示 在 A 集 之 外 特务 班 的 人 组 成 的 集合 , 用 | A | 表示 A 中 的 人 
数 , 则 所 求 为 
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IANMNB|I=12-|1A|-1BIl+|1ANMBI| 
一 12 一 0 一 7+4=3 
即 不 搞 收 发 也 不 搞 侦 察 的 有 3 人 。 

@O30 个 房间 , 有 15 个 房间 装 有 电视 机 , 8 个 房间 六 有 空调 前 ,6 
个 房间 装 有 电话 机 , 且 其 中 有 3 个 房间 每 种 设备 都 有 , 问 至 少 几 个 房 
闻 没 有 提供 上 述 任何 三 种 设备 ? 

设 Ai, A, A3 分 别 代表 装 有 电视 、 空 调和 电话 的 房间 组 成 的 集合 ， 
则 |Ai|=15, 1A21=8, |As1=6, 1Ai 门 As 门 A3|=3, 见 图 413。 于 是 有 


5 


图 4-12 图 4-13 
AiUAUA3|l=|1Ail+|A|+|A;3| -1Aif|A,| 
-|AiNMNMA3| -1ANA;3|+1AiNANA,| 

=15+8+6--|AifNNAs| -|AiNA,l| z 
-|As 门 A3|1+3, 又 |Ai 门 As 门 43| 不 大 于 |Ai 门 Asl, 1Ai 几 nA;|, 1A 
人 As| 中 的 任 一 个 ,所 以 
| A1:UA;,UA;|I 二 15+8+6+3-3-3-3= 23， 

即 不 超过 23 个 房间 提供 了 上 述 某 种 设备 ,至 少 有 30 -23 =7 则 房子 
三 种 设备 都 没有 。 这 里 写 的 公式 

IAIUA,UA;3|l=|Aiit+l A,l+| A;|1-— 

(| AiNMNA21+lAiN As1+l A ff A 1)+ 
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AiNA,NM A 
称 为 容 斥 原理 ,看 图 4-13, 欲求 Ai; U AsU A 中 元 素 个 数 ,认为 是 |Al|+ 
1A2| + 1A;| 可 能 多 了 , 减 掉 |Ai 门 A|+ 1Ai 门 A3|+|1As 门 A;| 又 可 能 减 
多 了 ,再 添 上 |Ai 门 A, 门 A;| 就 恰好 修正 成 |AjU A,U A;| 的 准确 值 。 
相似 地 , 还 有 公式 
AiUAs|=1Ai|+|A,| -1AiNMA,| 
AIUAUAsUAs|=|Ai|+|A2l+|A 
+|As| (ANA + IANA + IAN A + 1A NA 
+ IANNAal+|AsNAsl)+ (ANAN A I+ AN A NA 
tAifANAd + iA NA A ) -1ANA,NA;N A 
对 于 更 多 的 集合 , 依 此 类 似 地 可 写 出 容 斥 公式 。 
(3) 求 1 一 1000 这 些 自然 数 当中 3 或 4 或 5 或 7 的 倍数 的 个 数 。 
设 Ai, Az, A;3, A4 是 分 别 被 3, 4, 5,7 除 尽 的 不 超过 1000 的 正 
整数 组 成 的 集合 , 则 
00 


il=| 3 |=333,1A2| = [1 |=250 
Asl=1 1 |=2 200, | A4| = | |=142 
AiNA2| = | Sa |=83, |AiN 站 A;|= 3 |=66 
AINAd= [2]=47,1AsNAsl = (1 | =50 
[AMA = [|=35, 1A3N A =| M0 |=28 
ANANAs=| < |=16 
[AINANA4 =| a |=11 
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1000 
1Ai(1A3( A = | 3 |=9 
1000 
1A> 站 4A3 站 AI -| xj =7 
1000 


其 中 [xz] 是 z 的 整数 部 分 , 由 容 斥 原理 得 
[Ai1U A,U AsU As| =333+250+200+142- 
(83+66+47+50+35+28)+(16+11+9+7)—2 
=925 — 309+43 一 2=657 
即 1 一 1000 的 自然 数 中 为 3 或 4 或 5 或 7 的 倍数 者 有 657 个 数 。 
@ 赵 钱 孙 李 周 武 郑 王八 人 排 成 一 个 横 队 ,但 孙 李 有 和 忽 , 郑 王 有 
怨 , 有 和 怨 的 二 人 不 能 相 邻 , 可 有 多 少 种 排 法 。 
设 Ai, As 分 别 表 示 孙 李 相 邻 和 郑 王 相 邻 的 排列 之 集合 , 则 可 以 
认为 孙 李 绑 在 一 起 好 似 一 个 人 , 郑 王 绑 在 一 起 好 似 一 个 人 ,于 是 
Ail=1A;I=7! 14n4 1=6! 
由 雁 斥 原理 
4iU41=14I+l4 -AnA 1I=7x2-6| 
孙 与 李 不 相 邻 同时 郑 王 也 不 相 邻 的 排列 个 数 为 (图 4-14) 


81 — (7! X2 一 61 ) 
= 40320 — 10080 + 6! = 30960 


中 ,棋盘 之 放 


旅行 者 在 图 4-15 所 示 的 棋盘 路 网 上 从 O 点 向 A 点 走 去 , 他 只 
上 行 或 右 行 ,但 最 右 不 能 走 到 对 角 线 OA 右 侧 , 问 该 旅行 者 可 选 的 路 
线 有 多 少 种 ? 


图 4-15 


我 们 用 加 括号 的 办 法 记录 旅行 者 的 行 迹 , 当 他 从 一 个 街 口上 行 
时 , 面 左 括 “(”; 妆 他 从 一 个 街 口 右 行 时 , 画 右 括 “)”"。 由 于 他 不 走 到 
对 角 线 OA 石 侧 去 ,以 O 为 原点 , 以 水 平方 网 为 轴 , 回 上 为 > 轴 方 
问 , 每 小 格 边 长 为 1, 则 该 旅行 者 所 到 的 每 个 街 口 之 坐标 都 是 纵 坐 
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标 不 小 于 横 坐标 , 从 而 到 每 个 街 口 时 , 记录 下 来 的 括号 列 总 是 左 括 
不 少 于 右 括 , 且 到 达 A 时 , 左 括 与 右 括 各 占 一 半 , 于 是 旅行 者 的 每 
个 行 迹 尼 由 一 个 好 括号 列 所 刻画 , 而 且 每 个 好 括号 列 对 应 着 一 个 行 
迹 , 所 以 他 的 可 能 的 路 线 有 s 寺 了 Ci = 1430 条 。 

如 果 人 允许 走 到 对 角 线 右 侧 , 他 的 路 线 可 能 是 多 少 ? 

图 4-16 中 每 个 拐角 ( 街 口 ) 标 出 的 数字 是 旅行 者 行 至 该 街 口 可 
能 的 路 线 数目 , 行 至 A 点 可 能 有 12870 条 路 线 可 选 , 把 图 4-16 以 O 
为 “ 顶 "来 看 , 图 中 数字 恰 为 杨辉 三 角形 , 见 图 4-17。 


图 4-16 


显然 , 只 许 上 行 与 右 行 可 以 使 行程 最 短 , 所 以 这 12000 多 符 路 线 
的 长 度 都 是 最 短 的 ,长 皆 为 16。 
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图 4-17 


如 来 问 旅行 者 有 儿 种 路 线 可 选 ,使 他 由 O 点 行 至 对 角 线 BC 上 ? 

党 日 :2 =256, 即 有 256 种 走 法 , 可 使 其 行 至 BC 上 。 一 般 而 言 ， 
当 mm 入 8 时 ,有 27 个 可 能 的 路 线 使 他 行 至 x + y= m 这 条 直线 上 。 

如 果 旅 行 痢 上行 时 每 行 到 下 一 路 口 就 休息 一 次 , 而 右 行 可 以 
一 口气 走 任意 多 路 口 , 问 他 从 O 点 行 至 对 角 线 BC 上 有 多 少 种 走 
法 ?这 里 的 “ 走 法 "包括 路 线 的 选 定 以 及 休 明 的 方式 。 

如 来 他 行人 多 x + y= mm 的 最 后 一 次 中 途 未 休 明 的 行走 (m 志 8) 
是 上 行 , 则 他 是 在 z+ y= m =- 上 最 后 一 次 休 奶 的 ; 设 走 至 二 + y 二 
RCRS8) 的 方式 数 为 pi, 这 时 旅行 者 行 至 x + y= m 上 的 方式 为 
pm -1 种 。 

如 来 他 行 全 x + y= m 的 最 后 一 次 中 途 未 休 居 的 行走 是 向 右 一 
直 走 到 x + y= 1， 这 时 ， pm = pi1it p++ p,_1+1, 事实 上 ,他 可 
以 从 OO 一 次 走 到 z+ y= 57, 也 可 以 由 T+ y=],zrztiy=2,…,X+y 
= 7 一 上 一 次 走 到 xz+wy=M。 所 以 有 

pm = pn-1+ (pit p++ pm-1)+l1 (4.22) 
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pm1 = pn2+ (pi1t+ p+ + pm-2)+1 (4.23) 
m >2, (4.22) - (4.23) 式 得 
pm — Pm-1 = Pm-1— Pm-2 + Pm-!1 
pm — 3pm-1+ pm-2 = 0 (4.24) 
特征 方程 为 
-3A4+1=0 


X12 = 方 ( (3 土 VS) 


- cl 2355 cl253 


由 于 po=1, Pi=2, 得 


Ct 十 C» = 1 
a 这 -: 
1 1 4/5 ™ 1 VS 2m+1 
pa = 去 | 2 | 2 5 | 
即 pm 是 兔子 数列 f(n) 的 第 2m +1 项 , 令 m=8， 则 所 求 的 旅行 方 
式 有 f(17)=2584 种 。 

真 没 想 到 , 在 棋盘 上 旅游 的 问题 竟 与 好 括号 列 、 兔 子 序列 、 杨辉 
三 角 有 血缘 关系 ! 


人 ,1 二 筹 码 游戏 


赌博 中 用 来 统计 输赢 的 小 牌子 叫做 筹码 , 如 果 甲 输 给 乙 一 次 , 则 
把 乙 的 筹码 中 拿 一 只 放 在 甲 的 筹码 堆 中 去 。 

两 人 玩 筹码 游戏 , 开始 时 , 把 全 体 筹码 任意 分 成 若干 堆 , 然后 号 
乙 二 人 轮流 取 走 一 些 筹码 , 但 只 能 从 一 堆 上 拿 , 不 能 不 拿 , 每 次 拿 多 
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少 不 限 , 谁 拿 到 最 后 一 个 筹码 , 谁 是 赢家 。 

例如 有 三 堆 筹 码 ,个 数 记 成 i1,2,31, 即 有 一 堆 只 一 个 筹码 ,有 一 堆 两 
只 宕 公 ,第 二 堆 二 只 筹码 。 甲 先 拿 , 出 现下 面 六 种 情形 之 一 

10, 2,31, 41, 1,31, 11,0,3|, {1,2,2|, {1,2,1}, {11,2,0| (4.25) 

乙 接 着 拿 , 乙 对 (4.25) 中 的 每 种 情形 , 都 会 使 之 变 成 fm, m|, mw 宇 1。 这 
时 甲 电 么 办 也 得 输 了 ! 因为 这 时 , 车 甲 把 | mx, mm | 变 成 jm i, 则 乙 最 后 
拿 走 m 而 取胜 ;不 然 , 甲 把 (x, %) 变 成 (m,n),n 达 mm， 乙 拿 时 把 它 变 
成 In,n|, 直至 变 成 1, 11, 这 时 轮 到 甲 拿 , 变 成 11|, 乙 拿 走 这 最 后 一 只 
和 振 码 而 获胜 。 反之, 若是 |m, n| 的 局 面 , 轮 到 甲 拿 , 则 甲 使 之 变 成 |”， 
nl,(m 这 nn), 这 时 乙 必 败 。 

我 们 得 出 一 个 结论 :对 | x, y| 甲 先 拿 , 甲 输 的 充分 必要 条 件 是 x 
= y。 

对 于 开始 时 是 11,2, m1 (m 宇 4), 11, 3, n1 (nn 这 3) 甲 首先 把 它 变 
成 11,2, 31 而 获胜 。 

如 采 我 们 用 “ 首 2 进 1” 的 2 进 制 来 表示 自然 数 , 则 1 表 成 1,2 表 
成 10, 3 表 成 11, 这 三 个 数 在 2 进 制 之 下 的 每 一 数位 上 的 数字 之 和 都 
是 2; 对 于 1m, mi, 把 m 表 成 2 进 制 之 后 ,这 两 个 mm 在 2 进 制 之 下 
每 个 数位 上 的 数字 之 和 不 是 0 就 是 2; 我 们 看 到 , 对 于 先 手 必 败 的 情 
形 ,开始 时 各 堆 筹 码 数 的 2 进 制 表达 中 , 这 几 堆 数目 在 同一 数位 上 的 
数字 之 和 (在 十 进 制 中 ) 都 是 偶数 。 再 看 对 于 先 手 必 胜 的 情形 , 例如 
15, 5, 6| 与 16, 6,71, 甲 第 一 次 拿 走 第 三 堆 上 的 6 或 7 个 筹码 , 给 乙 造 
成 面临 15, 51 的 形势 ,由 上 述 二 堆 先 手 必 输 的 充 要 条 件 , 乙 必 输 , 即 甲 
必 胜 , 我 们 把 5,6,7 表 成 2 进 制 ,5=101,6=110, 7=111 


S$:101 6:110 
S:;101 6:110 
6;110 7:111 

312 33] 


即 这 时 这 三 堆 在 二 进 制 表 达 中 同一 数位 上 的 数字 之 和 不 全 是 偶数 。 
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至 此 我 们 猜测 到 : 

先 手 必 败 的 充分 必要 条 件 是 各 堆 筹 码 数 在 2 进 制 表达 中 同一 数 
位 上 的 数字 之 和 皆 偶 数 。 

可 以 证 明 , 这 一 猜想 是 成 立 的 。 

例如 11, 2, 3, 41, 在 2 进 制 中 , 1 = 1, 2 = 10,3= 11， 
4 二 100, 在 二 进 制 中 各 数位 数字 之 和 分 别 为 1, 2, 2, 所 以 甲 必 胜 。 具 
体 对 抗 过 程 是 甲 先 拿 走 了 第 四 堆 的 四 个 筹码 , 给 乙 留 下 |1,2,3} 的 必 

青 看 11,2k,2k +1),k 宇 1。 在 2 进 制 中 ,1=1,2k=ala…a,0， 
2k 十 1=aia2…aml, 其 中 a1, as,…, an 10,1),al 关 0。 于 是 在 2 进 
制 中 三 个 数 的 各 数位 数字 之 和 不 是 0 就 是 2, 所 以 甲 必 输 。 具 体 对 抗 
过 程 是 : 甲 拿 了 一 次 后 可 能 出 现 的 形势 是 

(2k,2k+1}, {1,2k|, {1,2k+1| 
{1, m,2k+1}, {1,2k,7| 

对 于 12k,2k +1|, 乙 使 之 变 成 12k,2k1, 这 时 甲 必 输 ; 

对 于 11,2k|, 乙 使 之 变 成 1, 11, 这 时 甲 必 输 ; 

对 于 il1,2&+11, 乙 使 之 变 成 11,11 ,这 时 甲 必 输 ; 

对 于 11, mm ,2&+1| 知 和 是 偶数 27, 则 乙 使 之 变 成 11,27,27+ 
1 比 & 小 ; 夺 m 是 奇数 2n +1, 则 乙 从 第 三 堆 2k+1 中 拿 走 一 些 ， 
使 其 剩 下 2n 个 筹码 ,于 是 变 成 11,2n,2n++1i , 总 之 , 会 比 原来 的 筹 
码 减 少 ,但 仍 是 11, 2zx,2zx + 11 的 形势 。 对 11,2zx,2zx+1| 骨 进 行 下 
去 , 最 后 会 出 现 11, 1}, i2k, 2k|1, 11, 2, 3}, 这 时 轮 到 甲 拿 筹码 , 乙 必 
胜 。 

对 于 11,2&,zj 大 -=2&, 则 乙 使 之 变 成 12&,28|, 这 时 甲 必 败 ; 
大 7r<2k, 与 11,m,2k +1| 的 情形 相似 地 乙 可 以 使 其 变 成 11, 2s,2; 
+11,s 达 ,进而 乙 胜 。 

伟大 的 数学 家 冯 ': 诺 依 曼 曾 建立 了 如 下 的 定理 . 


285 


于 数学 聊 毅 


一 种 具有 完全 确定 的 信息 的 游戏 , 必 有 一 确定 的 取胜 宋 略 。 

中 国 筹码 游戏 有 完全 确定 的 信息 , 即 若干 堆 的 数量 是 确定 的 , 这 
时 , 按 汉 . 诺 依 曼 的 定理 , 甲乙 谁 能 胜 已 经 是 事先 唯一 确定 的 , 而 且 能 
胜 者 的 取胜 对 策 存在 , 如 果 能 胜 者 不 出 理 招 儿 , 他 的 胜利 是 确定 无 疑 
的 。 


4， | 组 合 在 几何 中 作怪 


组 合 在 几何 中 作怪 , 一 些 几 何 难题 采用 组 合 技巧 被 降服 的 事 我 
们 已 经 见识 过 , 例如 闭 曲线 在 平面 上 相交 形成 的 区 域 数 ;把 圆周 27 
等 分 后 , 有 多 少 种 连接 分 点 的 无 公共 点 的 ” 弦 组 等 怪 题 , 就 征 运用 组 
合 的 怪 招 儿 解 决 的 。 现 再 提供 若干 精彩 刁难 的 初等 几何 问题 , 需要 
借助 组 合 技术 来 解答 。 

人 平面 上 20 个 点 , 其 中 任 三 点 不 共 线 , 问 它们 能 确定 多 少 条 直 
线 ? 多 少 个 三 角形 ? 

因为 任 三 点 不 共 线 ,所 以 从 20 个 点 中 每 取 两 个 点 就 可 确定 一 条 
直线 , 共计 能 确定 的 直线 条 数 为 


Cj = 7 X20 x 19 = 190 


从 20 个 点 中 任 取 三 点 可 确定 一 个 三 角形 , 共计 能 确定 的 三 角形 数 日 
为 
l 


C3 = X20x19x18= 1140 


@ 若 凸 20 边 形 任 三 条 对 和 角 线 不 在 凸 20 边 形 内 部 交 于 一 点 , 回 
全 部 对 角 线 被 它们 的 交点 分 成 了 多 少 线 段 ? 

凸 20 边 形 对 角 线 总 条 数 为 C2 -20=170。 西 20 边 形 上 每 四 个 
顶点 产生 一 条 对 角 线 交点 , 又 无 三 条 对 角 线 在 凸 20 边 形 内 部 交 于 一 
点 , 故 对 角 线 在 凸 多 边 形 内 的 交点 总 数 为 C3 = 484$。 由 于 每 个 交 操 
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4 的 组 合 篇 


在 两 条 对 角 线 上 , 每 条 对 角 线 上 每 添加 一 个 交点 , 则 多 分 出 一 段 线 
段 ,所 以 所 求 的 线段 条 数 为 
170+484$x2= 9860 

@ 设 想 把 平面 上 的 每 个 点 皆 用 红 绿 两 种 颜色 之 一 着 色 , 则 存在 
两 个 相似 三 角形 , 相似 比 是 2001, 且 这 两 个 三 角形 每 个 的 三 个 顶点 同 
色 。 

以 半径 为 1 和 2001 做 同心 圆 , 在 小 圆 上 任 取 九 点 , 由 抽 展 原理 ， 
其 中 必 有 五 点 同色 , 不 妨 设 这 五 个 同色 的 点 为 Ai, A;, A;, As, As, 
做 大 图 半径 OB;, 使 得 A; 在 OB; 上 , i =1,2,3,4,5。 则 B1, B,, B;， 
Bs, Bs 中 必 有 三 个 同色 , 设 B,, B;, Bi 同色 , i, j,kE€ |41,2,3,4,5|， 
则 全 AAjA4 中 A 人 BB;Bi, 且 此 两 个 三 角形 每 个 的 三 顶点 同色 ,相似 比 
等 于 2001, 见 图 4-18。 


图 4-18 
平面 上 n 条 直线 ,没有 两 条 是 平行 的 , 也 没有 三 条 是 共 点 的 ， 
求 它们 把 平面 划分 成 的 区 域 数 目 。 
议 z, 是 ”条 题 中 所 述 的 直线 把 平面 划分 成 的 区 域 数 , 当 画 了 7 
- 工 条 直线 , 划分 成 x, -1 个 区 域 后 , 再 画 第 ”条 直线 , 它 与 前 n -1 
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条 直线 中 每 条 有 一 个 交点 ,这 n 一 1 个 交点 把 第 n 条 直线 分 割 成 
部 分 , 每 一 部 分 增加 一 个 平面 区 域 , 所 以 


TX, = Xn_1+n (4.26) 
| zi 一 十 7 十 芋 (4.27 ) 
(4.26) 一 (4.27) 式 得 
Tn+1 — 2Xn + Xn-1 = 1 (4.28) 
| Xn+2 2xXn+1 + Xn 三 1 (4.29) 


(4.28) 一 (4.29) 式 得 
Tn42 一 3znrl+3xzn ~ Xn-1 = 0 
23 一 3X2 十 34 一 1 = 0， 和 = 1( 二 重 根 ) 
于 是 
: Xn 三 C1 + c2n 十 C3n”, C1, C2, C3 
待定 。 由 于 zx1=2, x2=4, X37 
Cl+cy+c3=2 
c1 十 2c 十 4c3 三 了 4 
c1 十 3cy 十 9c3 三 7 
解 得 ci = 1， cz2= 广 ， c3= 广 。 所 以 所 求 的 区 域 数 是 
Xn = 1+ 7 (nt+n) = (n+ nt+2) 

球面 上 及 n 个 大 圆 ,没有 三 个 大 圆 过 同一 点 , 求 这 些 大 圆 把 球 
面 划 分 的 区 域 数 。 

与 上 题 相似 地 , 设 y,, 是 n 个 大 圆 划 分 的 区 域 数 , 则 前 n 一 1 个 大 
圆 划 分 成 y, _1 个 区域 ,再 男 第 n 个 大 圆 后 , 与 前 面 n -1 个 大 圆 共 有 
2(n 一 了) 个 交点 ,增加 2(n 一 1 个 区 域 , 于 是 

yn = yn-t + 2n 1), yn = Yn + Zn 


yn+l 一 2 Yn 十 Yn-l 一 2， Vni+2 Yn+l 十 Yn 一 2 
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4 〇 组合 篇 


yn+2 — 3Yn+tl1 + 3yn — Yn-1 = 0 
2” 一 34* 十 34 一 1 = 0,4 = 1( 三 重 根 ) 
于 是 
Yn 一 Ci 十 C2?71 十 Can’ 

由 于 y1=2, y2 = 二 4, y3 二 8, 于 是 

cl1 十 co 十 ca3 三 2 

cl1 十 2c> 十 4c3 三 4 

c1 十 3c” 十 9c3 一 8 
解 得 c1 三 2,c? 三 一 1, cs 三 1 
所 以 题 中 的 2 个 大 圆 把 球面 划分 成 的 区 域 个 数 为 


2+(-1)2+722 一 7 一 7 十 2 


© 空间 有 2n 个 点 , 其 中 无 四 点 共 面 现象 , 它 
们 之 间 至 少 用 n“+1 条 线段 相连 , 则 这 些 线段 中 至 人 
少 有 三 条 构成 一 个 三 角形 。 

2 三 2 时 , 即 有 四 个 点 , 用 n*+1=5 条 线段 连 
接 , 会 出 现 两 个 三 角形 , 见 图 4-19。 

假设 对 n = 时 , 命题 已 成 立 , 往 证 n=k+1 
时 命题 仍 成 立 。 

对 于 ”=&+1 的 情形 , 由 于 有 (&+1)+1 条 线段 ,所 以 可 以 从 
这 2(&+1) 个 点 中 找到 两 点 Pi, P;; P1, P, 之 间 有 线段 连接 , 令 A 为 
除 P; 之 外 己 Pi 相连 的 点 组 成 的 子 集 , B 为 除 P; 外 与 P; 相连 的 点 
组 成 的 子 集 , 见 图 4-20。 从 2(k+1) 个 点 中 删 去 Pi, P;, 两 点 , 剩 下 2 
个 点 ,分 两 种 情形 . 

情形 1 剩 下 的 2& 个 点 间 人 至 少 有 k“+1 条 线段 , 由 归纳 法 假设 ， 
会 产生 三 角形 。 

情形 2 ” 剩 下 的 2& 个 点 间 最 多 k* 条 线段 。 


图 4-19 
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由 容 斥 原理 
AUBI=IAI+IBI-IAmnBI (4.30) 
而 |AUB|<2k,(|Al+|1B|+1)+k“ 宇 (k++1)*+1, 从 而 


1AI+lIBI 宇 2k +1 (4.31) 
由 |AUB| 志 2k 及 (4.30)(4.31) 得 
IANMNBI>IAI+IBI-2k 宇 1 
即 存 在 PE€ A 门 B, 可见 对 于 n =k&+1 的 情形 ,有 全 PiP;P3。 
用 上 面 的 方法 可 以 证 明 : 
平面 上 由 ”个 点 组 成 的 点 集中 , n >3, 且 其 中 无 三 点 共 线 , 又 设 自 
然 数 上 满足 > <&<n, 每 个 点 都 至 少 与 & 个 点 相连 , 则 这 些 线段 可 以 
构成 至 少 一 个 三 角形 。 
事实 上 , 设 PP, 是 一 条 线段 , P1P, 是 题 中 点 集中 的 点 。 令 A 
为 除 P, 外 与 P, 相连 的 点 组 成 的 子 集 , B 是 除 Pi 外 与 P, 相连 的 操 
组 成 的 子 集 ， 由 于 > << 2 ,以 及 每 点 至 少 与 & 点 相连 , 则 (图 4-20) 
1AI+l1BI| 宇 2(k£--1)>n-2 (4.32) 
AUBI!I 二 nn-2 (4.33) 
把 (4.32) 与 (4.33) 式 代入 容 斥 原理 (4.30) 式 得 
IANMNBI=IAI+1BI-IAUBI>n-2-(n-2)=0 
即 A 站 B 尖 站, 存在 PE AN 门 B, 可见 存 在 全 PiP;,P3。 
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4 加 组 合 篇 


4,]) 投 昧 排列 名 次 古 作 公正 


民主 和 科学 是 人 类 文明 的 重要 标志 , 在 日 常生 活 、 体 育 文娱 比 餐 
和 国家 政治 生活 当中 , 民主 评议 与 民主 选举 是 人 们 十 分 关心 的 热 后 
问题 。 

例如 , 甲乙 两 名 运动 员 , 进行 同一 项 比赛 , 甲乙 实力 相当 时 , 约定 
记 成 甲 = 乙 , 甲 优 于 乙 , 则 记 成 甲 > 乙 。 有 评委 铬 干 人 , 要 求 评 魏 们 
集体 地 对 若干 运动 员 按 优 劣 排序 , 应 该 用 什么 办 法 进行 排序 ? 排出 
的 名 次 是 否 公 正 ? 

设 评委 集合 为 = |1,2,3,…, n|, 运动 员 集合 为 S= ja, 5,c,…|， 
记 j 评委 投票 排出 的 序 为 p(j), jEJ。 

显然 有 下 列 共识 : 

中 对 任意 两 个 运动 员 zyE SS,rxz>y,Xx=y, 
z<y 中 仅 有 一 种 关系 成 并 。 

四 当 x 宇 y, y 宇 z 时 , zx 宇 z, 且 仅 当 z= y,y= zz 时 ,= 其 中 
X,Yy, ZESo 

集中 各 评委 意见 , 最 后 选举 结果 的 排序 若 按 少数 服从 多 数 的 氏 
主 精神 , 应 如 下 进行 : 

z,yES, 在 所 有 投票 p(j)(j=1,2,…,n) 当 中 , 仅 当 xz>y 出 
现 的 次 数 超过 时 ， 判定 x 之 y。 

但 这 种 艇 似 公正 的 选举 有 时 会 得 不 出 公正 的 结 采 ,例如 

J = 11,2,3!}, S= la,b,c| 
p(1) = abc, p(2) = bca, p(3) = cab 

在 p(1), p(2), p(3) 当 中 ,a >8 发 生 两 次 ,过 半数 ,应 判 a>>b;6>c 
也 发 生 两 深 , 过 半数 ,应 判 6>c;c>a 也 发 生 两 次 ,过 半数 ,应 判 c > 
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a。 这 就 不 能 裁决 a,65,c 的 名 次 了 ! 
为 了 使 得 判决 更 有 说 服 力 , 如 下 计算 各 运动 员 的 实力 : 设 Bi(z) 
征 让) 中 < zx 的 元 素 的 个 数 , 即 pd7 ) 这 张 票 上 排 在 运动 员 x 之 后 的 
运动 员 的 个 数 , 应 该 说 比 x 差 的 运动 员 越 多 , zx 越 强 。 令 
B(x) = Bi(z)+ B(x) + + B,(z) 
B(xz) 就 是 z 的 集体 评判 实力 , B(xz) 越 大 , z 越 强 , 仅 当 B(xz) >B(y) 
时 , 判 工 > 
但 这 种 赁 B(xz) 的 大 小 来 裁判 的 办 法 ,有 时 也 会 出 现 令 人 不 服 
气 的 判决 ,例如 
7 = 11,2,3,4,5!, S = la,b,c,x,y,xz| 
p(1) =p(2) =p(3) =p(4) =xyzabc, p(5) = yzabcz, 

则 统计 出 B(x)=5+5+5+5=20, B(y)=4+4+4+4+5=21, 结 
末 判 定 y 之 zx,z 不 服 ,xz 说 :我 优 于 y 四 次 ,而 > 优 于 我 仅 一 次 , 怎 
么 说 我 次 于 y 呢 !1” 

当然 上 面 的 少数 服从 多 数 以 及 以 B(. ) 的 大 小 论 优 劣 的 方法 多 
数 情 况 下 还 是 可 以 得 出 合理 裁决 的 。 为 了 克服 它们 的 缺点 , 人 们 又 
寻找 更 科学 的 排名 规则 。 

1951 年 , 阿 来 (Arrow) 提 出 四 条 大 家 都 认为 是 公平 的 所 谓 “ 选 举 


公理 1 对 每 对 运动 员 xz, yE S, 存在 一 种 投票 与 判决 , 使 得 x 
>y 公正 。 

这 条 公理 在 选举 结果 公布 之 前 是 不 会 有 人 反对 的 , 例如 在 每 个 
PpP(7) 中 , 宵 有 xz 之 y, 判 xz>>y 当然 公正 。 

公理 2 大 第 一 次 投票 判决 了 x >>y, 第 二 次 再 投票 表决 一 次 ， 
第 二 次 投票 中 所 有 的 p(j) 中 , z 的 序号 都 未 比 第 一 次 投票 时 增 大 ， 
其 他 运动 员 次 序 不 变 , 则 第 二 次 仍 判 x 之 yo 
这 条 公理 是 说 z 在 第 二 次 投票 中 , 在 评委 的 心目 中 其 相对 地 位 
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4 〇 组 合 篇 


并 未 变 低 , 甚至 有 所 提高 , 则 第 二 次 的 判决 对 z 而 言 不 会 比 第 一 次 
差 ,仍然 是 zy。 

公理 3 ”Si1 导 S, 在 两 次 投票 当中 ,每 个 评委 对 Si 中 运动 员 之 间 
的 排序 不 变 , 则 两 次 判决 中 , S1 中 各 运动 员 间 的 先后 次 序 不 变 。 

这 一 公理 是 说 , 既然 每 个 评委 两 次 投票 对 一 部 分 运动 员 之 间 的 
先后 次 序 都 保持 不 变 ,那么 仅 就 这 部 分 运动 员 而 言 ,两 次 判决 的 辐 来 
中 ,他们 之 间 的 排序 也 不 会 变动 。 

公理 4 ”对 任何 一 对 运动 员 z, y€ S, 仅 当 训 (RE) 中 工 >y 时 才 有 
最 后 判决 x > y, 则 应 把 & 从 评委 中 清除 , 即 && J。 

公理 4 是 说 , 如 果 每 对 运动 员 谁 优 谁 劣 , 别 的 评委 说 话 不 算数 ， 
只 昕 & 号 评委 一 人 的 意见 , 事实 上 ,& 恰似 秦始皇 之 流 的 独裁 者 , 在 
当今 的 讲 民 主讲 人 权 的 世界 潮流 之 中 , 这 种 独断 专制 的 独裁 少 必 须 
推翻 。 

下 面 讨论 在 遵循 以 上 四 条 选举 公理 的 选举 中 , 结果 是 否 公 正 。 

当 仅 有 两 名 运动 员 时 , 且 评 委 不 少 于 两 名 , “少数 服从 多 数 ” 的 选举 
规则 显然 满足 公理 1 到 公理 4。 事实 上 , 当 所 有 评委 都 评 z>y 即 所 有 
pb(j) 中 都 是 写 的 z> 则 必须 判定 x > y; 即 存在 一 种 投票 与 判决 ,使 
得 z>y 公正 ,公理 1 满足。 因为 仅 两 个 候选 人 ,所 以 公理 2 与 公理 3 
显然 满足 。 设 只 有 p(i) 一 张 票 中 x>y, 但 p()) 中 消 x<y,i 关 j; 按 少 
数 服从 多 数 的 原则 , 不 采纳 i 的 意见 , 判 x< yw 即 公理 4 满足 。 但 对 候 
选 人 多 于 两 个 , 日 评委 至 少 两 名 的 情形 , 却 有 下 面 令 人 惊讶 的 结论 : 

当 运 动员 不 少 于 三 名 , 评委 不 少 于 两 名 的 情形 , 不 存在 满足 公理 
1 至 公理 4 的 评比 排序 规则 。 

这 一 结论 无 非 是 说 , 如 果 认 为 只 有 满足 公理 1 至 公理 4 的 评比 
排序 才 是 公正 的 ,那么 没有 公正 的 评比 。 

事实 上 , 若 z,yE S, oJ ,只 要 对 每 个 j€J0,p(j) 中 zy， 
则 判决 x > y, 这 时 称 i 是 xz,y 的 “决定 集 ”。 决定 集 是 存在 的 ,J 就 
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是 最 大 的 决定 集 。 可见 z, y 的 决定 集 帮 是 一 种 "集体 独裁 即 不 管 
oo 之 外 的 评委 如 何 肥 对, 只 要 Jo 中 的 评委 一 致 说 x 优 于 y, 则 裁决 
x 优 于 y。 这 也 就 是 说 ,决定 集 Jo 是 这 种 集合 ,对 一 切 j€ Jo,p(j) 中 
镍 之 yy, 而 对 一 切 EJ-Jo,p()) 中 丝 xz<y, 但 仍 判 决 x>>y。 由 
此 可 以 推导 出 : 

右 Jo 是 人 数 最 少 的 决定 集 , 则 Jo 中 只 有 一 位 评委 ,于 是 独裁 者 
不 可 如 狗 ! 

捉 实 上 ,和 硅 Jo 是 人 数 最 少 的 决定 集 , 但 |Jol >1, 设 JEJo, 则 轧 
-并 夭 人, 知 万 是 zy 的 决定 集 , 设 

plj) = xyzip(i) = zry,i €E Jo— 1 
p(t) = yzr,t ES-—Jo 

由 于 Jo 是 x,y 的 决定 集 , 则 应 有 zy; 如果 判 z>y, 则 0 一 拉 | 是 
y 与 z 的 决定 集 , 与 万 是 最 小 决定 集 相 违 , 所 以 这 时 必须 判 y 宇 z。 
于 是 有 判决 x > y 宇 z, 从 而 x >z, 此 表明 ij| 是 xz, zz 的 决定 集 , 与 
年 最 小 决定 集 相 违 , 所 以 | .Jo| 不 能 大 于 1, Jo 只 一 位 评委 ; 组 成 。/ 
号 不 成 了 独裁 者 ! 此 违反 了 公理 4, 可 见 阿 荣 选 举 公 理 也 有 自 相 矛盾 
的 可 能 。 

我 们 看 到 , 如 果 仅 仅 谈 谁 优 谁 劣 , 按 各 评委 的 选票 排序 , 有 时 很 
难 做 到 合理 公正 , 如 果 把 候选 人 各 方面 的 表现 加 权 打 分 , 就 公正 合理 
得 多 了 。 

例如 某 校 有 四 位 候选 人 竞选 校长 ,选民 对 他 们 的 领导 才能 、 学 
间 人 品 、 年 龄 身体 三 个 主要 方面 进行 打分 , 选举 委员 会 对 每 个 候选 人 
的 二 个 方面 用 计算 机 算出 平均 分 效 , 再 通过 民意 测验 定 出 对 于 一 个 
校长 而 言 人 品尝 问 、 年 龄 导体 、 领 导 才 能 的 重要 性 所 占 的 比重 百 分 
比 , 见 图 4-21， 刁 "代表 年 龄 号 体 “ 品 ”代表 学 问 人 品 “ 能 "代表 领导 
才能 ,图 4-21 中 由 《 核 长 7 中 经 息 ) 全 ) 俘 ) 到 全 ) 有 三 条 轨道 , 把 每 一 轨 
上 的 分 ( 权 ) 数 相 乘 , 三 个 积 相 加 则 是 甲 的 综合 得 分 。 对 乙 两 与 丁 也 
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4 〇 组 合 篇 


甲 = 95 x 20+60x30+70x50 
= 1900 + 1800 + 3500 
= 7200 
C= 90x20+70x30+80x50 
= 1800 + 2100 + 4000 = 7900 
天 = 80 x 20+80x30+90x50 
= 1600 + 2400 + 4500 = 8500 
T=90x20+80x30+90x50 
= 1800 + 2400 + 4300 
= 8700 
本 的 综合 得 分 最 高 , 本 当选 本 届 校 长 。 
这 种 分 层次 加 权 , 分 析 综 合 的 “层次 分 析 ”方法 , 还 可 用 于 项 报 高 
考 志 愿 、. 选 购 商 品 为 运动 员 或 演员 打分 等 实际 活动 中 的 评比 排序 。 
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中 |) 全 时 容易 分 时 难 


全 班 65 位 同学 分 成 两 组 进行 体育 活动 , 之 后 两 组 合 在 一 起 到 教 
室 听 老师 的 数学 课 。 老 师 说 :把 两 组 合 起 来 很 容易 , 只 是 个 简单 的 
加 法 ; 反 过 来 , 硅 问 把 全 班 分 成 两 个 组 ,有 几 种 分 法 , 每 天 按 一 种 分 法 
进行 体育 活动 , 能 够 进行 多 少 天 , 请 各 位 同学 算 算 看 ! 分 成 3 个 组 .4 
个 组 呢 ?” 

一 位 参加 过 数学 奥林匹克 冬令 营 的 同学 立刻 起 立 答 道 . 

第 一 类 分 法 是 :1 组 1 人 , 男 一 组 64 人 ,共有 Ci 种 分 法 。 

第 二 类 分 法 是 :1 组 2 人 , 另 一 组 63 人 ,共有 Cés 种 分 法 。 

依 此 类 推 , 到 第 32 类 分 法 是 :1 组 32 人 , 另 一 组 33 人 ,之 后 各 组 
恰好 重复 前 32 类 分 法 ,所 以 分 组 方式 的 总 数 是 


1 


> Coes+Cést*+ Cast Ct + C8) 


= 7[(25 -2)]=2% -1 

这 位 同学 得 出 这 个 结论 后 , 全 班 同学 都 惊 呼 起 来 , 这 个 数 不 正 是 
“ 途 培 探 宝 贰 梁 梦 ” 一 课 中 讲 的 移动 金 盘 的 次 数 吗 ! 需要 5 亿 亿 天 以 
上 才能 活动 完毕 呢 ! 

至 于 分 成 3 组 ,4 组 ,……: 的 情形 , 一 时 没有 同学 提供 正确 答案 

听 老 师 分 析 解 答 了 。 老 师 先 讲 了 一 个 一 般 性 的 公式 : 

在 把 nn 位 同学 分 成 m 组 (n > m) 可 能 的 方式 数目 记 成 
Sa(7,m), MN 

Sn,m) = mnm-1,m)+ Sn-1,m— 1), 
(n>1,m>1) (4.34) 
溃 实 上 , 设 61,62,…, 5b; 是 n 位 同学 ,分 情形 分 析 之 : 
情形 1 大 6b 同学 自己 一 组 , 则 分 组 方式 数 为 S,(n 一 1,m 一 1)。 
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4 组 合 篇 


情形 2 若 b 与 一 些 同学 在 一 组 , 先 让 5b 不 参加 , 这 时 nn 一 1 个 
同学 分 组 方式 数 为 S,(n 一 1, m ) ;然后 让 5b 参加 一 个 组 , bi 共有 m 
种 选择 , 所 以 这 时 的 分 组 方式 数 为 mS;(n 一 1, m )。 

由 情形 1 与 情形 2 知 

Sn,m)=mS(n -1,m)+ Sn—-1,m—1) 

再 用 (4.33) 公 式 来 计算 65 位 同学 分 三 组 的 方式 数目 

S,(65,3) =3S,(64,3) + S2(64,2) 
=3[3S,(63,3) + S$»(63,2) ]+ S,(64,2) 
=3S,(63,3) + 3S,(63,2) + S2(64, 2) 
=3[3S,(62,3) + S,(62,2) |] + 3S,(63,2) 
+ S(064, 2) 
= S)(64,2) + 3S,(63,2) + 3 S$.(62,2) + i 
+ 31S(3,2) + 2S,(3,3) 
=(28 — 1) +3(2% — 1) +3(2 —1)+* 
+ 361(22 ~ 1) + 3% 
-26 +3xX22+ + x+ 3 3 
-3 
3 一 1 


=22+3X2 二 3 XZ +3 -7 


=23 +3xX22 +3FX2 + + XZ 


3 二 1 
2 


这 是 一 个 非常 庞大 的 数字 ! 
公式 (4.34) 还 有 许多 应 用 , 例如: 
科大 计算 机 科学 技术 系 有 10 名 毕业 生 分 配 到 8 个 省 计算 中 心 
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好 玩 的 数学 
2 数学 聊 毅 


工作 , 问 有 多 少 种 分 配方 案 ? 
此 题 就 是 求 S;(10, 8), 由 公式 (4.33) 得 
S,(10, 8) =8S,(9, 8) + S,(9,7) 
=8C§ +7S,(8,7) + S,(8,6) 
=8C§ + 7S,(8,7) + 6S,(7,6) + S$,(7,5) 
=8Cs + 7C& + 6C4 + 5S,(6,5) + S,(6,4) 
=8C5 +7C8 +6C5 + 5Ce + 4S,(5,4) + S,(5,3) 
=8C§ +7C&g + 6C3+ 5SCE + 4C4 + 3S,(4,3) 
+ S (4,2) 
=8C§ +7C8 +6C3 + SCE + 4C$ + 3C4 
+241-1 
=750 : 
由 公式 (4.34) 可 以 用 S;(n, mm ) 构 成 状 似 杨辉 三 角 的 数 表 , 见 图 
4-22, 


KCLDOC3DOCI 
Dw TE 


ra 


图 4-22 


例如 3=1x@+1,7=3x@+1,25=6xXx@@+7, 即 第 层 的 数 
Ssa(n,7) 是 第 n 一 1 层 上 Ss(n,i) 右上 方 的 数 乘 以 右上 方 圈 里 的 数 
加 上 第 nn 一 1 层 上 S, (nz) 的 左上 方 的 数 得 出 的 。 
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4 〇 组 合 篇 


数学 无 处 不 在 , 同学 分 组 活动 这 么 一 件 日 常生 活 极 为 平凡 的 事 
情 , 符 不 认真 去 研讨 , 感觉 不 到 之 中 会 有 什么 深刻 的 数学 内 容 。 一 经 
分 析 , 却 发 现 了 上 述 令 人 惊叹 的 数学 结论 。 

数学 上 称 S,(n, m ) 为 第 二 类 斯 特 林 (J. Stirling, 1692 ~ 1770) 
数 , Stirling 数 和 Catalan 数 是 组 合 数 学 当 中 一 对 挛 生 姊妹 , 两 者 都 妙 
不 可 言 ,应 用 极 广 。 


4 ,| 夫妇 入 席 问 是 


n 对 夫妇 出 席 宴 会 , 围 圆桌 而 坐 , 要 求 同 一 对 夫妇 不 要 相 邻 , 问 
有 多 少 种 入 席 方 式 ? 

把 圆 蝎 劳 的 2n 把 椅子 从 1 到 27 按 顺 时 针 编 号 , 若 不 限制 一 对 
夫妻 是 否 相 邻 ,共有 (2 )! 种 入 席 方 式 。 记 同一 对 夫妻 不 相 邻 的 入 
席 方 式 为 mm， 种 , 而 有 对 夫妻 每 家 都 相 邻 而 坐 时 的 入 席 方 式 为 zw 
种 , 则 由 容 斥 原 理 得 

ma = (2n)! 一 Cazol + Croo ~— C3wws 十 … 十 (一 1 ) ze 

(4.35) 

想像 把 邻 座 的 对 夫妻 的 姓名 写 在 长 方形 的 纸 片 上 状 如 [hh [vw 

h; 是 第 i 丈夫 , w; 是 h; 之 妻 。 这 种 纸 片 每 张 恰 盖 住 两 把 相 邻 的 椅 

于 。 用 这 些 纸 片 去 单 层 覆盖 某 些 相 邻 的 椅子 ,共有 dk! 2* 种 方式 ， 

其 中 di 是 不 看 每 张 纸 片 上 写 的 内 容 ( 即 家 庭 ) 时 可 能 安排 这 些 纸 片 

的 方式 数目 。 另 外 的 22 -2& 位 客人 有 (2n -28)! 种 入 席 方式 , 所 
以 

wh = dik!2*(2n 一 28)1 k = 1,2,.…,n (4.36) 

下 面 计算 qi 的 值 。 这 时 , 可 以 视 每 张 纸 片 为 圆周 上 的 点 , 把 未 
被 纸 片 盖 住 的 椅子 也 视 为 圆周 上 的 点 ,共有 2n 下 个 点 ;这 时 对 这 
2n 一 上 个 点 骨 编 一 套 号 码 ( 顺 时 针 ), 因 这 套 新 编号 码 的 第 1 号 有 
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的 
好 玩 上 数学 聊 


2n 一 上 种 取 法 ,所 以 相应 于 两 套 号 码 , 纸 条 的 安排 有 (2n 一 下 ) di 
种 。 

再 用 另 一 种 角度 来 统计 纸 条 的 安排 方式 数 , 首先 在 编 了 号 的 27 
-上 个 圆周 上 点 中 取出 上 个 作为 纸 条 , 取 法 有 外 , -种 ,然后 把 纸 条 
对 应 的 点 变 成 两 个 , 于 是 圆周 上 变 成 2” 个 点 ,再 把 这 2 个 所 按 须 
时 针 方 向 编号 , 与 上 面相 似 地 可 知 纸 条 的 安排 方式 有 2nG3,-% 种 。 
于 是 得 

p10%, ,= (2n -dd = CS (4.37) 
(4.37) 代 入 (4.36) 得 
TOE = CS * k12*(2n 一 2k )! 


=2n(2n —k — 1)!2° (4.38) 
(4.38) 代 入 (4.35) 得 | 
m, = (2n)! ~ Cl2n x2 x (2n — 2) + C2n 
xX22(27 3) Co + (1)"2n(n -1)12" 
例如 n=10 时 , p10 二 826060810479206400。 
如 果 对 夫妇 入 席 问 题 再 提出 “男女 必须 相间 ”的 补充 规定 , 问 入 
坐 的 方式 有 几 种 ”? 
用 M 表示 所 问 的 入 坐 方 式 的 数目 。 如 果 不 考 虑 同一 对 夫妻 是 
否 相 邻 , 只 考虑 男女 相间 而 坐 , 把 椅子 按 顺 时 针 顺 序 编号 后 , 1 祷告 
男 还 是 坐 女 有 两 种 选择 , 而 女士 们 有 n! 种 入 坐 方 式 , 男士 们 也 有 
)1 种 入 坐 方 式 ,共计 2(2a1)2 种 入 坐 方 式 。 再 用 容 斥 原理 删除 同一 
对 夫妻 相 邻 的 (不 允许 ) 情 形 , 则 
M = 2(n1) -Clrol + Cr — + (~ 1)"w, (4.39) 
其 中 w, 是 有 对 夫妻 相 邻 而 坐 时 的 入 坐 方式 数目 , 与 上 面相 似 地 可 


三 | 
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4 〇 组合 篇 


CO =2xd;, Xkl[(n— kA (4.40) 
(4.40) 代 入 (4.39) 得 


Mi =2(n1)? 2x nlF eCh i(n -DI +. 


+ (— 1)*2x ns, p(n 一 玉川 十 … 


十 《一 二 274 X 7271 (4.41) 
例如 n=10 时 , Mio = 3191834419200。 即 使 做 了 男女 相间 和 一 家 人 
不 放 相 邻 等 限制 ,这 种 圆桌 入 席 的 方式 仍 有 3 万 亿 多 种 ! 这 也 只 能 
年 说 讽 而 已 , 真 要 把 这 么 多 种 方式 都 试 坐 一 番 , 时 间 不 够 用 。 组 合 问 
是 一 般 都 有 十 分 大 的 时 间 复 杂 度 , 即 实现 各 种 可 能 所 需要 的 时 间 十 
分 人 , 以 至 于 不 可 能 实现 出 来 。 


4 ,19 把握 机 会 ,成 自 险 出 


掷 股子 是 一 种 机 会 游戏 , 伶 子 是 在 立方 体 (一 般 是 牛 骨 制 成 ) 的 六 
个 面 上 分 别 刻 上 1 个 ,2 个 ,3 个 ,4 个 ,5 个 ,6 个 "点 儿 ", 两 人 赌博 时 , 扣 
出 的 散 子 向 上 的 面 上 点 多 者 赢 , 这 纯 属 磁 运 气 。 事 实 上 , 每 次 搓 扔 , 每 
个 面 朝 上 的 机 会 均等 ,都 是 万 。 愉 子 这 个 玩意 儿 历 史 悠 久 , 考古 学 家 从 
伊拉克 北部 发 现 了 公元 前 2000 多 年 前 的 散 子 , 虽然 自古 各 国都 明令 禁 
赌 , 但 大 多 数 国家 屡禁不止 。 赌 博 有 百 害 但 也 有 一 功 , 就 是 它 引 起 了 一 
些 数学 家 的 注意 , 并 从 中 酝酿 提炼 出 一 门 称 为 概率 论 的 数学 分 支 ,例如 
甸 利 略 帕斯卡 、 费 马 都 是 最 早 研究 赌博 中 的 概率 问题 的 代表 人 物 。 

概率 已 经 成 了 世界 公认 的 数学 专用 名 词 ,其 实 称 它 为 “机 会 "更 
直 白 \ 更 准确 , 也 许 是 由 于 嫌 机 会 这 个 词 “ 太 士 ", 才 用 了 “概率 ”这 个 
似 显 文雅 的 专业 名 词 。 事 实 上 , 叫 什么 都 无 所 谓 , 你 看 玫瑰 花 , 不 管 
把 它 称 为 什么 , 看 起 来 还 是 那么 美 , 闻 起 来 还 是 那么 香 。 我 们 知道 
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es 
: 2 数学 聊 应 


了 ,所谓 概 率 大 就 是 机 会 大 , 例如 电视 台 天 气 预 报 说 本 市 明天 降水 的 
概率 是 40% , 就 是 在 告诉 我 们 明天 下 雨 ( 雪 ) 的 机 会 是 40% 。 如 此 说 


来 , 撞 仍 子 掷 出 偶 点 儿 的 概率 是 寺 , 掷 硬币 掷 出 国徽 面 的 概率 是 ， 


生 小 孩 生男 孩 的 概率 也 是 方 ,等 等 。 当 然 并 不 是 什么 事情 出 现 的 机 
会 都 是 一 半 对 一 半 , 一 般 需 要 进行 认真 的 计算 。 下 面 是 几 个 小 实例 。 
Dm 个 红 球 , ”个 白 球 , 其 质地 和 大 小 都 一 样 , 放 入 一 个 布袋 中 ， 
搅拌 后 从 中 任意 摸 出 个 球 ,rr 之 m+ 7 问 这 > 个 球 全 是 红 球 的 概 
率 是 多 少 ? 
从 m+ 个 球 中 任意 抽取 7 个 球 的 方式 数 为 C5;,, 从 m 个 红 
球 中 抽出 7 个 的 可 能 方式 有 C5 种 , 所 以 从 袋子 中 摸 出 的 > 个 球 全 红 


的 机 会 的 大 小 为 
四 Ca 十 一 
Cm Cntn Trom 一 了 | (m+n)! 
ml(m+n—r)l! 


~ (m 十 n)!(m 一 r)! 
例如 袋子 里 原 有 10 个 红 球 , 10 个 白 球 , 抽 得 10 个 球 全 红 的 机 会 为 


10! (10+10—10)! ， 
Dr C10+ 107) =0.0000054(0! =1) 


只 有 大 约 百 万 分 之 五 的 可 能 抽 得 的 十 个 球 全 红 ( 或 全 白 ), 这 个 机 会 
太 小 , 几乎 是 不 能 实现 的 事 。 

四 甲乙 二 人 赌博 , 各 下 赌注 500 元 , 约定 先 胜 三 局 者 把 1000 元 
赌注 全 拿 走 。 设 两 人 赌 技 相当 , 赌 了 三 局 , 甲 以 2:1 暂时 领先 , 这 时 
包 闻 人 呼 : 抓 财 的 来 了 ! 甲乙 落 荡 而 逃 , 到 一 个 隐蔽 处 去 分 赌 本 , 回 
这 时 应 如 何 分 这 1000 元 赌 本 才 使 两 赌 徒 都 心服 口服 ? 

一 种 方案 是 没有 赌 完 , 各 拿 回 自己 的 500 元 赌 本 , 但 甲 不 同意 ， 
他 认为 自己 已 经 多 赢 一 局 , 应 多 拿 。 第 二 种 方案 是 全 妇 申 ; 乙 不 服 ， 
> 说 再 赌 下 去 也 许 他 会 连 扳 两 局 呢 ! 第 三 种 方案 是 按说 的 比例 分 
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配 , 甲 拿 1000 元 的 往 , 乙 拿 3。 仔 细 分 析 起 来 , 按 比 例 似 合乎 人 们 的 
心理 习惯 ,但 也 并 不 合理 。 事 实 上 , 甲乙 若 继续 赌 下 去 , 至 多 再 两 局 
可 见 胜 负 , 即 平时 所 言 的 “五 打 三 胜 ”, 两 局 有 四 种 可 能 性 ; 甲 连 胜 , 甲 
乙 各 胜 一 局 甲 先 胜 , 乙 甲 各 胜 一 局 乙 先 胜 , 乙 连 胜 。 由 于 二 人 赌 技 相 
同 , 以 上 四 种 可 能 出 现 的 机 会 是 一 致 的 , 而 前 三 种 结果 都 造成 甲 最 后 
的 胜利 , 所 以 甲 在 此 未 进行 到 底 的 赌博 中 得 胜 的 机 会 是 闷 , 甲 应 分 得 
赌注 750 元 。 

历史 上 , 17 世纪 财 徒 梅 累 (Mere) 向 帕斯卡 提出 这 个 问题 (本 题 
数据 有 改动 ), 帕 氏 苦 想 很 久 才 得 到 解答 , 1654 年 7 月 29 日 ,帕斯卡 
把 他 的 解法 寄 给 了 费 马 ,两 人 继续 通信 深入 讨论 了 与 此 有 关 的 概率 
问题 。16 世纪 意大利 数学 家 卡 丹 写 了 《 论 赌博 》 一 书 , 算是 概率 方面 
的 第 一 本 著作 , 1713 年 , 雅 各 . 贝 努 利 出 版 名 著 《 玺 度 术 》, 1760 年 法 
国 的 清 丰 写 出 《偶然 性 的 算术 试验 》, 1812 年 拉 普 拉 斯 出 版 《分 析 概 
率 论 》, 1896 年 ,我 国 翻译 成 汉语 的 第 一 本 概率 著作 是 《 决 疑 数 学 》; 
我 国 已 是 当今 概率 方面 的 强国 , 北京 大 学 已 故 教授 许 宝 又 等 人 在 现 
代 概 率 论 与 数理 统计 方面 达到 了 世界 领先 水 平 。 

(3n 个 人 Ul U2 ,Uy 随机 地 排 成 一 路 纵队 ， Uy 索 跟 在 U] 后 
面 的 概率 是 多 少 ? 

n 个 人 的 随机 排列 共 n! 种 可 能 , v, 紧 跟 w 的 事件 有 n -1 种 
可 能 , 即 vi 为 排头 , wz 排 第 二 , 或 vj 排 第 二 , v, 排 第 三 ,…， v1 排 第 
n 一 1, v2 排队 尾 。 其 他 的 mn 一 2 人 有 (2 一 2)! 种 排 法 , 所 以 所 求 概率 
为 

nl1)l(n— 2)! 


n! 
四 从 有 10 条 金鱼 的 鱼缸 中 捉 出 一 条 金鱼 后 再 放 回 鱼缸 ， 这 样 一 
直 抓 过 五 次 鱼 , 指定 的 一 条 鱼 被 抓 三 次 的 概率 是 多 少 ? 


1 
n 
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因为 第 一 次 抓 有 10 种 可 能 性 , 第 二 次 ,…… 第 五 次 也 都 有 10 种 
可 能 , 共计 105 种 可 能 性 ;在 五 次 抓 鱼 中 指定 的 鱼 抓 住 三 次 的 各 种 可 
能 为 C3 种 , 每 种 可 能 出 现时 其 余 两 次 捉 鱼 的 方式 有 9 , 故 所 求 概率 
为 
3 0 
”105 

计 我 们 从 数学 上 把 上 面 几 个 实例 略 加 总 结 , 在 现实 世界 当中 , 许 
多 现象 是 事先 无 法 断定 其 结果 的 , 例如 掷 仍 子 , 仍 子 没有 落 稳 之 前 ， 
谁 也 不 知道 它 朝 上 的 一 面 是 几 个 点 儿 , 每 掷 一 次 , 就 是 一 次 随机 坛 
“ 验 ,每 次 随机 试验 可 能 得 到 的 结果 称 为 基本 事件 。 例 如 掷 山 子 这 种 
随机 试验 共有 六 个 可 能 的 结果 , 它 的 基本 事件 个 数 是 n =6。 这些 共 
本 事件 出 现 的 可 能 性 或 称 机 会 是 均等 的 , 其 中 我 们 关心 的 事件 A 者 
可 能 出 现 m 次 , 例如 挪 股 子 出 现 六 个 点 是 我 们 关心 的 事件 A, 则 称 


P(A)= 也 为 事件 A 的 古典 概率 , P(4A ) 中 的 已 是 Probability 田子 


头 , 撕 散 子 中 事件 A 的 概率 P(A)= 5 。 在 古典 概率 当中 基本 事件 
是 有 限 的 。 冠 以 “古典 "两 个 字 是 因为 在 概率 的 初创 时 期 , 研究 赌博 
等 活动 时 的 思路 与 方法 就 是 如 此 , 它 主要 借助 于 组 合 数 学 的 一 些 禄 
等 的 古典 的 计数 方法 来 进行 计算 。 

@@ 已 知事 件 A 的 概率 是 p, 条 件 不 变 的 情况 下 试验 " 次 ,事件 
A 出 现 r 次 的 概率 是 多 少 ? 

例如 掷 般 子 , 出 现 六 个 点 的 概率 为 < , 若 共 掷 了 六 次 , 掷 出 三 次 
六 个 点 儿 的 “好 事 儿 "的 概率 是 多 少 ?或 者 一 台 机 床 加 工 零件 的 合格 
率 是 & , 如果 这 台 机 床 共产 生 了 八 个 零件 ,其 中 有 七 个 是 合格 品 的 概 
率 是 多 少 ? 

这 种 问题 涉及 的 是 每 次 随机 试验 只 有 成 功 或 失败 两 种 结果 , 所 


C = 0.0081 
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以 格外 引 人 注 意 ;同时 每 次 试验 是 独立 进行 的 , 例如 撕 角 子 , 上 次 撕 
出 几 个 点 ,并 不 影响 下 一 次 的 成 败 (六 个 点 算 成 功 ), 每 次 试验 的 条 件 
是 相同 的 ,从 而 每 次 试验 成 败 的 机 会 是 一 致 的 。 

这 种 问题 可 以 直观 地 转述 成 如 下 问题 ; 

在 n 个 谎 子 里 都 放 入 M 个 红 球 和 NN 一 M 个 日 球 , 袋 于 编号 为 
1,2,…, n, 依次 从 每 个 袋子 中 各 取出 一 个 球 为 n 次 试验 , 那么 从 一 


个 袋子 中 抽 得 的 是 红 球 这 种 事件 A 的 概率 为 p= 总 , 问 的 是 抽出 的 
这 个 球 中 恰 有 7 个 是 红 球 的 概率 是 多 少 ? 这 里 把 每 两 个 球 都 视 为 
相 异 的 。 

从 个 袋子 里 各 取 一 球 的 可 能 性 为 N 种 , 下 面 计算 其 中 恰 有 
个 球 是 红色 的 可 能 性 有 几 种 。r 个 红 球 分 别 来 自 > 个 袋子 ,这 些 红 球 
出 自 那些 袋子 的 可 能 性 有 C; 种 ;对 这 每 种 可 能 性 , 从 其 每 袋 中 抽 一 
红 球 的 可 能 性 有 Mr 种 , 从 其 余 的 n - r 个 袋子 中 各 抽 一 个 白 球 , 其 
可 能 性 是 (N - M)”- "种 , 所 以 抽出 的 ”个 球 中 恰 有 ， 个 红 球 这 一 事 
件 A 的 可 能 性 有 CCN - M) "种 ,从 而 P(A) 为 


P(A) = RCIMTCN ~ M)"r = Crar(1L- p)"-r (4.42) 


如 果 把 从 一 个 袋子 里 抽 得 一 只 红 球 算 做 一 次 胜利 , 抽 得 白 球 算 做 一 
次 失败 , 则 每 次 失败 的 概率 为 1- p, 令 g=1- zp, 每 次 成 功 的 概率 为 
思 , (4.42) 可 改写 成 
P(A)= Gpgqg” (4.43) 
真是 巧 得 很 , P(A ) 恰 为 (g + p)” 展开 式 的 第 r + 1 项 ,所 以 (4.43) 表 
达 的 概率 也 称 为 “二 项 概率 ”。 
回 到 开始 的 两 个 具体 问题 。 六 次 毛 山 子 出 了 三 次 “六 个 点 儿 ”,p 


=- 亏 ,=6,r=3, 代 入 二 项 概率 公式 (4.42) 得 


1 13 1)° 
工 | 1 二 = 20 x 125 + 46656 ~ 0.054 


3 
Col 6 6 
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即 连 据 六 次 得 三 次 六 个 点 儿 的 概率 是 0.054。 
生产 八 个 零件 七 个 合格 的 那个 问题 中 , n = 8, rr =7, p=0.8, 代 
入 公式 (4.43) 得 
C8(0.8)’(0.2): =8 x (0.8)’ x 0.2 
28 xX 0.21 x 0.2 = 0.336 
即 连 产 八 个 零件 有 七 个 合格 的 概率 是 0.336, 这 种 可 能 性 并 不 大 ! 可 
见 合 格 率 低 于 80% 是 不 能 令 人 满意 的 。 

《 汉 书 高帝 纪 》 上 记载 刘邦 的 话 日 :“ 夫 运筹 帷 幅 之 中 ,决胜 干 
里 之 外 , 召 不 如 子 房 。” 子 房 者 , 即 张 子 房 ,又 名 张 民 。 刘 邦 出 号 章 研 ， 
个 人 成 分 流 谍 , 他 起 兵 夺 天 下 , 靠 的 是 张 恨 等 人 出 谋划 策 , 确定 取胜 
的 战略 战术 。 当 然 弟 胜 将 军 并 不 是 仗 仗 颖 胜 , 只 要 胜 多 败 少 , 每 次 参 
战 取胜 的 概率 大 于 八成 就 算是 凋 胜 将 车 了 。 在 现实 社会 当中 , 人 们 
在 拼搏 , 在 抗争 , 办 事 之 前 必须 要 对 成 功 与 失败 的 机 会 的 大 小 有 一 个 
估算 , 不 能 指望 什么 事 都 是 “ 零 风 险 " 的 , 一般 而 言 失败 的 概率 总 会 大 
于 零 , 只 求 其 足够 小 就 是 了 ,概率 方法 提供 了 我 们 估算 成 败 可 能 性 大 
小 的 数学 方法 , 是 一 种 十 分 中 用 十 分 有 趣 的 数学 分 文 。 

常言 道 , 抓 住 机 遇 , 成 自 险 出 , 工 于 计算 , 胸有成竹 。 


人 ,| 人 掉 碎 的 硅 码 还 能 用 吧 


1624 年 , 法国 数 学 家 德 . 梅 齐 里 亚 克 (Meziriac, 1381 一 1638) 提 出 
并 解决 了 下 面 的 砖 码 问题 : 

一 位 商人 有 一 个 40 磅 (1 磅 =0.453 千克 ) 的 砖 码 ,跌落 在 地 摔 
成 四 块 , 称 得 每 块 都 是 整 磅 数 , 上 且 可 以 用 它 来 称 1 磅 到 40 磅 的 任何 
整 磅 重 物 , 问 这 四 块 奔 码 碎 块 各 重 儿 何 ? 

天 平 的 夸 码 盘 只 能 放 一 些 夸 码 , 而 称 重 盘 上 可 以 重 物 奔 码 混 放 。 
例如 可 以 用 两 磅 与 三 磅 的 两 块 奔 码 称 出 一 磅 的 重 物 , 为 此 只 需 把 二 
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磅 砖 码 放 在 硅 码 盘 上 , 把 重 物 与 两 磅 夸 码 放 在 称 重 盘 上 , 如 果 天 平平 
衡 , 则 知 重 物 是 一 磅 。 

如 采用 一 个 硅 码 组 bj, ps,…, pi, 恰当 地 放 入 两 个 盘 上 一 些 砖 
码 ,可 以 称 出 从 1 到 ”的 所 有 整 磅 数 重 物 , 今 再 取 一 新 夸 码 六, = 
2n + 磅 , 则 用 pj, ps,,…, p， pr+1 可 以 称 出 从 1 人 磅 到 3n +1 磅 的 所 
有 重 物 。 

事实 上 , 震 重 物 不 超过 ” 磅 , 则 用 p1, p,,…, ps 去 称 即 可 ; 若 重 
物 从 n+1 磅 到 2n +1 了 磅 , 先 把 pi+1 二 2n +T 磅 放 在 秦 人 码 盘 上 ,把 重 
物 放 在 称 重 盘 上 , 这 时 重 物 已 抵消 pi ;41 上 的 一 部 分 分 量 w, w 为 物 
重 , 2 的 另 一 部 分 分 量 27z +1 一 we 10, 1, 2, ,7 把 这 部 分 视 为 
2n +1 一 w 磅 的 重 物 , 可 通过 p1, p,,…, ps 的 适当 摆 放 而 使 天 平平 
衡 ; 右 重 物 从 2n + 2 磅 到 3n + 1 磅 , 则 把 六, 1 放 入 夸 码 盘 之 后 , 抵消 
了 重 物 2n +1 磅 的 重量 , 重 物 还 剩 ww 磅 重 , ww E 11,2,…, nn | ,vw PJ 
以 通过 和 运 当 控 放 pi, pz,…, ps 而 被 抵消 , 使 天 平平 衡 。 

取 pi=1 磅 ,由 以 上 事实 , 取 ps,=2+1=3, 则 用 1 磅 与 3 磅 的 两 
个 花 码 可 称 出 从 1 磅 到 4 磅 的 所 有 整 磅 重 物 ;再 取 ps3=2x4+1=9 
磅 , 可 以 用 pi1, pz, ps 称 出 从 1 到 3x4+1=13 磅 的 所 有 整 磅 重 物 ， 
取 p4=2Xx13+1=27 磅 ,用 pi, pz, ps3, pa 可 以 称 出 从 1 到 
3X13+1=40 磅 的 所 有 整 磅 重 物 。 

全 此 知 大 这 四 块 夸 码 碎 块 分 别 重 1 磅 ,3 磅 ,9 磅 和 27 磅 , 则 可 
以 用 它们 称 出 从 1 磅 到 40 磅 的 所 有 整 磅 重 物 。 


4 排队 打 水 


十 人 各 提 一 只 水 桶 到 水 龙头 前 打 水 , 已 知 注 满 第 i(i = 1,2,…， 
10) 个 人 提 的 水 桶 需要 T; 分 钟 , T; 各 不 相同 , 问 ， 
山上 只 有 一 个 水 龙头 时 , 应 如 何 安排 十 人 的 接 水 顺序 , 使 他 们 总 的 
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花费 时 间 ( 含 接 水 时 间 ) 最 少 ? 这 个 时 间 是 多 少 分 钟 ? 
@ 当 有 两 个 水 龙头 可 用 时 , 应 如 何 安排 这 十 人 接 水 , 使 他 们 的 总 
的 花费 时 间 最 少 ? 这 个 时 间 是 多 少 分 钟 ? 
众所周知 , 如 果 只 有 一 个 龙头 , 把 注 满 水 需要 的 时 间 很 长 的 那 只 
桶 排 在 前 边 , 在 它 后 面 的 人 等 待 的 时 间 之 和 会 很 大 , 可 见 应 按 所 需 时 
间 由 小 到 大 来 排序 ,不妨 设 Ti < TD < T3<…<Tio, 则 接 水 顺序 应 
为 DOO@O@OD@OODD, 其 中 @ 是 第 ;i 人 ;花费 的 总 时 间 的 最 少 全 
为 
T =T+(T+T)+(T+ T+ Ta) + 
+ (T+ T+ + Tio) 
=10T: + 9T;+8T3+7T4+6Ts+5Tet+417+ 
3Ts+21o+ Tio 
事实 上 , 如 果 不 按 此 顺序 接 水 , 而 是 按 另 一 顺序 Goal 
来 接 水 , 其 中 (j=1,2,…,10)€11,2,3,4,5,6,7,8,9,101, 纪 和 溃 个 
相同 。 这样 , 总 的 花费 时 间 为 
T= T+(T + Ti)+t + (T+ Ti, tt TT; ) 
而 县 
T; 之 了 
T; + T; 之 Ti1+ 1 


了 十 了 十 .十 了 之 了 十 了 > 十 … 和 十 了 9 
了 二 T; 之 三 二 2 二 人 二 10 


可 见 TT0 宇 To, 证 明 人 OO@@…@ 为 序 总 花费 时 间 最 少 。 
当 有 两 个 龙头 可 用 时 , 不 妨 设 分 配 5+ / 个 水 桶 在 工 号 龙头 接 
水 ,5 一 1 个 水 桶 在 卫 号 龙头 接 水 ,5> 7 宇 0。 设 1 号 龙头 的 排队 为 
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站 
号 龙头 的 排队 为 
J 1 2s""', J5-1 
则 在 工 号 污 开 号 龙头 接 水 的 人 总 时 间 消 耗 分 别 为 
To 二 了 
To = TT; +(T; + TT)+.+ (T; 十 有 十 二 
10 人 的 总 时 间 消 耗 为 
了 二 Ti + 二 了 ) 十 …' 十 CT 十 了 二 二 了 十 了 十 
(二 人 (人 
+ Ti0)0+(TI+t Tt + Te) + + (T+T,) 
=35(T1+ T2)+4(T3+ TI)+3(Ts + Te) 
+2(T7+ Ts) + (To+ Tio) 
可 见 如 下 分 配 与 排队 最 省 总 耗 时 
[ :DOD 
I ;OOO 
中 本 四, 加 与 @, 昌 与 @, OO 与 @,@ 与 四 可 对 调 。 
从 事理 上 讲 , 令 接 受 服务 快 者 先 接受 服务 是 合理 安排 。 例 如 , 运 
输 公 司 有 两 辆 汽车 都 出 了 毛病 , 需要 停 运 检修 ,一 辆 只 是 轮胎 漏 气 ， 
一 辆 则 是 发 动机 需要 换 汽 氏 。 显然 应 该 让 补 ( 换 ) 轮 胎 的 那 辆 车 先 修 
好 ,早点 投入 运营 , 否则 因 给 第 二 辆 车 换 汽缸 , 使 得 第 一 辆 车 等 了 好 
长 时 间 , 而 使 公司 减少 了 运营 时 间 , 使 得 总 收益 减少 。 
下 面 讲 一 个 更 为 有 趣 和 有 用 的 所 谓 工序 问题 。 
有 14 件 工件 等 得 在 一 台 机 床上 加 工 , 某 些 工件 的 加 工 必须 安排 
在 为 一 些 工件 完工 后 才能 开始 , 第 ; 件 工件 加 工时 间 z 及 先期 必须 
完工 的 工件 号 i 由 下 表 给 出 
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工作 号 |11213|4|15|6|7|s 902la 1 
对 站 后 De i 
| 
已 由 2 
4 9 11 5 7 1 12 6 
若 给 出 一 个 加 工 顺序 , 则 确定 了 每 个 工件 的 完工 时 间 ( 加 工 己 等 
待 两 种 时 间 之 和 ), 试 设计 一 个 满足 条 件 的 加 工 顺序 , 使 各 个 工件 先 
工时 间 之 和 最 小 。 


若 i 号 工件 是 ; 号 工件 的 先期 工序 , 则 画 成 示意 图 形 亿 一 ~G@， 
是 约定 @ 与 之 间 相 距 为 1。 由 题 中 工件 间 的 先后 天 系 , 国 出 图 4- 


23。 
图 4-23 
0 表示 开工 , 表示 完工 。 我 们 找到 了 一 条 从 到 的 有 问 刀 路 
OOOODODOOWYDYY (4.44) 


在 此 “道路 ”上 , 工件 的 加 工 先 后 次 序 不 会 改变 了 ,但 尚 有 1,6,9, 10 
写作 未 相 让 生计 应 当 把 这 四 个 工件 插 到 (4.44) 式 中 适当 位 
,使 得 每 个 工件 都 在 队列 之 内 , 而 且 满 足 工件 加 工时 的 工序 要 求 
和 使 得 各 工件 完工 时 间 之 和 最 少 ， 为 此 ,把 (4.44) 式 “ 切 开 ”成 两 皮 
pi= ODODO, p= DOOYVVYY 
从 图 4-23 看 到 , 四 在 全 之 前 , @ 在 @ 之 前 @ 之 后 , 故 轩 与 四 应 插入 
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六 1 而 台 与 @ 在 四 之 后 四 之 前 , 故 介 与 @ 应 揪 入 p,。 

由 于 序列 £4, tj0, to, t7, 1 ts = 16, 20, 24, 32, 40, 42, 它 是 递 升 
数列 ,所 以 为 了 使 得 等 待 时 间 之 和 最 少 , 唯一 的 安排 为 p= @@@@ 
ODDO, 

从 图 4-23 中 删 去 @, @, @, @, 中 ， 
四 , 昌 , 得 图 4-24。@@ 在 四 之 后 四 之 前 ， 
QD 在 @ 之 后 @ 之 前 , 而 数列 18, ze, 11, t2 
=10, 12, 20, 28, 它 是 单调 递增 数列 , 所 
以 中 与 @ 插 入 ps 的 唯一 方案 是 


= DOOODOVODDB 
把 pi 与 p; 拼 起 来 得 到 要 求 的 加 工 顺 图 4-24 
序 如 下 
OODDOODOOOODOVODD 


如 有 果 工 件 加 工 是 彼此 独立 的 , 即 不 要 求 先期 工序 , 则 只 需 把 各 工 
件 的 加 工时 间 从 小 到 大 排列 , 相应 的 工件 号 码 序列 即 为 加 工 顺序 。 


人 ,二 不 囊 窒 而 种 不 二 


一 群 小 孩 围 坐 一 圈 分 糖果 , 老师 让 他 们 每 人 先 从 糖 缸 中 任 取 偶 
数 块 ,再 按 下 述 规则 调整 :每 人 同时 把 自己 手中 的 糖果 分 一 半 给 自己 
石 侧 的 小 朋友 ,糖果 的 个 数 变 成 奇数 的 小 孩 向 老师 补 要 一 块 , 经 过 有 
限 次 调整 ,大 家 的 糖果 是 否 可 以 变 得 一 样 多 ? 

充 某 次 调整 前 ,糖果 最 多 的 人 有 2m 块 糖果 , 最 少 者 有 2n 块 糖 
末 , m >7 ,那么 调整 后 造成 的 结果 是 : 

中 每 人 的 糖果 数 仍 在 2m 与 22 之 间 。 

事实 上 , 设 调整 前 一 孩子 有 糖果 2& 块 , 而 他 的 左 邻 的 孩子 有 糖 
条 2 块 , 因 2 委 ) 委 1 ,7 委 & 魏 和 ,调整 后 这 孩子 的 糖果 数 变 成 &+ 
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彤 ,上 且 27<& + 二 27; 当 大 + 天 是 奇数 时 , 补 一 块 变 成 有 + 万 +1 块 ， 
仍 有 2n 寺 k++h+1 寺 2m。 

@ 原 有 27? 块 以 上 糖果 的 人 , 调整 后 仍 超 过 2n。 

事实 上 , 若 调整 前 一 孩子 有 糖果 2& 块 , 而 他 的 左 邻 孩子 有 糖果 
2h 块 ,又 &>n, 即 他 原 有 的 糖果 超过 2n 块 ,调整 后 这 孩子 的 糖 效 至 
少 上 + 有 h 块 ,又 hh 之 n, 杰 kt+h>2n。 

至 少 有 一 位 原来 2n 块 糖果 的 孩子 , 调整 后 至 少 增加 两 块 。 

事实 上 , 至 少 有 一 个 孩子 , 其 左 邻 有 2& >>2n 块 糖果 , 调整 后 这 
孩子 拿 着 n + 上 2n 块 糖果 ,和 若 n + 为 育 数 , 则 变 成 浆 +R&+T 块 ， 
所 以 调整 后 比 2n 至 少 多 2。 

综 上 所 述 , @ 说 调整 后 不 会 使 最 大 值 变 大 ;@ 说 调整 后 不 会 产生 新 
的 有 2n 块 糖果 的 孩子 ;@ 则 说 , 每 调整 一 次 ,就 至 少 减少 一 位 有 27 块 
糖 的 孩子 。 可 见 有 限 次 调整 后 , 每 个 孩子 的 糖果 数 都 会 超过 2n 决 , 而 
最 大 值 不 增 , 即 最 多 者 与 最 小 者 的 差 在 减少 , 而 差额 有 限 , 所 以 有 限 次 
调整 之 后 , 最 多 者 与 最 少 者 的 差额 就 不 存在 了 ,大 家 的 糖果 数 均等 。 

我 们 抓 住 最 少 糖 块 数 的 增加 , 逐次 缩小 与 最 大 糖 块 数 的 差距 实 
现 每 人 糖 块 数目 的 均等 , 不 能 指望 用 逐次 降低 最 多 糖 块 的 数目 来 实 
现 均 等 , 也 就 是 说 , 应 该 提高 穷人 的 生活 水 平 ,不 能 用 ”" 杀 曙 诈 贫 的 
办 法 均 贫 富 。 事 实 上 , 有 最 多 糖果 的 孩子 拿 出 一 半 给 他 的 右 邻 后 , 他 
还 从 其 左 邻 得 到 了 一 些 , 如 果 是 奇数 ,老师 还 会 给 他 添 一 枚 糖 来 , 所 
以 可 能 得 失 相 抵 , 例如 图 4-25 中 有 四 个 孩子 , 每 次 调整 ,最 大 值 6 始 
终 不 变 , 由 于 最 小 值 调 一 次 至 少 增加 2, 其 中 有 一 块 可 能 是 老师 诊 的 ， 
最 后 大 家 都 有 6 块 糖 。 


A 
CD NAD) LD) OL) (LO) 
图 4-25 
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4 〇 组 合 篇 


在 社会 变化 与 进步 过 程 中 , 穷人 不 断 变 语 , 无 知 (例如 文 让 或 科 下 ) 
人 的 知识 不 断 增 加 , 大 家 的 社会 地 位 与 民主 权利 不 断 提 高 ;在 目 然 务 
中 ,最 低温 度 会 回升 等 等 ,最 后 达到 社会 公平 或 自然 界 的 局 部 均衡 。 


人 核 按钮 的 钥 古 


某 核 大 国 的 核武 器 发 射 按钮 放 在 该 国 军事 委员 会 的 保险 箱 中 ; 保 
险 箱 由 11 位 常委 共同 管理 控制 ;保险 箱 上 加 了 若干 把 锁 , 钥匙 分 配给 
各 位 常委 保管 使 用 。 最 少 应 给 保险 箱 装 多 少 把 锁 , 才能 使 任何 六 位 营 
委 同 时 在 场 时 , 能 打开 保险 箱 , 而 任何 五 位 常委 在 场 时 则 打 不 开 保险 
箱 ? 对 于 锁 的 把 数 最 少 的 情形 , 怎样 分 钥匙 , 以 符合 上 述 要 求 ? 

设 加 ”把 锁 可 以 满足 上 述 要 求 , 若 A 是 锁 集合 , A; 是 第 i 位 贡 委 
可 以 打开 的 锁 的 集合 ,于 是 任何 子 集 1i1, i2, i3, i4, is| Ci1,2,…,111 

Ai， U Ai U Ai U Ai U Ai 天 和 (4.45) 
而 任何 集合 和 3, j2,j3, j4,75,j61 世 11,2,…,11| 
A U Ai U Aj, U Aj, U Aj. U Aj. 一 A (4.46) 
由 (4.44) 得 
Ao=A- (A; U Ai U Ai, U Ai U Ai.) 天 休 


一 把 锁 。 由 (4.45) 知 ,对 任何 了 多 21, :2, 23, 24 251 ,TCi iii CA,. 


1727374 5 
设 和 i1, i2, i3, i49 is| 与 1ki, 2,k3, 4 Rs 是 11L,2,3,…,11| 的 两 
个 于 集 , 且 zi iii 二 Th phykaks 则 |， i2, i3, i4, 15| = {ki1, k2, ks, 
ks,ks1 ;事实 上 , 若 不 如 此 , 则 存在 1: € {1, 2, 3, 4, 51， 使 得 i, 久 1 1， 
k2, k3, ka, Rs |, 这 样 Th kkskak C Ai 但 另 一 方面 ， Ti ii ii & A; 下 


2 天 3 4 ?71572737475 
盾 。 


至 此 我 们 知道 1, 2, 3,…, 11} 不 同 的 五 元 素 子 集 对 应 不 同 的 锁 ， 
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下 和 面 证 明 , 把 保险 箱 加 上 462 把 锁 , 则 我 们 可 以 按 要 求 向 各 常委 
分 发 钥匙 。 我 们 把 462 把 锁 与 11, 2,…, 11| 的 五 元 素 子 集 建 立 一 一 
对 应 天 系 , 把 与 和, zz id is| 忆 11,2,…, 111 对 应 的 那 把 锁 的 铀 
是 只 分 给 其 号 码 异 于 ,i,, i3, i4, is 的 常委 每 人 一 把 , 这 样 , 对 任何 
五 位 常委 ,1,, 13, i4, is, 他 们 都 打 不 开 与 | 11，12，13，14， 15s| 对 应 的 
那 把 锁 。 

下 面 证 明 , 任何 六 位 第 委 在 场 , 则 可 打开 全 部 462 把 锁 。 事 实 
上 , 设 六 位 第 委 标 号 为 jj, 12, j3, 14, js 76 任 取 一 把 锁 , 它 与 1 7 2， 
i3, 724 15 对 应 , 按 上 述 钥匙 分 配 规则 , 由 于 存在 一 个 j,, &€ 11,2,3， 
4,5,61 ,使 产 & jbiyiaidzl 故 六 号 常委 有 这 把 锁 的 钥匙 , 可 
以 打开 它 。 由 此 锁 的 任意 性 , 可 知 任 六 位 常委 在 场 可 以 打开 任何 一 
把 锁 。 

我 们 的 结论 是 : 锁 的 个 数 之 最 小 值 是 462, 日 分 钥匙 的 方法 是 , 先 
把 每 把 锁 用 11, 2,3, ,11 的 一 个 五 元 子 集 来 标志 , 标志 |, i,, i3， 
14, is| 的 锁 的 钥匙 不 发 给 和 ,iii 这 五 位 常委 ,但 发 给 其 他 六 
位 常委 每 人 一 把 。 

上 面 的 数据 11,6,5 可 以 改 成 n,m,m 一 1,n>m。 例如 核 按 钮 
箱 上 最 少 闭 几 把 锁 , 才能 使 五 位 常委 中 任 两 位 不 能 动用 核武 器 , 而 任 
三 位 常委 同意 使 用 核武 器 时 , 则 可 以 启动 核发 射 按钮 。 这 时 , 按钮 箱 
安装 Cs = 10 把 锁 , 把 这 10 把 锁 分 别 编号 为 

(1,2), (1,3), (1,4), (1, 5), (2, 3) 

(2,4), (2, 5), (3,4), (3, 5), (4, 5) 
利安 编号 分 别 为 1,2, 3,4,$。 每 人 发 六 把 钥匙 , (71,&) 锁 的 钥匙 不 发 
给 ! 和 渭 委 和 kk 第 委 ,其 他 常委 每 人 一 把 , 1 委 !< 受 $。 例 如 锁 (1, 2) 
的 明 是 不 发 给 1 常委 与 2 常委 ,但 3,4,5 三 位 常委 每 人 一 把 。 
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5 混沌 篇 


EE 


巴西 一 只 戎 蝶 拍 打 起 膀 , 能够 在 美国 得 克 萨 
斯 州 引 发 一 场 龙卷风 吧 ? 


治 伦 兹 


和 ,] 面包 师 挤 面 与 砍 头 映 射 


一 位 面包 师 把 水 分 不 太 均 匀 的 湿 面 团 揉 成 长 一 尺 的 一 根 面 条 
(圆柱 ), 把 它 均 匀 拉 长 成 两 尺 长 , 从 中 点 切断 , 把 右 半 段 拿 起 来 平行 
左 移 , 使 其 与 左 半 段 重合 , 这 时 进行 第 二 回合 的 拉 伸 与 重合 , 即 把 午 
合 后 的 一 尺 长 的 面条 向 右 拉 伸 成 两 尺 长 ,从 中 点 切 开 ,把 右 半 段 平 行 
左 移 , 使 其 与 左 半 段 重合 , 如 此 不 断 地 反复 操作 , 这 样 就 能 使 面条 各 
处 湿度 趋 于 一 致 , 做 成 面 点 后 香甜 可 口 , 为 什么 呢 ? 其 中 隐藏 者 极其 
深刻 复杂 的 数学 道理 。 例 如 , 我 们 将 用 数学 推理 证 明 随 厦 拉 伸 与 重 
琶 的 反复 进行 ,会 出 下 列 现象 

面条 上 某 些 点 对 本 来 距离 十 分 近 , 极 而 言 之 , 它们 的 距离 小 到 
任意 指定 的 程度 , 但 后 来 两 者 的 距离 又 拉 远 到 一 个 十 分 可 观 的 程度 。 

@ 面 条 上 有 的 点 的 位 置 周期 性 地 变化 , 即 每 拉 伸 重合 一 个 固定 
的 次 数 , 这 种 点 又 回 到 原来 的 位 置 。 这 种 点 的 个 数 有 无 穷 个 , 在 面条 
上 这 种 点 处 处 稠密 。 

@ 面 条 上 存在 这 种 点 , 随 着 拉 伸 重合 地 进行 , 它 可 以 移动 到 任意 
指定 的 点 的 任意 近 旁 ,这样 , 面条 上 的 点 可 以 彼此 挫 和 而 使 面条 各 处 
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水 分 或 碱 分 或 糖分 均匀 。 
下 面 我 们 建立 上 述 挤 面 过 程 的 数学 模型 , 用 数学 手段 严格 证 明 
上 述 结果 DO@ 是 真 的 。 
把 一 尺 长 的 面条 放 在 x 轴 的 [0, 1] 区 间 上 , 则 上 述 拉 伸 重 双 过程 
的 数学 模型 是 [0, 1] 到 自己 的 映射 o 的 反复 进行 
2TX, 0 三 工 过 2 


o:[0,1] — [0, 1],o(zx) 一 (9 .1) 
27 -1 F< <l 


盯 住 [0, 本 上 的 一 个 点 zo 跟踪 xo 在 每 次 拉 伸 重 秋 后 的 落 点 


Z1 = GZzo) Xx2 = OZ1) ,Ts = 0(T 1)，… (5 .2 ) 
Z0 是 初 怒 扣 ; 把 oa 视 为 运动 , 则 
TO) Za 


十 一 串 “ 脚 印 ”, 称 为 6 的 轨道 。 

站] 被 XO 唯一 确定 ， yp 被 站] 唯一 确定 ， 也 就 是 被 XO 唯一 确定 ， 
外 zz=a(c(zo)) xn 被 xz, -1 唯一 确定 , 即 rz = or(zo), ,所 以 5 
的 轨 志 是 一 个 确定 系统 , 其 中 似乎 没有 什么 事 是 不 确定 的 ; 但 是 , 始 
料 不 及 的 是 , 就 是 如 此 简单 的 一 个 确定 性 系统 , 却 隐藏 着 内 在 随机 性 
知 成 的 极为 复杂 的 不 确定 性 ! 为 了 揭示 这 种 不 确定 性 , 我 们 用 二 进 
制 来 表达 [0, 1] 中 的 数 。 

任 取 xoE10, 1], 在 二 进 制 中 可 写成 


上 1 ... 1 ... 
T0412 7422721 YT Qn yn 


=0,.a102 a, 


其 中 a;€ 10,11,i=1,2,… 于 是 


1 1 
LTO at a t+ an it 
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al 一 1 时 ， zo€E| D>,1],a1=0 时 ， rzoE|0, 革 | ,所以 
a1 = 二 0 时 ， 
1 


1 
o(X0)==2Xx0= 二 Qa2 太 十 a3 方 十 … 
< 2 
1 
+ a, 7 十 ..， 


一 0.aoya3 pa 1 


al 三 1 时 ， 


Xo0E 六， 1 | o(x0)=2x0—1 


=|1+a2 了 + 
1 
Tan Fn-I Tt " 一 
=ay 广 tas 广 ++ 
an Fn-1t 


一 0.a2a3…a 
总 之 , 当 zoE[0,1] 时 
o(xo0) = 0.aa3 ran" 
5 的 动作 是 把 zu 中 的 小 数 点 后 第 一 位 数字 删除 , 即 把 zo 的 小 数 操 
后 头 位 数字 砍 掉 , 故 称 o 为 “ 砍 头 映射 "或 移 位 映射 , 移 位 指 小 数 氮 回 
右 移 一 位 , 且 把 小 数 点 前 的 非 零 数字 变 成 零 。 历 史上 是 但 努 利 
(Bernoulli) 首 先 研 究 这 一 函数 ,所 以 也 称 o 为 但 努 利 移 位 映射 。 

伯 努 利家 族 在 科学 史上 占有 重要 地 位 , 祖籍 瑞士 的 伯 努 利家 族 
中 出 了 三 位 世界 级 项 尖 数 学 家 , 他 们 是 雅 可 布 . 伯 努 利 (Jakob 
Bernoulli，1654 ~ 1705 ) 和 雅 可 布 的 胞 弟 约 期 : 们 努 利 (Johann 
Bernoulli，1667 一 1748), 约 朝 之 子 丹尼尔 .人 努 利 (Daniel Bernoulli， 
1700 一 1782)。 他 们 又 养育 了 在 许多 科学 领域 中 加 露头 角 的 成 群 后 
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代 , 其 中 八 人 是 数学 家 。 

雅 可 布 . 伯 努 利 在 父亲 的 逼迫 之 下 学 习 神 学 , 他 却 偷偷 自学 牛顿 
与 莱 布 尼 交 的 微 积分 , 33 岁 就 在 高 等 数学 上 成 就 斐然 , 被 聘 为 巴塞 
尔 大 学 的 数学 教授 , 成 为 当时 微 积 分 与 概率 论 方面 的 权威 之 一 。 

约 勒 . 们 努 利 开始 也 错 选 了 专业 , 首先 学 医 , 并 获 巴 塞 耳 大 学 医 
学 博士 学 位 , 论文 内 容 是 关于 人 体 肌 肉 收 缩 问题 的 研究 成 果 ; 毕 业 后 
也 过 上 了 微 积分 , 解决 了 微分 方程 和 力学 上 的 很 多 难题 , 28 岁 出 任 
格 多 宁 根 大 学 数学 物理 教授 , 其 兄 雅 可 布 去 世 后 , 继任 巴塞 耳 大 学 数 

约 革 之子 丹尼尔 起 初 也 像 其 父 一 样 ,选择 了 医学 专业 , 毕业 论文 
是 关于 肺 的 生理 功能 的 内 容 , 毕业 后 也 是 转 攻 他 的 天 分 所 长 的 数理 
科学 , 1733 年 , 回 巴塞 耳 大 学 任 物理 学 、 植 物 学 和 解剖 学 教授 。 此 前 
息 修 得 堡 大 学 的 数学 教授 。 作 有 传世 名 著 《 流 体 动力 学 》, 并 在 微 积 
分 、 概 率 论 、 人 微分 方程 和 物理 学 等 诸多 学 科 发 表 大 量 著 作 和 论文 , 获 
法 兰 西 科学 院 10 项 大 奖 , 因 解 决 速 降 线 问 题 时 , 丹尼尔 的 解法 比 牛 
顿 \ 羔 布 尼 次 和 他 父亲 约翰 , 伯父 雅 可 布 的 解法 都 漂亮 , 甚至 引起 了 
其 父 的 嫉妒 和 体罚 。 

所 谓 速 降 线 , 是 指 一 枚 串珠 不 受阻 力 地 沿 着 穿着 它 的 线 从 一 点 
A 消 到 另 一 点 召 , 问 两 点 间 的 穿线 应 取 何 种 形状 , 才 使 串珠 的 滑行 时 
闻 最 少 ? 其 中 A, B 两 点 在 水 平面 的 垂 面 内 。 

对 此 有 兴趣 的 读者 可 参阅 《微分 方程 模型 与 混沌 》( 王 树 禾 , 中 国 
科学 技术 大 学 出 版 社 , 1999 ) 。 


),) 冲 证 礼赞 
让 我 们 在 此 对 确定 系统 中 的 混沌 表现 唱 一 首 赞歌 ， 


318 


5 图 混沌 篇 


混沌 礼赞 
春风 传递 千 万 户 ， 
荣 菩 归来 业 连 菏 ， 
丝毫 之 差 谨 万 里 ， 
茶 散 有 法 岂可 预 ! 
下 面 用 数学 方式 对 上 述 “ 混 沌 诗 ” 进 行 严 格 地 注释 。 
(1) 春风 怎样 传 遍 干 家 万 户 
取 初 始 值 zu 如 下 
zo= 0.0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, 011, 100, 101, 
110, 111, 0000, 0001, 0010, 0011, 0100, 0101, 0110, 
0111, 1000, 1001, 1010, 1011, 1100, 1101, 1110, 1111, 


这 个 zo 犹如 一 股 春风 的 源头 , zo 的 结构 特点 是 按 所 谓 “ 字 典 序 ” 抄 
出 的 , 在 小 数 点 后 首先 依次 抄 出 0 与 1; 接 着 抄 两 议 0, 1, 得 0,1,0,1,， 
且 把 这 四 个 数字 的 前 面 两 个 “加 0 头 ”, 后 面 两 个 “加 工头 ”得 00, 01， 
10, 11; 继 而 把 00, 01, 10, 11 抄 两 遍 , 得 00, 01, 10, 11, 00, 01, 10, 11， 
且 把 前 面 的 四 个 数码 x x “加 0 头 " 变 成 “0x x”, 后 面 的 四 个 数码 x 
x “加 1 工头 " 变 成 “1x x”, 于 是 zo 又 加 长 了 一 段 000, 001, 010, 011， 
100, 101, 110, 111, 依 此 类 推 ;于 是 任意 指定 的 0 一 1 数 串 ala2…a，， 
这 个 数 串 在 zo 中 出 现 无 穷 次 。 
对 于 任 取 定 的 一 个 点 xz1€[0,1] 和 任意 取 定 的 自然 数 %, 设 
zi = 0.0162b,.--- 
则 
Z0 = 0... b162°** 0 bi1b2°% Ob b102°"" 0, 
其 中 6 依次 出 现在 小 数 点 后 第 ni + 1 位, ns+1 位 ,…, 于 是 
oi( zo) = 0.6162 6, 
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好 玩 的 数学 
六 六 — 3 一 数学 了 耶 | 前 


| oi(xo0) 一 1 委 一 1 ,1 二 1],2,: 


2” 
由 六 的 任意 性 , 当 mm 今 1 时 ， gi( 0) 与 Xl] 的 距离 可 以 任意 小 。 叉 
zl 是 任 取 的 ,所 以 轨道 


o( x0),o (zo), ,0° (x0), 

可 以 无 穷 次 无 限 接近 每 个 点 zxE [0,1]。 即 轨道 上 的 动 点 无 穷 次 访问 
[0, 1] 上 的 每 个 点 ,数学 上 称 这 种 现象 为 遍历 性 或 称 拓扑 传递 性 。 这 
恰 可 形象 地 说 成 “春风 传递 千 万 户 ”, 反映 轨道 上 的 动 点 无 穷 次 与 [0， 
1] 上 每 一 点 亲 玻 聚 散 。 但 动 点 下 一 步 走向 何 处 是 由 映射 c 的 砍 头 规 
则 确定 的 , 所 以 诗 中 有 “ 聚 散 有 法 ”之 说 。 

(2) 紫 燕 归来 何以 能 够 巢 连 巢 

苦 上 映射 ff:,X 一 X 且 EX 使 得 产 (z) = Z 而 
Pr(z) 天 zi m= 二 1,2,…, 上 一 1, 则 称 k 是 了 的 周期 ,x 是 f 的 & 周期 
点 ;1 周期 点 又 称 不 动 点 , 即 f(z) = z 的 点 x; 周 期 点 的 集合 记 成 
Per( f)。 

燕子 春天 归来 , 秋 后 离 去 , 第 二 年 春天 又 归来 ,燕子 的 归来 是 周 
期 性 的 ,就 如 了 的 周期 点 。 

由 于 o(0)=0,o(1)=1, 所 以 zx=0 与 z=1 是 o 的 两 个 不 动 
点 。 而 二 进 制 表示 中 循环 节 长 为 & 的 循环 小 数 为 c 的 上 周期 点 , 可 见 
oc 有 无 穷 多 周期 点 , 而 且 每 个 自然 数 都 是 o 的 周期 。 

混沌 中 亦 存在 着 有 序 , 周期 点 的 周期 运动 就 是 其 有 序 性 之 一 。 

任 取 定 一 点 zi1=0.aia 和 aa GE(0,1), 取 的 周期 点 xo 
=0.&ia…&,; 当 nn 六 1 时 ,|zo-zl< 委 1 所 以 [0,1] 上 任 一 操 zl 
的 近 旁 都 有 o 的 周期 点 , 即 o 的 周期 点 在 [0, 1] 上 处 处 稠密 ;这 束 古 
诗 中 所 云 “ 紫 燕 归 来 集 连 集 ” 的 含义 , 紫 芒 之 集 比 喻 o 的 周期 点 ,“ 桌 

(3) 差 之 丝 坚 当真 会 诊 之 于 时 
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5 〇 混沌 篇 


取 两 个 相距 极 近 的 初 值 
Xo = U.C1Q2…QnaCn+lGn+2…， 


Z0 = 0U.alia2…anQn+lGn+2 


其 中 Qi+1 天 Ci， Ui a; 是 10， 1 | 中 元 率 ， 于 是 | xo — xo| < 当 
n 污 1 时 ,这 两 个 初 值 之 差 是 极 微 小 的 ,但 ”次 迭代 之 后 
Tn = GO (TX0) = 0.anr1ant2"" 


nn 一 o” (xo) 一 U.a Hi1Q，r2 


jz 一 z | = 方 , 即 初 值 相差 仅 - 直 i 时 , z, 与 六 可 以 产生 明显 差别 。 
这 种 现象 不 正 是 诗 中 所 言 “丝毫 之 差 廖 万 里 ” 吗 ? 这 种 表现 数学 上 称 
为 对 初 值 的 敏感 依赖 性 , 称 有 这 种 性 质 的 映射 为 混沌 映射 。 如 果 欲 对 
这 种 映射 的 轨道 进行 长 期 预报 , 即 由 初 值 来 判断 第 n 步 (” >>1) 的 值 
是 要 失败 的 。 事 实 上 , 初 值 是 通过 观测 得 到 的 , 不 可 避免 地 要 有 微小 
的 误差 , 由 于 混沌 映射 对 这 微小 的 误差 有 敏感 性 , 于 是 预报 值 与 真 什 
可 能 相差 十 万 八 千里 ! 这 也 正 是 诗 中 所 云 “ 聚 散 有 法 岂可 预 "一 名 中 
不 可 预报 的 含义 。 

数学 上 把 具有 对 初 值 敏 感 依赖 有 拓扑 传递 性 轨道 和 周期 点 和 
密 的 映射 称 为 混沌 , 也 称 率 动 或 迪 万 尼 (Devaney) 意 义 下 的 混沌 。 

通过 上 述 论证 知 , (1) 砍 头 映射 中 提 到 的 挤 面 将 出 现 的 D@@) 三 
个 后 果 已 被 证 实 是 真 的 。 

(4) o 映射 掷 硬币 般 随机 

我 们 约定 用 撞 硬 币 如 下 地 抄 出 一 个 [0, 1] 中 的 数 ; 掷 出 的 是 正面 
则 抄 1, 掷 出 的 是 反面 则 抄 0, 这 样 无 穷 地 掷 下 去 , 同时 无 穷 地 抄 下 
去 , 则 会 抄 出 [0, 1] 中 的 一 个 二 进 制 小 数 的 小 数 点 后 的 数码 串 。 掷 硬 
币 的 过 程 中 , 到 某 一 次 之 后 , 再 掷 则 永远 出 现 * 反 面 ", 这 就 抄 出 一 个 
有 尽 小 数 ;但 这 种 可 能 性 几乎 不 存在 , 或 者 说 其 概率 为 零 , 掷 硬币 的 
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过 程 中 , 到 某 一 次 之 后 正 反面 序列 出 现 周 期 性 , 即 抄 出 一 个 循环 小 数 
的 可 能 性 也 是 几乎 不 存在 的 ; 可 以 认为 用 这 种 掷 硬币 的 随机 过 程 朱 
出 的 是 无 理 数 zo。 于 是 用 zo 为 初 值 制 成 的 轨 赴 
zz = oxo), x2 = ox1), ,Ta = (Zn 1), 

犹如 掷 硬 币 一 样 地 随机 。 

我 们 知道 [0, 1] 中 的 无 理 数 是 不 可 数 的 , 而 有 理 数 可 数 , 所 以 从 [0， 
1] 中 任意 取 定 一 个 数 z 为 o 的 初 值 , xo 为 无 理 数 的 可 能 几乎 是 
100%, 而 每 个 无 理 小 数 尼 可 视 为 随机 掷 币 的 结果 , 可 见 对 几乎 每 一 个 
初 值 xo,o 都 有 像 掷 币 似 的 随机 性 , 由 此 可 知 o 这 种 混沌 映射 有 内 在 
随机 性 , 进而 就 谈 不 到 对 o 的 轨道 进行 预报 了 。 

无 理 数 是 o 混沌 表现 的 根源 之 一 , 在 有 理 数 域 , o 的 轨 近 从 某 一 
步 开 始 会 呈现 周期 性 变化 , 如 果 是 有 尽 小 数 , 从 某 一 步 开 始 干 脆 永 远 
是 零 ,这 时 无 混沌 可 言 。 说 到 这 里 , 又 使 我 们 回想 起 第 一 次 数学 危 
机 , 回想 起 先辈 希 帕 索 斯 的 功劳 , 若 不 是 引入 了 无 理 数 , 我 们 这 个 丰 
富 多 彩 、 纷 经 复杂 的 本 来 就 是 混沌 的 世界 就 难以 数学 地 加 以 严格 全 
讨 了 。 从 这 样 的 意义 上 来 讲 , 我 们 但 愿 多 来 几 次 数学 危机 , 随 厦 危 机 
的 排除 , 我 们 对 数学 , 进而 对 宇宙 万 物 的 认识 会 更 加 深入 。 数 学 理 
论 , 例如 关于 无 理 数 的 理论 , 关于 混沌 的 理论 , 对 人 类 的 世界 观 的 层 
次 之 提升 ,实在 是 起 着 举足轻重 的 作用 。 


和 ,北京 拉面 的 数学 模型 


我 们 大 都 品尝 过 拉面 面条 , 这 种 风味 食品 我 国 各 地 都 有 , 例如 北 
京 拉面 .兰州 拉面 、. 乐 亭 拉面 等 。 厨 师 把 一 根 一 定 长 度 的 精制 面粉 的 
面团 均匀 拉 长 成 原来 的 两 倍 , 再 把 右手 的 一 端 交 给 左手 , 右手 抓 住 中 
点 , 再 拉 长 成 两 倍 长 , 如 此 反复 进行 下 去 , 直到 把 面条 拉 得 十 分 细软 ， 
者 熟 后 再 加 入 鸡汤 或 牛肉 汤 等 , 吃 起 来 十 分 可 口 。1998 年 , 中国 中 央 
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5 混沌 篇 


电视 台 曲 艺 杂 坛 节目 播 出 一 位 高 级 厨师 的 拉面 绝活 儿 , 这 位 师傅 拉 
伸 了 50 多 个 回合 ， 把 一 根 面 柱 拉 伸 成 原来 粗细 的 澡 以 下 ， 比 头发 还 
要 细 , 创立 了 吉 尼 斯 世界 纪录 。 

自然 界 物质 的 运动 , 人 类 社会 人 群 的 活动 , 如 果 局 限 在 一 个 有 限 
的 范围 内 发 展 变化 , 免不了 扩张 拉 伸 ,同时 由 于 有 一 个 限制 ,也 免 不 
了 发 生 折 释 , 下 面 我 们 以 北京 拉面 这 种 实际 模型 来 模拟 拉 伸 折 双 现 
象 , 建立 它 的 数学 模型 , 且 分 析 其 中 的 混沌 表现 。 值 得 提醒 的 是 北京 
拉面 并 不 是 随机 过 程 , 而 是 一 种 简单 规则 支配 之 下 的 确定 性 过 程 。 
它 的 数学 模型 是 [0, 1] 到 自身 的 映射 A 的 和 迭代， 


27， 0 和 过 工 < 方 
A:y 一 (5S.3) 


2 一 2 并 ， 了 二 TT 世 1 
(5$.3) 式 的 图 像 像 一 个 三 角 帐 篷 , 见 图 5-1, 故 称 A 为 三 角 帐 篷 映 射 。 


上 


| 一 


5-1 
在 二 进 制 表达 式 中 , (5.3) 式 的 迭代 为 


pk 0 入 六 < 了 
.zt+l 一 1 
过 一 人 Dr 7 nl 
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n 一 必 1 2 


我 们 看 到 , 0< zu < 六 时 , 这 就 是 砍 头 映 射 o 的 送 代 。 当 方志 zz， 
<1 时 ,在 二 进 制 当中 
xX» = 0.1aa3 a 
Zatl = A(xn) = 0.a203 an (5.4) 
其 中 元 是 a 的 “ 补 ”, 即 a, +a;=1,a;, ai€10,1|, 就 是 a;= 0 时, a; = 
1,a;=1 时 ,a,=0。 


事实 上 , 由 于 x,€| 方 , 1, 所 以 


l 
nh -> 1 42 52 43 53 


2 — 27, -2 -2| 方 + a 让 +a3 注 占 +…+a 小 + 


1 l 1 
一 上 0422 4372 十 a, Hn-1 一 | 
_il1, ,1,1 ] 
=| tt3+ nl 
| | 1 1 
-az tasnzt + Qn Fn / 


=(1 a) + (1 -a3)N+ 


上 面 的 推导 告知 , 当 zx, € | 方 ,1 | 时 , A (zw ) 的 动作 是 下 列 两 个 步骤 
的 实施 

OD 把 小 数 点 后 第 一 个 数字 删 去 ( 砍 头 )。 

@ 把 小 数 点 后 的 数字 都 变 成 其 补 数 , 即 0 变 成 1, 1 变 成 0。 
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5 @@ 混沌 篇 


9 省 三 角 由 篷 中 的 混沌 


三 角 帐 篷 映 射 A 也 有 “混沌 礼赞 "中 所 称 的 与 砍 头 上 映 尉 相似 的 
混沌 表现 。 只 是 其 数学 论证 的 细节 上 有 所 区 别 而 已 。 为 了 借助 砍 尖 
映射 来 讨论 三 角 账 篷 映射 , 先 证 明 A 与 o 的 一 个 重要 关系 式 

A"(zx) = Ao" i!(x),x € [0,1] (5.5) 

下 面 用 数学 归纳 法 来 证 明 公 式 (5.5)。 

n 二 1 时 , (5.5) 式 左 端 为 A(z), 右 端 为 Ao"(xz),o" 表示 和 恒 同 映 
射 , 即 co(z) = xz, 所 以 左 = 右 , (5.5) 对 n=1 成 立 。n =2 时 (此 处 在 
归纳 法 起 步 时 要 考虑 n =2, 不 然 , 仅 考虑 n = 1, 则 对 任何 映射 与 
p, 只 要 它们 都 是 从 [0, 1] 到 [0, 1] 的 映射 , 则 都 有 f(x)= fp (x)= 
f(z), 即 对 任何 f 与 o, 对 于 (5.5) 的 归纳 法 起 步 都 能 成 功 )， 我 们 和 欲 
证 A<(z)=Aa(z)。 

设 z=0.a1a2…as…, 则 

Aa(Zz) =A(0.a2a3"" Qa,""') 


| a> 二 0 


(5.6) 


0. as ad an'',a41 = 0,a2=0 
0.a304 an", Ul 一 0, U7 一 1 
0.2354…p0 01 = 1,a> = ] 


0.c3ad4…p 和 aal = 1],a>=0 


,0 0 
A“(xz) = _ 和 | ($.7) 


em 
N 
《4 
上 > 
SQ | 
™ 
SQ 
上 
| 


全 此 看 到 (5.6)= (5.7), 即 4c(z)=A42(z), 归纳 法 起 步 完 成 。 

假设 4o(z)= A” 1(xz)(n 之 2) 已 成 立 , 往 证 Ag* -1(0xz) = 
A”"(x)。 

由 于 Ag” (x)= (Ao*“)o(xz), 由 归纳 法 假设 ， 

Ao” “= A”'! (5.8) 
所 以 
Ao” (zx) = (AD)o(z) = A ?No(x) (5.9) 
由 归纳 法 起 步 , hc(z)= A*(x), 代 入 (5.9) 得 
Ao"™ (zx) = A"*A*(x) = A"(x), 
证 毕 。 

我 们 称 对 初 值 的 敏感 依赖 性 、 遍 历 性 (或 称 拓扑 传递 性 ) 与 周期 
点 的 处 处 笛 窗 性 为 混沌 的 三 要 素 ; 具 有 混沌 三 要 素 的 映射 称 为 混沌 。 
下 面 推导 A 是 混沌 映射 。 

(1) A 对 初 值 敏感 依赖 

考虑 两 个 距离 特别 近 的 初 值 

Z0 三 0U.aia2 ap-i0canrlan+2… 


To0=0.a142 ma 10a，+1Q， 2 Ci ai 和 10， 上 | 


其 中 a, ;1 关 a, 41, 于 是 
A"(x0) =Ao” "(x0) = A(0.0a,+1an+2'"") 
=0.ant1Qn42' 
A"(rxr’0o) = Ao” (zo ) = A(0.0a,414n42'"*) 
=0.a ,a42 


| A"(zxo0) — 42(zo) |= 7 


但 | zo zx6| = 元 5i; 即 在 初 值 zo 与 xz 自得 十 分 之 近 时 , 4"(zo) 与 
4"(z 人 却 相距 方 之 大 ! 对 于 4, 我 们 也 发 现 它 具有 差 之 丝 堂 廖 之 二 
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里 的 对 初 值 微小 变动 的 极端 敏感 的 依赖 性 。 

从 温 沌 的 观点 看 问题 , 可 以 理解 为 什么 孩提 时 代 的 细小 遭遇 也 
许 能 决定 他 长 大 成 人 之 后 的 功 罪 干 秋 ! 

(2)4 的 忆 历 性 

任 取 [0,1] 上 一 点 x1 ===0.6162… 06,6,41…,m 污 1, 取 xo 如同 
讨论 5.2 市 o 时 “春风 怎样 传 忆 千家 万 户 ? 所 取 的 那个 zo, 即 

zo = 0.0100011011000… 
于 是 0~1 数 串 05152…6b; 在 zo 中 无 穷 次 出 现 
Z0 =0..…06162° 65, 10501020 


。。 。 0p81p…D ** 
-一 一 -一 
其 中 2 依次 出 现在 小 数 点 后 第 al +2 位 , ns+2 位 ,…, 于 是 
人 5 (zxo) = 人 am (0 ) 一 人 0.001p De) 
=0.6162 0 


即 |A%*1(zo) - zi|< 访 ,由 天 的 任意 性 , As+1(zo) 与 zl 可 以 任 
意 接近 。 又 zi 是 [0, 1] 上 的 任意 一 点 , 从 而 知 轨道 (“脚印 ”) 
A (zx0), A“*(zo), A”"( x0), 。 

可 以 无 穷 次 无 限 徘 近 [0, 1] 上 的 每 个 点 , 即 A 有 对 [0, 1] 的 遍历 性 , 轨 
道上 的 动 点 可 以 无 穷 次 “访问 [0, 1] 上 的 每 个 点 , 或 者 说 A 把 从 zo 出 
发 的 轨道 上 的 点 无 穷 次 传递 到 每 个 点 zxE [0, 1] 的 无 限 近 的 地 方 。 轨 
道上 的 点 在 [0,1] 上 并 非 是 告别 [0, 1] 上 一 个 点 之 后 , 就 永远 到 他 乡 游 
荡 而 不 回头 (和 当初 告别 的 点 永别 ), A 从 zo 上 出 发 的 轨道 与 [0, 1] 上 
的 每 个 点 无 穷 次 聚 散 。 这 里 又 一 次 看 到 “ 聚 散 有 法 "的 现象 , 这 里 的 
“法 ”是 依据 三 角 帐 血 映 射 A 所 规定 的 运动 规则 ,结合 上 段 的 A 对 初 值 
的 敏感 依赖 , 4 的 轨道 走向 也 是 不 可 长 期 预报 的 , 对 A 也 有 “ 聚 散 有 法 
岂可 预 ” 的 感叹 ! 
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(3) A 的 周期 点 在 [0,1] 上 处 处 笛 黎 
任 取 定 zi1=0.aia…a …Ef[0,1], 考 虑 


0 二 0.0 &102…'Q) 一 0.0 化 1]C2 "Un Uaia2 an 
aa RE 


出 
A(xo) =0.a142' "ray0a1a2' "An0'"* = 0.414a2.…4,0, 
A"™' (A(zxo)) = Ao"(A(zxo)) 
= Ag" (0.41a..…a,.0) 
= A(0.0 a1a2…d, ) 
= A(zxo) 
即 点 A(xo)E1[0,1] 是 A 的 一 个 周期 点 。 
| A(xzo) -zi=10.aia2…a0alda2 an0… 一 
aorro 区 二 


由 的 任意 性 , A 的 周期 点 可 以 与 [0, 1] 上 的 任 一 点 zl 相距 任意 
小 , 即 A 的 周期 点 在 [0, 1] 上 处 处 稠密 。 对 于 A 亦 可 谓 紧 燕 归来 嘛 
连 梨 。 

从 面包 师 感 兴趣 的 角度 来 说 ,北京 拉面 也 会 出 现 本 篇 开头 所 言 的 面 
条 上 发 生 人 CQ@ 现 象 。 从 而 使 面条 吃 起 来 口感 极 佳 。 


y 蒙古 包 里 的 况 症 
男 数 
y= Ar(1 -x),x € [0,1] (5.10) 
称 为 逻辑 斯 蒂 克 (Logistic) 映 射 , 当 和 =4 时 
y = 4r(1 — x) (S$.11) 
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是 [0, 1] 到 [0, 1] 的 映射 ,其 图 像 状 似 蒙 古 包 , 故 称 (5.11) 为 演 古 包 映 
射 。(5.10) 是 人 类 或 昆虫 繁衍 的 数学 模型 ,考虑 递 推 关系 

Xn+1 = Axn(l — zx) (S$.12) 
zx, 是 上 年 的 人 口 总 量 , x, +1 是 下 年 的 人 口 总 量 , 且 认 为 人 口 的 最 大 
可 能 值 为 “1”( 例 如 单位 是 20 亿 ,“1” 就 表示 20 亿 人 口 ), 由 于 国土 面 
积 和 生活 资料 的 限制 , 全 国人 口 必然 存在 一 个 最 大 可 能 值 。 下 年 的 
人 口 应 与 现 有 人 口 总 量 以 及 现 有 人 口 与 最 大 可 能 的 人 口 数 之 差 ( 介 
许 增加 的 最 大 值 ) 成 正比 , 所 以 成 立 (5.12) 这 种 逻辑 斯 带 元 弟 推 方 
程 , A >>0。 

当 和 A =4 时 ,在 (5.12) 中 令 


< yy, , yn EE [0,1] 


TX», = SIN 


则 
sz| | = 4sir? | 到 | 1 一 si (Ty,) | = Sirf ry, 
于 是 z +1 =4x,(1 一 zz; ) 等 价 于 
1 


pA 0<y < 7 


Yn+l = ($5.13) 
2 — ZYn, <<l 
(5.13) 即 三 角 帐 篷 A 的 和 迭代, 可 见 蒙 古 包 映射 是 混沌 的 , 好 y = 
4zx(1 一 z+) 具有 与 A 相似 的 混沌 三 要 素 。 

由 此 我 们 可 以 理解 , 在 生物 界 和 人 类 社会 当中 , 在 生态 与 人 口 变 
化 当中 ,也 存在 混沌 现象 ; 某 个 物种 的 繁衍 力 至 涂 滥 成 灾 , 例如 量 灾 ; 
某 个 物种 的 锐 碱 乃至 灭绝 , 是 难以 预报 的 , 并 不 总 是 最 适 者 生存 , 达 
尔 文 主义 看 来 需要 注入 混沌 科学 的 内 容 而 加 以 修正 了 ,人口 问题 则 
更 加 复杂 。 人 类 社会 中 混沌 一 片 , 例如 面临 世界 金融 市 场 时 , 对 那些 
职业 经 济 学 家 的 预报 , 宁可 信 其 假 , 不 可 信 其 真 , 因为 这 个 领域 是 混 
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沌 的 , 本 来 不 可 长 期 预报 , 他 硬 要 预报 , 那 只 能 随 他 编造 一 些 童话 故 
事 了 。 丘吉尔 有 人 句 名 言 日 : “历史 就 是 一 件 接 一 件 见 鬼 的 事件 组 成 


) ,0 面 片上 的 混沌 
一 位 面包 师 把 1 x 1 的 面 片 横向 拉 长 成 2, 纵向 压缩 成 宽 a 的 面 


条 ,0<a< 六 ,再 把 它 切 成 长 1 宽 a 的 两 段 ,把 右手 边 的 那 一 小 片 放 
在 左手 边 那 小 片 的 正 上 方 , 以免 两 者 粘连 , 且 使 两 个 小 矩形 面条 的 下 


底 相距 为 7 ;再 次 拉 伸 和 变 窗 这 两 块 小 面条 , 拉 长 成 2, 变 窄 成 原来 的 
a 倍 , 且 把 它们 切 开 成 四 块 长 1 的 小 面条 , 把 右手 边 的 两 块 放 到 左手 
边 那 两 小 片 的 正 上 方 , 使 得 右手 边 的 两 片 抬 高 方 ,如 此 不 停 地 挤 拉 变 
窄 和 右 半 部 抬 高 广 放 到 左 半 部 正 上 方 , 可 得 到 无 穷 条 水 平 离散 摆 放 


的 细 面 条 , 见 图 5-2, 图 5-2 按 a = 地 画 出 。 
这 一 过 程 的 数学 模型 是 


全 n+] 一 ($5.14) 


ay,, oO Xx, < > 
Vn+tl 一 (S$.15) 


1 
7 + ayn, 了 mr 全 


由 于 0<a< 广 ,所 以 在 拉 伸 过 程 中 , 面 片 的 面积 不 断 地 缩小, 第 ”次 
拉 伸 后 面积 变 成 (2a )”, 而 0<2c<1, 故 最 后 面条 的 总 面积 为 零 , 这 
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5-2 


时 得 到 的 点 集 记 成 Ao, Ao 已 经 到 达 极 限 , 再 对 Au 施行 伸 拉 、 压 缩 和 
上 移 等 动作 , 得 到 的 仍 是 Ao, Ao 变 成 它 自 己 。 称 这 种 集合 Ao 为 不 

由 于 z 方 品 的 迭代 (5.14) 是 砍 头 上 映射 的 迭代 , 所 以 在 上 述 运 动 

”中 ,在 工 方向 上 产生 了 混沌 。 

从 图 $-2 中 可 以 看 出 > 轴 方 向 上 的 演化 情形 ,把 y 轴 上 的 [0,1] 
区 间 四 等 分 , 在 四 个 子 区 间 中 删 去 自 下 而 上 数 的 第 二 、 第 四 两 个 开 区 
间 , 把 保留 的 两 个 子 区 间 再 分 别 四 等 分 , 删除 下 数 第 二 和 第 四 开 区 
则 ,依次 类 推 ,无 限 进行 , 每 次 留 下 的 子 区 间 的 长 就 是 当时 面条 的 宽 
度 。 第 ”回合 得 到 的 是 2” 条 细 面 条 。 
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我 们 知道 , 线段 是 一 维 的 , 正方 形 片 是 二 维 的 , 立方 体 是 三 维 的 ， 
事实 上 , 维 数 本 来 是 运动 学 (物理 学 ) 中 的 概念 。 线段 , 方 片 和 方块 是 
特殊 的 点 集 , 数学 家 推广 维 数 的 概念 ,考虑 一 般 点 集 的 维 数 , 企图 给 
出 一 个 计算 一 般 点 集 维 数 的 公式 , 而 且 , 既然 是 概念 推广 , 则 要 求 该 
公式 可 以 算出 线段 方 片 \ 方 块 的 维 数 恰 为 1,2, 3。 这 种 推广 的 维 数 
公式 不 唯一 ,下 面 我 们 介绍 一 种 最 直观 最 易 计 算 的 所 谓 " 盒 子 维 ”。 

欲求 出 直线 工 上 的 一 个 有 界 点 集 S 的 盒子 维 数 , 先 把 直线 等 分 
成 长 s 的 闭 区 间 , 把 这 些 闭 区 间 视 为 一 个 个 小 盒子 , N (e ) 表 示 含 有 
S 中 点 的 小 盒子 的 数目 , 则 计算 S 的 盒子 维 数 D(S) 时 按 公 式 
(5.16) 进 行 
leN(e) (5.16) 

jg 二 

为 了 印证 ($.16) 的 合理 性 , 我 们 用 公式 ($.16) 算 一 下 工 上 一 条 
长 1 的 线段 1 的 维 数 D(1), 取 = 二, 则 含 ! 上 点 的 长 一 的 “小 盒子 " 
数 为 N(e)=n 或 n+1, 把 与 N(e) 代 入 (5.16) 得 

Dr = lim 2 = tim e+ 
no lgn nm | 
可 见 用 (5.16) 算 出 的 线段 的 维 数 与 我 们 早已 认可 的 线段 的 维 数 一 
致 。 

欲求 平面 x 上 一 个 有 界 点 集 S 的 盒子 维 数 , 先 把 x 等 分 成 边 长 
为 e 的 小 正方 形 片 , 把 这 些 闭 的 方 片 视 为 一 个 个 小 盒子 , N(e) 表 示 
含有 S 中 点 的 小 盒子 的 数目 , 则 S 的 盒子 维 数 D(S) 用 公式 (5.16) 
计算 。 


D(S) = lim 


1 
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例如 平面 上 边 长 为 1 的 正方 形 区 域 Q, 取 。 = 十 , 则 N(e)= 


或 (n+1) 或 n(n++1), 代 入 (5,16) 得 
D(Q) -tm JEa- ~ = lim le(n + 1)- 
» lgn 


一 oo lgn 


. len(n+1) 
= im 一 一 


moo lgn 


用 (5.16) 算 出 的 平面 上 一 个 区 域 的 维 数 与 我 们 早已 认可 的 维 数 一 致 
劝 读者 目 己 动手 算 一 个 边 长 为 1 的 立方 体 的 盒子 维 数 。 
一 般 而 言 , 设 S 是 m 维 ( 欧 氏 ) 空 间 的 一 个 有 和 界 点 集 , 把 此 空间 
等 分 成 棱 长 为 s 的 m 维 小 方 盒 ,用 N(e) 表 示 含 S 中 点 的 小 方 盒 的 
个 数 , 则 定义 S 的 盒子 维 为 


D(S) = 


= 2 


1， im Be 
lg 


例如 康 托 尔 尘 集 K 的 盒子 维 D(K) = 站。 事实 上 , 取 = = 二， 则 


N(e)=2", 于 是 


D(K) = lim 82 _ 所 < 


3 一 jg3 一 0.6309297- 


K 的 维 数 竞 是 一 个 无 理 数 ,真是 奇怪 ! 
下 面 用 公式 ($5.16) 计 算 面 包 师 拉 出 的 面条 的 维 数 , 即 求 不 变 集 
人 0 的 维 数 D(Ao)。 


对 于 = 才 , 取 s= 方 , 则 Ne)=2?。 于 是 
lg2” 
D(Aoly)) = lim Re = 六 


其 中 Ao(y) 表 示 Ao 在 y 办 上 投影 的 维 数 ,在 z 方向 4Ao 的 维 数 是 1， 
所 以 4o 的 盒子 维 为 D(Ao) =1+ 方 = 方 ,是 分 数 维 。 
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对 于 a =， 骨 则 可 算出 D(A40)=1+ 治 是 无 理 维 数 , 这 时 A。 


(y) 是 康 托 尔 竺 集 。 对 一 般 的 0<a< 3 


D(AD) = 1+ lm 1+ 
lg 一 了 lg 一 


D(Ao) 不 是 整数 , 比 1 维 大 , 比 2 维 小 , 是 介 于 线 与 面 之 间 的 一 个 奇 
怪 点 集 , 故 称 Au 为 面包 师 适 代 (5.14)、(5.15) 的 奇怪 不 变 集 。 


9 生命 游戏 


数学 家 和 目 然 科学 家 音 欢 把 整体 划分 成 部 分 ,把 复杂 事物 化 成 
简单 模型 来 讨论 ,这样 当 然 会 有 化 难为 易 , 各 个 击破 的 好 处 , 例如 求 
是 多 边 形 的 内 和 角 和 , 则 可 以 把 凸 多 边 形 用 从 一 顶 出 发 的 对 角 线 把 它 
划分 成 n 一 2 个 三 角形 , 其 中 n 是 多 边 形 边 数 ,再 由 每 个 三 角形 内 和 角 
和 为 x 知 西 n 边 形 内 角 和 是 (nm -2)r。 物 理学 家 有 时 则 把 球体 约 化 
为 质点 。 把 一 个 带电 的 球体 约 化 为 挟 电 荷 , 等 等 。 事 实 上 , 这 是 一 种 
图 方便 的 近似 变通 拉 术 , 有 时 不 会 影 啊 总 体 的 结论 ,但 大 多 数 情 形 这 
样 得 到 的 结论 不 是 真 的 ,从 混沌 的 观点 看 , 大 有 差 之 丝毫 廖 之 干 里 之 
嫌 ! 事实 上 ,群体 事物 的 性 质 往 往 并 非 每 个 单 体 事物 性 质 的 登 加 , 就 
像 把 每 只 苹果 投入 箱子 则 会 得 到 一 箱子 苹果 一 样 ;如 果 是 一 只 黄 沼 
狼 和 一 只 小 鸡 呢 ! 要 考虑 的 是 集体 现象 的 合作 效益 \ 相干 效应 等 大 
量 个 体 互相 作用 下 表现 的 非 平 几 的 不 可 预见 的 后 末 ! 这 种 现象 , 即 
使 不 如 混沌 那么 神出鬼没 ,也 是 相当 之 复杂 的 , 是 介 于 秩序 与 混沌 边 
缘 的 变化 过 程 , 关 国 科学 家 米 软 尔 ' 沃 尔 德 罗 (M. Waldrop)1995 年 写 
了 一 本 书 叫 做 《复杂 一 一 延生 于 秩序 污 混 沌 按 绿 的 科学 已 有 中 主 
本 ,推荐 给 读音 ,不 妨 一 阅 。 该 书 作 音 说 “试图 解答 一 切 第 规 学 科 无 
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法 解答 的 问题 。 "云云 。 他 说 “科学 划分 成 的 碎片 越 来 越 多 , 而 真实 
的 世界 要 求 我 们 用 更 加 整体 的 眼光 看 问题 。” 应 当 “ 从 无 人 知晓 的 角 
度 和 深度 来 认识 世界 , 冲击 自 牛 顿 以 来 一 直 统 治 着 科学 的 线性 的 简 
化 的 思维 方式 ! “我 们 面临 的 是 并 不 优雅 的 , 科学 尚未 认识 的 世界 ， 
各 种 规模 的 动乱 与 崩落 , 包括 最 大 的 灾难 、 无 序 和 非 理性 等 , 都 属 基 
本 的 现象 。” 该 书 作 者 呼吁 年 轻 人 应 该 “有 一 种 不 可 思议 的 旺盛 的 精 
力 和 同志 友谊 与 忠诚 , 一 种 令 新 思想 释放 的 氛围 ,一 种 指向 开放 的 
目 由 氛围 ,一 种 对 经 典 学 科 反 叛 的 味道 。” 

1970 年 , 英国 剑桥 大 学 数学 家 康 维 (J. Conway) 提 出 一 种 称 为 

“生命 游戏 ”的 问题 ,在 《科学 美国 人 》 杂 志 上 发 表 , 叫板 悬赏 征 解 。 问 

题 如 下 : 

在 正方 格 的 棋盘 上 , 如 果 一 枚 棋子 摆 在 某 格 上 , 则 日 此 棋子 “ 活 ” 
腹 , 如 果 把 棋子 从 某 格 拿 掉 , 则 日 此 棋子 “ 死 " 去 , 即 每 个 格子 仅 有 
“ 生 " 与 “ 死 "两 种 状态 之 一 , 有 棋子 时 称 为 “ 生 ” 态 , 无 棋子 时 称 为 “ 死 ” 
仿 。 每 个 方 格 有 八方 邻居 一 一 东 、 西 . 南 、 北 、 东 南 、 西 北 、 东 北 、 西 南 ， 
洲 戏 规则 是 . 

@ 对 于 “ 生 ” 态 格子 , 若 其 邻居 中 有 两 个 或 三 个 是 “ 生 ” 的 , 则 该 格 
继续 存活 , 否则 变 成 “ 死 " 态 (这 是 由 于 过 于 拥挤 至 死 或 过 于 孤独 而 
[Li); 

3 对 于 “ 死 ” 态 的 格子 , 若 邻 居中 有 三 个 “ 生 ” 态 , 则 该 格 转变 为 
“ 生 " 态 (新 繁殖 出 来 的 ), 否则 仍 是 “ 死 ”" 态 。 问 能 否 出 现 自 我 复制 的 
兄 隆 过 程 ? 

已 有 不 少 人 研究 过 这 一 游戏 , 肯定 了 克隆 过 程 是 可 以 发 生 的 。 
例如 图 5-3 中 的 (b)、(c)、(d) 就 出 现 自我 复制 。 

读者 可 以 自己 设计 一 些 初始 状态 , 在 更 大 的 棋盘 上 做 这 种 “生命 
游戏 ”, 是 给 出 灭绝 \ 稳 定 、 周 期 振荡 和 息 行 的 初始 状态 满足 的 条 件 。 

生命 游戏 是 复杂 理论 这 一 新 兴学 科 的 典型 模型 , 它 与 汉 . 诺 伊 曼 
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(1903 一 1957) 研 究 的 机 器 人 自我 复制 、. 进 化 理论 和 自动 机 理论 有 密 
切 关 系 。 


和 ,9 20 世纪 最 伟大 的 数学 家 之 一 


当 , 诺 伊 曼 (J. Neumann), 1903 年 生 于 匈牙利 , 10 岁入 大 学 学 
习 , 12 岁 精通 了 波 莱 尔 的 专著 《函数 论 》, 18 岁 与 老师 合作 发 表 了 新 
额 而 具 时 代 精 神 的 论文 , 1930 年 赴 美 工作 , 1932 年 任 普 林 斯 转 大 学 
教授 , 1933 年 任 普林斯顿 高 级 研究 院 领导 人 , 是 六 大 著名 教授 之 一 
是 年 他 不 满 30 岁 。 由 于 工作 需要 ,这 位 成 熟 的 数学 家 自学 了 量子 力 
学 日 成 了 当时 公认 的 量子 力学 的 权威 。1940 年 ,他 由 一 位 纯 数学 家 
转向 为 一 位 应 用 数学 家 。 第 二 次 世界 大 战 开始 后 , 积极 参加 与 反 法 
西 斯 战争 有 关 的 科研 项 目 , 使 得 在 武器 研制 方面 美国 处 于 世界 领先 
地 位 。 冯 : 诺 伊 曼 是 制造 原子 弹 的 首席 科学 家 和 领导 者 。 他 很 快 就 成 
了 武器 设计 家 , 在 军备 竞赛 中 为 美国 政府 出 谋划 策 。 

冯 : 诺 伊 曼 的 最 重大 的 贡献 是 与 他 人 合作 研制 出 第 一 台电 子 计 
算 机 , 这 一 成 就 不 仅 绥 动 了 当时 的 记 界 , 而 且 将 深远 地 影响 人 类 文 
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明 , 他 对 计算 机 的 理论 进行 了 深入 研究 , 为 计算 机 的 进一步 发 展 , 例 
如 元 胞 目 动 机 和 人 工 智 能 等 , 莫 定 了 基础 。 在 应 用 数学 方面 , 他 还 是 
“博弈 论 ” 的 创始 人 , 在 经 济 日 益 发 展 的 今天 , 博弈 论 的 应 用 越 来 越 广 
沁 。 在 纯 数学 方面 , 对 于 实 函 数论 \ 训 度 论 公理 集合 论 拓扑 学 、 群 
论 也 都 有 巨大 贡献。 他 认为 最 好 的 数学 灵感 来 源 于 经 验 , 不 相信 和 竟 
能 仓 在 一 种 脱离 一 切 人 的 经 验 的 、 绝 对 不 变 的 严密 的 数学 概念 。 他 
况 : 当 一 门 数学 学 科 离 开 它 的 经 验 源 果 走 得 太 远 , 或 者 更 粳 的 是 , 如 
果 它 是 第 二 代 或 第 三 代 学 科 , 只 是 间接 地 受到 来 自 “现实 ”的 启发 , 那 
它 承 序 满 者 严重 的 危 险 , 它 会 变 得 越 来 越 成 为 纯粹 的 矫 揉 造作 , 越 来 
越 纯粹 地 为 志 术 而 乞 术 "。 一 门 学 科 存 在 着 依 阻 力 最 小 的 路 线 发 展 
这 种 严重 危险 , 就 像 一 条 河 , 离开 它 的 源泉 太 远 之 后 , 分 成 许多 涓 细 
不 正 提 的 文 流 , 使 这 门 学 科 变 成 一 大 堆 杂 乱 的 细节 和 繁复 的 东西 。 
换言之 ,一 门 数 学 学 科 在 离开 它 的 经 验 源泉 太 远 之 后 , 或 者 经 过 太 多 
的 “抽象 "配种 , 它 就 有 退化 的 危险 。” 

为 外 , 汉 ' 语 仇 受 极 晤 文字 与 口头 表达 能 力 , 擅长 科学 讲演 , 他 讨 
论 与 研究 的 是 高 浴 艰 浅 的 抽象 数学 理论 或 尖端 科学 技术 , 但 著 书 立 
吏 时 , 他 的 书 却 写 得 深入 浅 出 , 道理 深刻 又 可 读 性 强 , 这 与 他 的 社会 
科学 功底 深 有 关 , 他 能 流利 地 讲 拉丁 语 . 希 腊 语 、 德 语法 语 和 英语 ， 
而 且 对 古代 史 了 如 指 掌 , 他 幽默 感 很 强 , 常 以 独特 的 口吻 谈 出 对 科 
学 、 对 社会 的 中 肯 评 论 。 

由 于 科学 工作 强度 太 大 , 效率 太 高 , 正当 他 精力 旺盛 成 果 频 出 之 
时 身 患 癌症 , 这 位 数学 巨人 ,于 1957 年 2 月 8 日 过 早 地 离开 了 了 人间! 


和 ,] 混沌 学 座谈 纪要 


混沌 学 是 20 世纪 人 类 四 大 科学 成 就 之 一 , 另外 三 个 是 量子 力学 、 
相对 论 和 计算 机 科学 技术 。 混沌 一 词 正式 作为 数学 名 词 出 现在 科学 文 
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献上 是 1975 年 的 事 。20 多 年 来 , 它 以 科学 史上 空前 的 速度 发 展 成 有 让 
富 的 非 线性 物理 背景 和 深刻 复杂 的 现代 数学 内 涵 的 现代 学 科 , 已 出 版 
的 混沌 学 著作 , 像样 的 近 300 部 , 发 表 的 混沌 研究 论文 近 万 篇 。 数 学 家 
说 ,混沌 是 数学 的 新 分 支 ,物理 学 家 则 说 ,混沌 是 非 线 性 物理 的 新 分 文 ， 
其 实 它 是 物质 科学 、 社 会 科学 与 数学 科学 三 栖 的 边缘 学 科 , 所 以 其 发 展 
天 地 十 分 之 加 三。 

混沌 在 普通 话 里 是 确定 性 规律 支配 的 事物 变化 却 极 冉 复 科 和 其 
行为 不 可 预测 的 同 义 语 ,也 有 人 把 混沌 写成 浑 沌 , 美国 人 写成 Chaos。 
我 们 应 当 用 数学 的 语言 溢 清 混沌 的 概念 , 不 可 牵强 附会 望 文生 义 地 
去 乱 谈 混沌 。 上 面 我 们 论证 出 的 混沌 的 三 个 要 素 和 造成 这 种 无 规律 
运动 的 映射 , 使 我 们 看 到 复杂 万 状 的 混沌 运动 的 机 制 却 是 极其 简单 
的 确定 规则 的 反复 作用 , 我 们 应 当 树 立 寻 求 复 来 现象 的 貌似 随机 硼 
后 隐藏 的 制造 混沌 的 简单 规律 。 一般 而 言 , 混沌 现象 背后 都 有 肥 复 
拉 伸 与 折 革 的 背景 。 

混沌 概念 与 理论 的 人 孕育 可 以 追溯 到 19 世纪 , 庞 加 荣 和 洛 伦 歼 征 
两 位 最 重要 的 代表 人 物 。 

庞 加 莱 (J. poincaré，1854 一 1912) ,法 国 南 锡 人 ,上层 阶 级 出 号 ， 
其 父 是 法 国名 医 , 南 锡 大 学 医学 教授 , 他 的 党 兄 曾 任 法 国 的 育 相 , 第 
一 次 世界 大 战 时 的 法 国 总 统 。 庞 加 莱 身 体 虚 弱 , 行动 棠 拙 , 其 貌 不 
扬 , 但 却 有 非凡 的 数学 天 才 。 小 时 候 即 获 法 国 中 学 生 数 学 竞赛 一 等 
奖 , 后 入 巴黎 工科 大 学 和 矿业 学 院 学 习 , 1879 年 获 科学 博士 学 位 , 27 
岁 被 任命 为 巴黎 大 学 教授 。 他 每 年 讲授 一 门 不 同 的 课程 。 他 以 伟大 
的 首创 精神 和 卓越 的 技巧 处 理 了 纯 数 学 与 应 用 数学 的 几乎 所 有 领域 
的 内 容 , 发 现 了 许多 前 人 未 知 的 领域 。 他 总 共 写 出 30 卷 以 上 关于 数 
学 物理 学 与 天 文学 的 专著 ,6 卷 通俗 著作 以 及 500 篇 数学 论文 。 他 
是 个 敏捷 、 多 才 而 且 不 倦 的 思想 家 , 不 爱 在 细节 上 纠缠 , 被 当时 科学 
界 戏 称 为 “一 名 征服 者 但 不 是 殖民 者 。”32 岁 当 选 为 法 国 科学 院 院 
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十 ,审批 他 为 院士 时 的 评语 是 “他 的 工作 非 普 通 言辞 所 能 赞誉 , 他 解 
决 了 前 人 所 未 曾 梦 想 过 的 问题 。” 由 于 他 的 成 就 和 对 人 类 的 伟大 贡 
栈 ,1954 年 5 月 15 日 在 法 国 隆重 举行 庞 加 莱 诞 辰 100 周年 纪念 大 
会 ,表彰 他 的 业绩 和 为 人 , 参加 大 会 的 包括 总 统 、 教 育 部 长 和 各 国 著 
名 科学 家 。 

庞 加 六 非常 看 重 爱 因 斯 坦 (Einstein) 的 能 力 , 于 1911 年 介绍 爱 
因 斯 坦 第 一 次 到 高 校 任职 , 为 爱 因 斯 坦 创造 了 良好 的 工作 环境 。 

1902 年 以 后 , 庞 加 莱 为 大 众 进行 了 大 量 的 科学 讲演 , 把 数学 和 
科学 的 内 容 、 方 法 和 意义 以 及 他 自己 的 工作 与 体会 热忱 地 介绍 给 非 
专业 的 听众 ,之 后 整理 出 版 了 四 部 风趣 、 深 刻 . 引 人 入 胜 的 高 级 科普 
兰 作 :《 科 学 与 假设 》《 科 学 的 价值 )、《 科 学 与 方法 )、《 最 后 的 一 些 想 
法 》, 思路 清晰 , 深入 浅 出 地 分 析 了 自己 的 治学 方法 和 成 果 , 这 些 著 作 
比 第 一 流散 文大 师 的 作品 训 不 逊色 。 

斋 加 莱 是 全 能 数学 家 , 对 所 处 时 代 的 全 部 数学 有 创造 性 的 掌握 ， 
他 可 能 是 达到 这 种 地 步 的 最 后 一 个 人 物 了 。 他 在 研究 天 文学 时 , 19 
世纪 末 发 表 了 一 篇 长 达 270 页 的 论文 《 论 三 体 问 题 和 动力 学 方程 》， 
发 现 了 今日 我 们 称 之 为 混沌 运动 的 轨道 , 他 说 ;“ 这 些 图 案 复杂 得 令 
人 惊奇 , 甚至 我 不 想 把 它们 画 出 来 ! "并 在 1903 年 , 在 名 著 《 科 学 与 方 
法 》 一 书 中 指出 了 混沌 存在 的 可 能 性 , 从 而 成 为 世界 上 了 解 混沌 存在 
的 第 一 人 , 庞 加 莱 指 的 “图 案 ”, 现在 称 之 为 Poincaré 栅栏 , 它 是 出 现 
混沌 的 一 种 根源 。 

到 了 20 世纪 60 年 代 , 美国 麻 省 理工 学 院 的 气象 学 教授 洛 伦 效 
(上 .N. Lorenz) 在 搞 数 值 天 气 预 报时 , 遇 到 了 做 不 准 长 期 预报 的 麻烦 ， 
发 现 了 有 名 的 “蝴蝶 效应 ”。1963 年 发 表 《 确 定性 非 周 期 流 》 的 论文 ， 
是 混沌 理论 的 开创 性 工作 之 一 。 他 从 大 气 运 动 服从 的 确定 的 物理 规 
律 出 发 ,建立 了 大 气 的 数学 模型 一 一 洛 伦 效 方程 组 , 但 用 计算 机 解 得 
的 天 气 运动 却 是 随机 性 的 , 不 可 预报 的 ! 他 的 工作 被 科学 界 冷落 了 
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12 年 , 直到 1975 年 , 中 国学 者 李 天 岩 和 美国 数学 家 约克 (J. Yorke) 在 
《美国 数学 》 杂 志 上 发 表 了 《周期 可 导出 混沌 》 一 文 , 第 一 次 用 了 混沌 
(chaos) 这 一 名 词 , 从 此 对 混沌 的 研究 热 一 发 而 不 可 收 , 1977 年 , 第 一 
次 国际 混沌 会 议 在 意大利 召开 ; 1986 年 , 第 一 届 中 国 混沌 会 议 在 桂 
林 召 开 , 北京 大 学 .中国 科 学 技术 大 学 等 著名 学 府 纷纷 成 立 非 线性 科 
学 中 心 , 集中 了 一 大 批 优秀 科学 家 投入 混沌 人 研究 。 

洛 伦 效 于 1972 年 12 月 29 日 为 美国 科学 发 展 协会 第 139 次 会 
议 写 出 新 闻 公 报 ,题目 是 “可 预报 性 ;在 巴西 一 只 蝴蝶 计 膀 的 拍打 能 
够 在 美国 得 克 萨 斯 州 产生 一 场 龙卷风 吗 ?7 提 出 了 有 趣 的 蝴蝶 效应 。 
指出 天 气 系统 对 初 值 敏感 依赖 , 所 以 长 期 预报 不 能 报 准 。 后 来 人 们 
半 开 玩笑 半 认 真 地 说 北京 人 咳嗽 一 声 或 许 会 让 纽约 人 去 铲 雪 。 为 什 
么 天 天 有 蝴蝶 飞 , 不 是 天 天 有 龙卷风 呢 ? 这 是 由 于 其 他 蝴蝶 或 别 的 
什么 东西 也 在 干扰 天 气 系统 ,干扰 间 互 相抵 消 了 , 才 不 至 于 天 天 形成 
严重 的 灾害 性 天 气 。 

现在 仍然 有 不 少数 学 家 和 科学 家 对 混沌 知之 其 舞 , 更 不 必 襄 一 
般 的 年 轻 人 了 。 正如 《 侏 罗 纪 公园 ?一 书 的 主角 马 康 姆 所 说 : 我 摘 的 
是 混沌 理论 ,但 是 我 发 现 没有 人 愿意 倾听 这 门 数学 的 意义 ;其 实 它 暗 
示 了 对 人 类 生活 中 的 许多 有 重大 意义 的 道理 , 其 重要 性 撑 撑 超过 人 
人 都 喉 喉 不 休 谈 论 的 学 究 气 十 足 的 那些 理论 。 "这 种 混沌 理论 可 以 
用 来 研究 从 股市 能 牛 到 暴乱 人 群 , 从 癫痫 病人 脑 电 图 到 心肌 模压 病 
人 心血 管 的 无 规 变 化 ,从 日 地 月 三 体 运动 到 流星 的 形成 , 从 生态 失衡 
到 人 口 控制 ,从 催化 反应 到 无 线 电波 , 从 超 导 到 加 速 絮 等 等 可 能 出 现 
混乱 和 不 可 预测 状态 的 很 多 复杂 运动 , 寻求 其 中 潜在 的 确定 性 机 制 
和 混沌 的 后 果 。 

在 社会 科学 当中 , 也 有 不 少 混沌 事物 值得 探讨 。 系 统 论 创 始 人 
维 纳 (Wiener)1981 年 曾 引用 下 面 的 歌谣 来 提醒 人 们 , 社会 生活 中 东 
些 看 似 微不足道 的 变化 可 以 引发 一 个 民族 一 个 国家 的 危机 力 双 
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5 〇 混沌 篇 


灭亡 : 

钉子 缺 , 蹄 铁 却 ; 

蹄 铁 纯 ,战马 跨 ; 

战马 颐 , 骑士 绝 ; 

骑士 绝 , 战事 折 ; 

战事 折 , 国家 灭 ! 
在 国际 国内 环境 中 ,战争 对 与 其 关联 的 初始 状态 有 敏感 依赖 性 ,有 些 
不 大 的 事件 , 由 于 防范 不 周 或 处 理 不 及 时 , 往往 引发 一 场 大 的 战争 灾 
难 。 例 如 第 一 次 世界 大 战 , 夺 去 了 至 少 1500 万 人 的 性 命 , 造成 全 球 
性 灾难 ! 起 因 ( 导 火线 ) 就 是 一 位 皇储 被 刺 。1990 年 的 海湾 战争 , 多 
国 部 队 动 用 最 现代 化 的 海陆 空 杀人 武器 , 消耗 大 量 金钱 , 并 且 给 伊 拉 
克 这 个 文明 古国 (古巴 比 伦 ) 的 人 民 尤 其 是 儿童 造成 十 年 的 饥饿 、 疾 
病 和 和 死亡, 起 因 仅 仅 是 萨 达 姆 这 位 不 晓得 国际 风云 对 初 值 敏感 依赖 
的 武夫 对 小 国 科 威 特 的 不 义 侵 犯 。 

在 经 济 领域 , 公众 心目 中 , 对 做 经 济 预报 的 经 济 学 家 没有 好 印 
象 , 他 们 和 长 期 天 气 预报 员 一 样 , 名 声 不 佳 , 往往 受到 现实 的 嘲笑 , 这 
征 因 为 经 济 系统 是 混沌 的 。 正 如 著名 经 济 学 家 C。 莱 斯 利 所 说 :“ 与 
正统 政治 经 济 学 假定 的 那个 光明 、 有 序 、 均 等 和 组 织 完 善 的 世界 相 
及, 商业 世界 是 一 个 混乱 、 侦 然 的 世界 , 其 中 充满 着 破坏 和 浪费 , 不 总 
是 最 适 痢 生存 。 ”经济 学 家 们 和 孜孜以求 的 一 直 是 科学 的 确定 性 。 如 今 
他 们 开始 起 用 数学 工具 探索 经 济 运行 当中 , 在 有 序 外 表 掩 盖 下 的 混 
沌 。 美 国 闭 名 经 济 学 家 理 查 德 。H. 戴 1991 年 出 版 了 名 著 《 混 沌 经 济 
学 》, 用 混沌 的 理论 与 方法 研讨 了 当今 经 济 领域 的 各 种 热点 问题 。 
混沌 的 研究 对 象 可 文 可 理 , 那 种 文理 泾 渭 、 楚 河 汉 界 的 观点 和 做 

法 已 经 过 时 。 混沌 在 思想 文化 领域 当中 , 起 着 改造 人 们 世界 观 的 作 
用 。 回想 当年 伟大 物理 学 家 爱 因 斯 坦 的 名 言 : “上帝 精明 , 但 无 恶意 ， 
我 无 论 如 何 深 信 上 帝 不 是 在 毛 骨 子 。” 而 著名 天 文学 家 与 数学 家 拉 
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普 拉 斯 (Laplace) 则 坚信 :宇宙 中 最 微小 的 原子 和 最 庞大 的 天 体 之 运 
动 , 都 包含 在 一 个 方程 之 中 , 没有 什么 东西 是 不 确定 的 。 这 种 影 啊 
过 几 代 人 的 世界 观 显然 与 混沌 科学 的 真理 格格 不 入 ,到 了 21 世纪 ， 
这 种 可 预测 性 的 信念 看 来 是 必须 要 改变 了 , 在 非 线性 的 现实 当中 , 什 
么 始 料 不 及 的 怪事 都 可 能 发 生 。 只 是 我 们 事先 并 不 知道 ! 混沌 理论 
对 人 类 思维 方式 的 冲击 是 根本 性 的 , 西方 科学 家 布 里 格 斯 在 《 济 黎 / 
一 书 上 公开 说 :自然 界 本 质 上 是 不 可 预测 的 , 我 们 接触 者 事先 梦想 
不 到 的 实在 ,从 事 意 想 不 到 的 活动 。 ”在 此 我 们 可 以 提出 这 样 的 问 
题 : 从 混沌 的 观点 来 说 , 社会 生活 是 否 有 规律 ”对 这 一 问题 似 应 运用 
数学 方法 , 借 他 山 之 石 , 加 以 推荐 。 例 如 我 国 未 来 学 家 黄 硕 风 在 其 车 
作 《 国 家 盛衰 论 ) 中 就 引用 混沌 的 观点 研究 国家 的 盛衰 兴亡 事 。 书 中 
引用 了 王 树 儿 《综合 国力 的 数学 建 模 》 论 文中 的 结果 , 研讨 国家 发 展 、 
动荡 与 月 演 的 可 能 。 

混沌 出 自 秩序 , 出 自 非 线性 的 确定 性 系统 , 我 们 的 愿望 之 一 是 从 
混沌 的 表现 中 挖掘 出 它 的 确定 性 机 制 , 秩序 来 目 混 沌 ! 

关于 混沌 科学 的 大 众 化 著作 很 多 , 中 文 版 的 有 : 

OD 刘 华 杰 著 《 混 沌 之 旅 )( 山 东 教 育 出 版 社 , 1996) 

OE.N. 洛 伦 兹 著 《 混 沌 的 本 质 》( 刘 式 达 等 译 , 气象 出 版 社 ， 
1997) 

@@ 利 昂 :格拉 斯 等 著 《 从 摆 钟 到 混沌 一 一 生命 的 节律 )( 潘 涛 等 
译 , 上 海 还 东 出 版 宪 , 1996) 

@ 伊 思 . 斯 图 尔 特 著 《 上 帝 撕 骨 子 吗 一 一 混沌 之 数学 ) ( 潘 涛 详 ， 
上 海 还 东 出 版 社 , 1996) 

读者 不 妨 找 来 一 阅 。 
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6 危机 篇 


隐 辑 有 时 生出 怪 蛋 。 


一 一 庞 加 有 杀 


( ' | 侍 达 哥 拉 斯 何以 把 门生 投入 大 海 


故事 发 生 在 公元 前 5 世纪 , 那 一 日 爱 雁 海 上 悉 浪 滔天 , 风雨 中 际 
摇 的 木船 上 , 一 伙 道 摇 尾 然 的 年 轻 学 者 把 他 们 的 同学 希 由 索 斯 
(Hippasus) 导 捆 石 头 抛 入 了 大 海 ,制造 了 数学 史上 的 一 桩 特大 损 案 ， 

8 挥 这 场 凶 案 的 正 是 这 些 年 轻 学 者 的 老师 , 十 希 腑 赫赫 有 名 的 大 学 
问 家 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras, 公元 前 580 年 一 公元 前 501 年 ), 毕 老 
夫子 是 当时 希腊 政治 、 科 学 和 宗教 的 统治 集团 “ 友 证 联盟 ”的 领袖 ,该 
集团 由 300 多 位 有 社会 地 位 、 有 学 问 的 人 士 组 成 。 当 时 是 奴隶 制 社 
会 ,“ 友 证 联盟 ”内 部 电 有 友谊 可 言 , 一切 以 毕 达 哥 拉 斯 的 是 非 为 是 
非 , 其 他 人 必须 服从 , 顺 之 者 生 , 道 之 者 亡 。 在 数学 上 , 他 们 形成 了 影 
啊 闪 远 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 , 证 明了 勾 股 定理 、 三 角形 内 角 和 为 180" 等 
重要 数学 定理 , 自 先 提出 黄金 分 割 和 正 多 边 形 与 正 多 面体 等 精彩 概 
念 ,对 古代 的 数学 发 展 做 了 巨大 贡献 。 他 们 的 旗帜 上 写 着 :“ 万 物 和 皆 
数 ”( 也 翻译 成 “ 数 统治 着 宇 害 ”), 他 们 说 的 “ 数 ” 指 的 只 是 自然 数 或 正 
分 数 。 

公元 前 470 年 , 毕 达 哥 拉 斯 的 学 生 和希 帕 索 斯 请 教 老师 如 下 的 问 
题 . 

边 长 为 1 的 正方 形 , 对 角 线 的 长 是 多 少 ? 
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事实 上 , 按 老师 证 明 的 勾 股 定理 , 对 角 线 的 长 7 应 满足 1 +1= 
/, 即 /应 该 是 这 样 的 一 个 目 然 数 或 下 分 数 , 它 的 平方 等 于 2。 
但 是 ,1 ==1,2 = 4,3* = 9,…, 所 以 /不 是 目 然 数 , 设 1 
是 婚约 正 分 数 , 则 应 有 
2 
72 — p 


p20 (6.1) 
由 (6.1) 知 p 是 偶数 , 令 p=2k,k 是 目 然 数 , 则 
4k’*=20g°,2k*= gq’ (6.2) 


由 (6.2) 知 g 是 偶数 , 从 而 p 与 g 有 公 因 数 2， 与 二 是 既 约 分 数 相 违 。 

正 是 上 述 这 一 问题 和 导致 的 矛盾 激怒 了 权威 毕 达 哥 拉 斯 , 更 要 
命 的 是 动摇 了 当时 被 苯 为 神圣 真理 的 信念 一 一 数 只 有 自然 数 和 正 有 
理 数 两 种 。 希 帕 索 斯 提出 对 角 线 问 题 的 挑战 性 和 叛逆 性 , 使 得 友谊 
联盟 必 置 希 帕 索 斯 于 死地 , 以 捍卫 他 们 关于 数 的 既定 信念 。 

正方 形 的 对 角 线 不 能 没有 长 度 , 这 是 任何 人 都 承认 的 事实 , 正 是 
这 条 直观 具体 的 对 角 线 的 客观 存在 与 毕 达 哥 拉 斯 时 代 的 数学 观念 之 
闻 发 生 了 上 述 不 可 调和 的 矛盾 和 冲突 , 杀 死 一 个 希 帕 索 斯 问题 仍然 
未 得 到 解决 ! 当时 人 们 的 思想 水 平 受 历史 背景 和 科学 水 平 的 局 限 ， 
几乎 人 人 信奉 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 关于 宇宙 万 物 丝 自然 数 或 分 数 的 教 
条 , 这 好 似 当初 人 们 都 相信 托 勒 密 (Ptolemy) 太 阳 绕 地 球 转 的 地 心 学 
说 一 样 , 除了 无 知 和 对 名 人 权威 的 盲从 崇拜 之 外 , 也 与 大 家 不 善于 抽 
象 思维 和 严格 地 逻辑 推理 , 一 切 都 诉 诸 粗糙 的 直观 感觉 有 关 。 

数学 史上 称 勾 股 定理 在 “万 物 皆 数 ”( 仅 承认 自然 数 和 分 数 是 数 ) 
的 信仰 统治 下 算 不 出 正方 形 对 角 线 的 长 这 一 数学 困惑 为 第 一 次 数学 
危机 。 

后 来 数学 家 把 毕 达 哥 拉 斯 学 派 所 称 的 数 为 有 理 数 , 这 在 一 定 程 度 
上 照顾 了 这 位 在 数学 史上 做 出 过 大 贡献 的 前 辈 的 面子 , 也 迎合 了 一 般 
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6 〇 ， 危机 篇 


人 的 心理 和 直觉 。 上 面 已 严格 证 明 边 长 为 1 的 正方 形 之 对 角 线 的 长 不 
是 有 理 数 。 称 不 是 有 理 数 的 实数 为 无 理 数 , 希 帕 索 斯 是 发 现 无 理 数 的 
第 一 人 。 从 “友谊 联盟 ”的 观点 看 , 无 理 数 是 逻辑 推理 生出 的 一 只 怪 蛋 ! 
再 后 来 许多 数学 家 对 无 理 数 的 概念 和 理论 做 了 大 量 的 工作 , 给 出 了 无 
理 数 的 准确 定义 和 性 质 , 这 件 事 一 直 于 到 19 世纪 才 基 本 完工 , 代表 人 
物 有 戴 德 金 (Dedekind) 、 罗 素 (Russel)、 康 托 尔 (Cantor) 和 维尔 斯 特 拉 斯 
(Weierstrass) 等 人 。 

由 于 无 理 数 的 引入 , 排除 了 第 一 次 数学 危机 , 或 者 我 们 应 当 庆 幸 
第 一 次 数学 危机 来 得 早 , 使 无 理 数 这 个 数学 中 的 主角 之 一 早日 登 上 
了 数学 的 有 舞台。 我 们 应 当 为 希 帕 索 斯 喊冤 叫 届 ,佩服 其 造反 精神 , 相 
传 精明 的 希 帕 索 斯 喘 高 1.41 米 , 体重 恰 为 141 磅 , 他 这 些 生 理 指标 
暗示 他 是 /2 的 化 身 , 这些 传 说 的 真 伪 已 无 从 考查 , 人 们 姑 亡 谈 之 ,我 
们 姑 妻 听 之 ,但 有 一 点 丝毫 不 可 姑 妄 , 那 就 是 科学 精神 绝 非 信 仰 , 科 
学 是 批判 的 .疑问 的 、 创 造 的 、 严 谍 的 和 求实 的 , 科学 工作 中 不 容忍 迷 
信和 尝 拜 。 


1. 有 理 数 平 多 近 人 , 可 数 可 列 


以 正 有 理 数 来 说 , 0 表示 什么 也 没有 或 出 发 点 , 自然 数列 1, 2， 
3,…, 表示 从 1 开始 一 个 一 个 地 多 起 来 ;或 者 说 从 0 开始 , 每 个 整数 
有 唯一 的 一 个 “后 继 ”, 这 些 都 是 我 们 日 常数 (例如 清点 教室 里 有 几 张 
桌子 ) 物 件 时 的 自然 概念 ;而 分 数 , 例如 全 表示 把 一 块 饼 平 均 切 成 9 
小 块 , 取 其 中 4 小 块 的 部 分 之 多 少 , 等 等 , 可 见 有 理 数 是 可 以 看 得 到 
容易 理解 的 数量 , 所 以 当初 数学 上 命名 其 为 有理" 数 。 

如 果 把 有 理 数 用 十 进 制 (二 进 制 等 也 是 这 样 ) 表 示 , 用 有 限 个 数字 
即 可 表 过 ,例如 30 ,1.3,0.1989, 等 等 。 它 们 能 方便 地 用 可 视 的 有 限 数 
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数学 聊 帝 


生生 


字 精 确 地 表示 出 来 。 

有 理 数 集合 中 的 数 可 以 编号 , 谁 是 1 号 有 理 数 , 谁 是 2 号 有 理 数 ， 
等 等 , 可 以 人 为 地 加 以 指定 , 下面 给 出 一 种 编号 方案 , 我 们 把 以 g 为 分 
母 的 既 约 分 数 卫 人们 (p>0, q >0) 排 成 下 列 无 穷 的 方 阵 , 每 横行 分 母 一 
到 ,分 子 从 小 到 大 排列 ,上 面 方 阵 中 必 括 了 一 切 正 有 理 数 , 再 接 箭头 所 
示 的 次 序 来 编号 ,1 编 成 1 号 ,2 为 2 号 , 错 | = 二 | 是 3 号 ,等 等 ,于 是 
每 个 正 有 理 数 都 会 迟早 获得 唯一 的 一 个 指定 的 号 码 。 再 把 0 编 成 

号 ,把 这 些 号 码 皆 乘 以 2, 把 得 到 的 新 号 码 2&( 秋 偶数 ) 减 1 所 得 的 奇数 
码 赋 予 与 带 有 2k 码 的 那个 有 理 数 相反 的 数 , 例如 方 的 号 码 是 2x3= 


6.6-1=5 则 是 - 广 的 号 码 ,如 此 ,全体 有 理 数 皆 编 了 序号 0, 1,2,… 与 
全 体 无 理 数 相 比 (下 面 要 细 讲 无 理 数 不 可 编号 ), 有 理 数 全 体 的 这 种 可 
以 有 序 化 或 日 “可 数 性 "是 有 理 数 名 符 其 实 的 一 个 有理" 的 表现 。 


Pa Pi pp Pu ,.. Pan 志和 
k+] k+l k+l k+l, k+l | 


曲 和 才学 直 本 


0 无 理 数 神 出 鬼 疫 , 数不胜数 
无 理 数 也 有 无 穷 多 个 , 例如 
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0.112123… 123.…k… (6.3) 
全 一 
个 相 蜡 数 
是 一 个 无 理 数 a1, 它 无 限 又 不 循环 。 者 把 (6.3) 中 的 数字 1 全 氛 掉 则 


得 wz, az 也 是 无 理 数 , 把 wz 中 的 数字 2 全 擦 掉 , 则 得 无 理 数 ca, 如 此 
可 以 得 出 无 穷 个 无 理 数 , 这 部 分 无 理 数 cl, aa, …，, an，…… 与 全 体 有 
理 数 可 以 一 一 对 应 , al 与 0 号 有 理 数 是 一 对 儿 , az 与 1 号 有 理 数 一 
对 儿 ,…, at -1 与 & 号 有 理 数 是 一 对 , 可 见 无 理 数 的 一 部 分 已 经 和 全 
体 有 理 数 一 样 多 。 
无 理 数 集合 中 的 元 率 不 可 编号 。 这 只 需 证 明 (0, 1] 中 的 实数 不 

可 编导 。 用 反 证 法 ,各 可 以 把 (0, 1] 中 的 实数 编写 成 £1,t2，…, tt，…， 
其 中 

t1=0. tt12t13"" 

t2=0., t21t22t23""" 


雪 归 由 家 雪 吉 


者 四 晶 曙 重 堆 


其 中 1 € 10,1,2,…,9),i,j 是 目 然 数 , 且 每 个 志 中 的 右 病 有 无 限 个 
数字 不 是 零 。 例 如 0.5 则 写成 0.499…9…。 观察 对 角 线 上 的 数字 列 
111 t22，… to 取 
2, t;;=1 
“i 1, tz#1 
则 十 进 小 数 
42=0.ala…a…E(0,1] 
且 a Fiat2,…, tr，…|, 此 与 (0, 1j] 中 的 全 集 实数 是 和 1, tz,…， 
tn， "| 艺 盾 , 可 见 (0,1] 内 的 全 体 实数 不 可 编号 。 
右 (0, 1j 中 全 体 无 理 数 可 以 编号 为 B1, Bp，…,B,，…, 多 若 (0,1] 
中 的 全 体 有 理 数 可 以 编号 为 Y1, 7Y2,…, 7,，…, 考虑 数 列 
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Y1, Bi1, 72, 102 放生 (6.4) 
则 (0, 1] 中 的 全 体 实 数 可 按 (6.4) 的 次 序 编码 , 与 上 述 证 明 出 的 事实 
相 违 , 至 此 知 (0, 1j] 中 的 全 体 无 理 数 进而 实数 集中 的 全 体 无 理 数 不 可 
编写 。 
无 理 数 们 的 这 种 不 可 数 性 是 它们 的 一 种 “无 理 ” 表 现 。 从 无 理 数 
不 可 数 (编号 ) 可 知 无 理 数 比 有 理 数 多 得 多 ,通俗 地 说 , 有 理 数 可 以 一 
个 一 个 地 数 , 而 无 理 数 则 多 得 数不胜数 。 


1 有 理 数 是 米 , 无 理 数 是 疡 

如 果 把 实数 轴 ( 集 ) 比喻 成 一 锅 黏稠 的 粥 , 则 可 数 的 有 理 数 们 是 
一 粒 粒 离散 的 米粒 , 它们 在 数 轴 上 处 处 稠密 , 事实 上 , 车 yo 是 一 个 实 
数 , 设 yo 是 有 理 数 , 则 yo 的 任意 近 旁 , yo 鞋 盖 (六 1, mnE N) 是 两 个 
有 理 数 ;者 yo 是 无 理 数 , 则 


yY0=7Yo+0.8182 DB (6.5) 
其 中 0.818;…B8,… 是 无 理 小 数 , Yo 是 有 理 数 , 于 是 

Yo = Yo +0.B1B2.…B, (6.6) 
是 yo 近 旁 的 一 个 有 理 数 , | yo - yo | < pe 可 见 数 轴 上 任 一 点 的 任 


意 近 旁 都 有 有 理 数 存在 , 即 有 理 数 处 处 稠密 。 类 似 地 可 知 无 理 数 在 
数 轴 上 处 处 稠密 。 有 理 数 们 处 处 稠密 地 离散 地 浸泡 在 无 理 数 的 “ 汤 ” 
里 。 

0 上 问 亿 大 党 地 狱 , 惟信 知 x 其 面 狗 


一 提 到 x, 即 圆 的 周 长 与 其 直径 的 比例 第 数 , 每 个 中 华 学 子 部 会 
神 末 奕奕 , 脸 上 有 交 , x 的 近似 值 是 我 国 对 世界 数学 最 辉 焊 的 页 献 之 
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一 。 中 国 古 代数 学 家 祖冲之 刘 歼 、 紫 当 、 张 衡 和 刘 徽 等 都 对 x 做 出 
过 极为 出 色 的 工作 , 龙 以 祖冲之 为 最 佳 。 成 书 于 公元 前 工 世 纪 的 我 
国 数学 名 著 《 周 藤 算 经 ) 中 已 有 “ 周 3 径 1” 的 记录 , 公元 初 年 , 东汉 朝 
廷 则 明文 规定 用 x =3 作为 计算 圆 面积 的 标准 , 王莽 年 间 刘 识 ( 公 元 
前 50 一 23 年 ) 得 出 x = 3.15466; 东汉 蔡 色 日 “经 八 寸 ,周二 斥 五 寸 ”， 
得 出 x=3.125; 张 衡 (公元 78 一 139 年 ) 得 到 


.730 加 A 
r= F353.1466, 7 = V10<z3.1622 


三 国 时 代 魏 国 刘 微 对 《 周 苯 算 经 》 上 的 x =3 进行 了 批评 , 刘 说 :“ 学 者 
忠 古 ,3 其 诸 侨 !1 ”他 不 从 俗 尝 古 , 创立 了 “ 割 圆 术 ” 和 “" 徽 率 ", 从 圆 内 
接 正 六 边 形 出 发 , 边 数 倍增 至 正 192 边 形 , 得 出 


04 102 
3.14 7575s < <3.14 65s 


刘 徽 在 割 圆 求 x 过 程 中 已 经 悟 出 了 极限 的 观点 , 他 说 :" 割 之 弥 细 , 所 
失 弥 少 , 以 至 于 不 可 制 , 则 与 圆周 合体 无 所 失信。” 

祖冲之 是 今 河 北 省 易 县 人 , 生 于 公元 429 年 的 十 北朝 时 期 ,于 
公元 500 年 逝世 祖冲之 出 喘 书香 门 第 , 却 不 全 盘 接受 保守 的 儒家 
思想 , 他 尝 尚 目 然 科 学 , 发 明了 “大 明 历 ”, 测 出 地 球 绕 日 的 周期 为 
365.24281481 日 ,与 现代 所 测 值 误差 仅 50 秒 , 1500 多 年 前 束 得 同 
如 此 之 精确 的 结果 , 令 世 人 惊叹 ! 他 还 准确 无 误 地 预报 过 四 雇 月 食 
的 时 间 和 和 至 间 位 置 。 他 的 数学 名 著 《 缀 术 》 是 我 国 历史 上 最 优秀 的 
数学 教材 , 唐 代 朝 廷 规定 《组 术 》 为 学 校 的 必修 科目 和 招生 命题 的 法 
定 著作 。 祖冲之 与 其 爱 子 祖 虑 巧妙 计算 了 球体 体积 , 且 把 他 们 父子 
的 方法 总 结 成 下 面 的 “ 祖 家 定理 ”: 

夹 在 两 平行 平面 间 的 两 几何 体 被 平行 于 这 两 平面 的 任意 平面 所 
截 , 寿 所 得 两 截面 相等 , 则 两 几何 体 等 体积 。 

事实 上 , 这 一 定理 就 是 现代 微 积 分 中 重 积分 的 理论 与 方法 的 原 
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型 。 一 干 多 年 后 , 意大利 人 卡 瓦 雷 利 (Cavalieri, 1598 一 1647) 才 发 现 
了 同样 的 定理 。 


祖冲之 最 值得 我 们 称道 的 成 就 是 他 给 出 了 x 的 “ 约 率 "xmx 生 


3.142857 和 " 密 率 "rs 全 :3.1415929, 数学 史 称 之 为 约 率 与 密 率 
是 公元 5 世纪 的 数学 奇迹 。 国 际 上 已 把 月 球 上 的 环形 山 命名 为 “ 祖 
冲 之 山 ”, 1977 年 决定 把 1964 年 11 月 发 现 的 小 行星 命名 为 “祖冲之 
星 ”, 祖 冲 之 与 日 月 同 辉 ! 

直到 今日 ,数学 界 仍 在 对 x 进行 研究 与 计算 。 

1914 年 , 印度 大 数学 家 拉 马 努 金 ($.Ramanujan) 给 出 近似 公式 

22x4=“2143 

不 信 你 用 计算 需 试 试看 , 从 此 公式 可 以 算出 x 的 八 位 小 数 的 准确 值 。 

1989 年 , 东京 大 学 的 金田 康正 用 计算 机 算出 x 的 53687 万 位 小 
数 ; 美 国人 不 服气 , 哥伦比亚 大 学 的 戴 维 : 丘 德 谨 夫 斯 基 和 格雷 区 里 : 
丘 德 诡 夫 斯 基 兄 弟 把 x 计算 到 第 1011196691 位 。 有 消息 说 , 1999 
年 有 人 把 x 计算 到 2000 多 亿 位 小 数 。 

我 国 桥架 专家 产 以 升 老 先 生 作 为 消 和 过, 能 育 户 x 的 百 位 小 数 , 真 
令 人 敬佩 ! 

1761 年 , 兰 伯 特 (Lambert) 证 明了 x 是 无 理 数 ;1882 年 , 林 德 曼 
(Lindemann) 证 明了 x 是 超越 数 ; 所 谓 超 越 数 是 指 不 是 有 理 系数 多 
项 式 的 根 的 实数 , 否则 称 为 代数 数 。 

作者 曾 长 时 间 通 读 中 国 科 学 技术 大 学 数学 图 书馆 里 陈列 的 x 的 
万 位 小 数 , 给 我 们 的 印象 是 状 似 随机 , 找 不 出 什么 规律 , 这 可 能 是 它 
的 超越 性 使 然 ! 有 消息 说 在 x 的 小 数 展 开 中 已 发 现 六 个 9 连 排 的 现 
象 , 即 在 r 的 小 数 中 出 现 了 


X=3.141.…9999909… 
之 二 
6 个 9 
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但 是 , 如 果 问 : x 的 小 数 部 分 是 否 有 10 个 9 连贯 出 现 ? 估计 这 不 是 
一 个 很 容易 回答 的 问题 ;如 果敢 问 : r 的 小 数 部 分 是 否 有 100 个 9 连 
员 出 现 ? 个 计 这 肯定 是 一 个 很 不 易 回 答 的 问题 。 这 种 问题 ,包括 把 9 
换 成 其 他 数字 的 相似 问题 是 要 提出 多 少 就 可 以 提出 多 少 的 , 每 一 个 
都 非常 之 难 ! 

从 某 种 意义 上 来 说 , x 是 一 个 永远 不 能 认识 清楚 的 数学 妖怪 , 其 
他 无 理 数 ,例如 /2, 也 有 这 种 无 理 的 怪 脾气 。 这 正 是 为 克服 第 一 次 数 
学 危机 引入 无 理 数 付出 的 代价 , 人 类 不 断 地 为 自己 制造 难题 和 危机 | 

x 给 我 们 摆 了 诸多 难题 , 工程 师 们 则 根本 不 关心 小 数 点 第 十 位 
以 后 x 的 数字 是 几 , 似乎 对 x 的 纯 理论 研究 没有 什么 用 处 , 例如 证 
明 x 的 超越 性 纯 属 抽象 的 理论 探讨 。 然 而 正如 J. 纽曼 (James 
Newman) 所 云 :“ 数 学 最 抽象 最 无 用 的 研究 被 人 们 发 展 了 一 段 时 间 之 
后 ,稍稍 被 其 他 部 门 所 俘获 , 成 了 解决 问题 的 工具 , 我 想 这 不 是 偶然 
的 ,就 好 像 一 个 人 戴 了 一 顶 高 帽子 去 参加 婚礼 , 后 来 在 起 火 时 发 现 它 
居然 可 以 当 水 桶 用 。” 利 用 x 的 超越 性 解决 了 三 大 几何 问题 之 一 的 
“化 圆 为 方 "问题 , 完全 印证 了 纽曼 的 上 述 观 点 ;所 谓 化 圆 为 方 问题 是 
指 : 

用 圆规 和 直 矿 作 一 个 正方 形 , 使 其 面积 等 于 任意 给 定 的 圆 的 面 

这 个 问题 是 以 普罗 他 哥 拉 斯 为 首 的 诡辩 学 派 于 公元 前 400 年 左 
石 提出 的 ( 男 两 个 问题 是 用 圆规 直 尺 三 等 分 角 和 倍 立方 问题 )。1895 
年 ,区 莱茵 (Kline) 总 结 了 前 人 两 千 多 年 的 研究 , 给 出 了 简明 严格 的 证 
明 , 证 明 三 大 作 图 题 只 用 圆规 和 直 尺 是 不 可 能 作出 的 。 

事实 上 , 知 圆 半 径 是 1, 则 面积 为 x, 于 是 我 们 需要 用 圆规 直 尺 作 
出 一 个 正方 形 , 它 的 面积 也 是 x; 设 该 正方 形 边 长 为 z, 则 x 满足 方 
程 


ST 
好 数学 隐 训 


从 而 x =Vx。 由 初等 几何 我 们 已 经 知道 , 线段 能 用 圆规 直 尺 作出 的 
充分 必要 条 件 是 所 求 线段 之 长 能 用 已 知 线段 的 加 、 减 、 乘 、 除 和 开平 
方 五 种 运算 算出 ;这 里 我 们 已 知 的 线段 仅 为 圆 的 半径 , 此 半径 之 长 为 
1,1 经 + -x 二 VV 只 能 得 出 代数 数 ,而 x 是 超越 数 , vx 也 是 超越 
数 , 所 以 由 1 经 + 一 xX 二 V 得 不 到 Vx, 即 得 不 到 欲求 线段 x, 故 化 
圆 为 方 问 题 无 解 ! 

我 们 在 此 领教 了 x 为 超越 数 这 种 貌似 脱离 应 用 的 纯 数学 研究 的 
成 果 , 况 成 了 解决 “化 圆 为 方 ” 这 种 千年 难题 的 钥匙 , 显示 了 数学 理论 
研究 的 价值 和 力量 。 

饮水 思源 , 我 们 应 该 感谢 挑 起 第 一 次 数学 危机 的 年 轻 有 为 的 数 
学 家 希 帕 索 斯 , 正 是 他 死 不 悔改 地 向 传统 的 思想 禁 铀 进行 的 挑 吕 和 
牺牲, 接生 了 无 理 数 , 使 得 我 们 能 看 到 建立 在 无 理 数理 论 上 的 请 如 
“化 圆 为 方 * 这 种 超级 难题 的 结论 , 而 且 无 理 数 理论 是 数学 分 析 、 混 沁 
等 几乎 所 有 现代 数学 的 基石 。 
无 理 数 调皮 , 无 理 数 无 理 , 无理 数 有 用 。 


0 ( 为 全 人 类 增添 光彩 约 人 物 


牛顿 (I.Newton), 英国 林肯 和 郡 入 ， 出 身 农家 , 1642 年 生 , 尚未 出 
生 即 已 丧 父 , 降生 后 其 母 改嫁 他 乡 , 小 牛顿 由 外 婆 抚 养 和 供 其 上 等 ， 
1661 年 考 入 剑桥 大 学 , 1669 年 被 评 为 剑 大 数学 教授 , 1703 年 航 选 为 
英国 皇家 学 会 会 长 , 并 接受 女王 安娜 的 封 项 , 1727 年 逝世 。 

牛顿 的 科学 贡献 涉及 数学 、 力 学 、 天 文学 、 物 理学 和 化 学 等 众多 
领域 ,为 数学 和 自然 科学 奠定 了 以 下 四 个 方面 的 基础 。 

(1) 创建 微 积分 , 葛 定 了 近代 数学 的 基础 

牛顿 与 德国 数学 家 莱 布 尼 蒋 同时 独立 创立 的 微 积 分 , 后 来 发 展 
成 近代 数学 的 中 心 学 科 , 在 它 的 基础 上 衍生 出 常 微分 方程 、 俩 微分 方 
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程 、 复 变 胃 数论 微分 几何 、 泛 图 分 析 、 变 分 法 等 数学 分 支 以 及 理论 力 
学 、 天 体力 学 等 目 然 科 学 学 科 。 为 数 极 多 的 数学 问题 和 自然 科学 问 
可 ,不 用 做 积分 就 根本 不 能 解决 。 在 微 积 分 的 成 果 面 前 , 就 连 曾 不 遗 
余力 攻击 牛顿 的 流 数 ( 即 导数 ) 术 挑 起 第 二 次 数学 危机 的 大 主教 伯 克 
莱 (G.Berkeley, 1685 一 1753), 最 后 也 表态 说 :“ 流 数 术 是 一 把 万 能 的 
角 是 ,从 助 于 它 ,近代 数学 家 打开 了 几何 力 至 大 自然 的 秘密 , 这 一 方 
法 使 数学 家 们 能 够 在 发 现 定 理 和 解决 问题 方面 大 大 超越 十 人。” 现 
代 闭 名 科学 家 汉 : 庄 伊 曼 如 此 评价 :“ 微 积分 是 近代 数学 当中 最 大 的 
成 就 , 对 它 的 重要 性 , 无 论 怎样 估计 , 都 不 会 过 分 。” 

(2) 首创 光谱 分 析 实 验 , 为 近代 光学 葛 定 了 基础 

(3) 发 现 力 学 三 大 定律 , 为 经 典 力学 葛 定 了 基础 

(4) 发 现 有 万 有 3 引力 定律 ,为 近代 天 文学 奠定 了 基础 

科学 家 阿 西 莫 夫 认为 , 任何 一 位 科学 家 , 只 要 具有 牛顿 这 四 项 发 现 
中 的 一 项 , 就 足以 成 为 最 著名 的 科学 家 , 而 牛顿 集 四 项 成 就 于 一 身 , 只 
有 人 牛顿 是 有 史 以 来 最 伟大 的 科学 家 , 是 人 类 文明 史上 的 超 天 才 。 

1665 年 伦敦 发 生 瘟 疫 , 剑桥 停课 , 牛顿 还 乡 一 直 住 到 1667 年 ,时 
年 22 多 到 24 岁 , 风华 正成 、 才 气 横 洲 的 牛顿 在 家 乡 做 出 了 人 类 思想 
史上 无 与 伦比 的 几 项 发 现 : 负 指数 和 分 数 指数 的 二 项 式 级 数 ;微分 学 
和 积分 学 ;作为 了 解 太阳 系 结构 的 万 有 引力 定律 ;用 三 棱镜 把 日 光 分 
解 成 可 见 光 谱 , 借以 解释 了 彩虹 的 由 来 等 。 

牛顿 是 一 个 内 向 沉稳 的 科学 家 , 对 出 书 和 发 表 文 章 没 多 大 兴 
趣 , 代表 作 是 《4 目 然 哲学 的 数学 原理 )。 他 是 一 个 对 科学 痴迷 到 不 
食 人 间 烟 火 的 人 。 关 于 牛顿 的 轶 事 很 多 。 下 面 列举 若干 。 

中 一 日 , 牛顿 一 边 者 鸡蛋 一 边 看 书 想 问题 , 过 了 好 长 时 间 才 想到 
该 把 铝 熟 的 鸡蛋 捞 出 来 吃 , 结果 竟 从 锅 里 捞 出 一 块 怀表 , 原来 他 只 顾 
思考 问题 , 把 怀表 当成 鸡蛋 扔 到 锅 里 者 了 ! 

GO 又 一 日 , 一 位 朋友 来 访 , 牛顿 请 人 家 一 同 用 餐 , 他 想起 自己 有 


353 


Ei" 


一 瓶 好 葡萄 酒 , 于 是 对 这 位 朋友 说 , 我 去 拿 酒 , 请 稍 候 。 朋 友 左 等 右 
等 不 见 牛 顿 回来 , 就 去 找 他 , 一 看 , 牛顿 正在 他 的 实验 室 里 紧张 地 做 
实验 , 早 把 请 朋友 喝酒 的 事 走 到 脑 后 去 了 。 

8 再 一 日 ,一 位 朋友 请 牛顿 吃饭 , 饭菜 摆好 , 朋友 再 三 催 和 牛顿 从 
书房 出 来 用 餐 , 牛顿 迟 迟 不 出 来 , 朋友 俄 了 , 狠 吞 虎 咽 把 饭 某 号 本 个 
精光 , 只 剩 的 鸡 骨 头 扔 得 狼 厌 满 划 , 后 来 牛顿 出 来 吃饭 , 看 到 果 上 的 
骨头 , 自 言 道 :“ 我 真 糊涂 ,这 顿 饭 我 不 是 吃 过 了 吗 1” 于 是 又 回 书 房 继 
续 人 研究 他 的 问题 。 

牛顿 青年 时 代 与 表妹 相爱 , 谈 婚 论 嫁 , 一 对 恋人 已 约定 结婚 日 
期 ,可 是 因为 科研 一 忙 , 牛顿 竞 忘 记 了 结婚 日 期 , 女方 误 认 为 表 兄 心 
变 , 另 求 新 次 了 。 从 此 牛顿 再 未 婚恋 , 独身 生活 一 生 , 把 全 部 喘 心 都 
献 给 了 科学 事业 。 

加 传说 一 日 牛顿 端 坐 苹果 树 下 思虑 问题 , 突然 一 只 苹果 友 然 险 
地 , 牛顿 自问 , 为 什么 这 只 苹果 一 定 要 垂直 落地 而 不 飞 癌 他 方 ? 从 中 
悟 出 定 是 地 球 在 拉动 这 只 苹果 , 进而 究 之 , 是 否 物 体 间 组 互相 吸引 从 
拉 ? 再 经 实验 研究 , 终于 发 现 了 万 有 引力 定律 这 一 上 自然界 的 金 律 。 

英国 人 把 牛顿 视 为 神圣 ,一 位 主人 为 牛顿 写 人 墓志 铭 日 : 

“ 字 宙 和 自然 规律 隐藏 在 黑暗 之 中 ， 
神 说 ,， 
让 牛顿 降生 吧 1 
一 切 才 会 光明 。” 
当然 牛顿 绝 非 神仙 下 几 , 他 自我 评价 说 他 是 站 在 巨人 肩 上 的 孩子 , 所 创 
的 科学 理论 , 只 是 “在 科学 的 大 海岸 边 拾 到 的 几 只 美丽 的 贝 元 而 已 。 


0， 此 入 就 是 一 所 科学 院 
菜 布 尼 蒋 (G. 双 .Leibniz), 德国 莱比锡 人 , 1646 年 生 , 出 酉 书香 
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门 第 , 父亲 是 莱比锡 大 学 哲学 教授 , 与 牛顿 的 命运 相似 , 羔 布 尼 隐 六 
岁 丧 父 , 由 慈母 抚养 成 才 。15 岁 改 入 莱比锡 大 学 法 律 系 , 但 他 最 有 兴 
趣 的 却 不 是 法 律 , 而 是 数学 。20 岁 完 成 法 学 博士 论文 , 校方 以 他 太 年 
轻 为 口 实 , 拒 授 他 法 学 博士 学 位 。 另 一 所 大 学 仔细 审阅 他 的 论文 , 授 
子 了 他 法 学 博士 学 位 , 有 旦 聘 他 为 法 学 教授 。 当 时 他 的 兴趣 已 转向 科 
学 与 数学 , 于 是 谢绝 了 法 学 教授 的 聘任 , 自由 而 专心 地 研究 哲学 和 数 
学 ,终于 和 和 牛顿 同时 独立 地 创立 了 微 积 分 , 与 牛顿 形成 贡 言 利 海峡 两 
岸 双星 辉映 的 灿烂 数 学 文化 。 

莱 布 尼 蒋 不 仅 对 数学 科学 做 出 了 划时代 的 贡献 , 而 且 对 哲学 、 
逻辑 学 .语言 学 、 航 海 学 和 计算 器 具 甚 至 历史 学 等 方方面面 都 有 重 
大 成 就 。1673 年 被 选 为 英国 皇家 学 会 会 员 , 1700 年 被 选 为 巴黎 科 
学 院 院 士 , 他 是 柏林 科学 院 首 任 院 长 ,普鲁士 的 腓 特 烈 大 带 称 莱 布 
尼 芍 说 :“ 此 人 本 身 就 是 一 所 科学 院 ”, 此 言 准确 地 表达 了 莱 布 尼 蒋 
学 问 之 渊博 和 对 科学 发 展 贡献 之 巨大 。 

莱 布 尼 欧 的 思想 具有 哲学 家 的 气质 , 他 人 研究 数学 时 在 思路 和 细 
节 上 充满 了 哲学 与 逻辑 的 特色 , 而 牛顿 的 气质 则 是 物理 学 家 类 型 的 ， 
牛顿 研究 数学 的 思路 与 细节 更 多 的 是 借助 于 物理 上 的 局 发 , 这 两 种 
风格 各 有 千秋 , 如 果 两 者 结合 起 来 , 则 会 更 为 完美 。 羔 布 尼 区 主张 用 
自然 主义 限制 有 神 论 , 用 合乎 理性 的 哲学 蔡 代 世 众 的 信仰 己 迷 信 大 
杂烩 的 “ 野 诸 哲学 ”, 即 用 理性 蔡 代 愚昧 和 上 上帝 , 为 科学 发 展 争 夺 地 
盘 。 所 以 某 布 尼 获 只 是 半 个 基督 徒 , 是 披 着 宗教 外 衣 反 宗教 的 正 涛 
的 科学 家 。1875 年 5 月 10 日 ,马克 思 给 恩格斯 的 信 中 说 :我 是 钦佩 
莱 布 尼 蒋 的 。 "恩格斯 指出 :当时 的 社会 活动 都 不 得 不 采取 神 竺 的 
形式 。 "在 当时 宗教 横行 的 德国 , 莱 布 尼 光 内心 深 处 是 反对 封建 神学 
和 经 院 哲学 的 ,但 必须 打 着 与 上 帝 严 协 的 旗号 , 他 称 上 稍 是 最 高 上 数 
学 家 , 上 帝 是 按 数学 规律 来 设计 和 安排 宇宙 的 。 
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牛顿 与 莱 布 尼 蒋 初创 微 积 分 时 , 有 些 基 本 概念 和 细节 没 来 得 及 
加 以 严格 地 定义 和 论证 , 微 积 分 本 来 就 是 讨论 无 穷 过 程 和 极限 过 程 
的 科学 , 写 人 们 有 史 以 来 习惯 了 的 初等 数学 有 本 质 区 别 。 从 现代 高 
等 数学 的 教学 经 验 来 看 ,即使 高 等 数学 已 经 经 过 两 三 百年 的 改造 与 
完备 化 ,大 学 一 年 级 的 同学 接受 微 积 分 的 思想 和 概念 仍然 十 分 困难 ， 
对 其 中 很 多 概念 , 例如 导数 概念 , 仍然 存 有 类 似 拒绝 和 排斥 的 心理 ， 
更 何况 牛顿 与 莱 布 尼 蒋 是 破天荒 第 一 次 向 世人 表述 微 积分 ! 

由 克 及 (G.Berkely) 是 爱尔兰 科 克 虱 的 地 方 主教 (1734 年 )、 哲 学 
家 。 他 针对 牛顿 微 积 分 中 的 一 些 不 严格 之 处 , 发 表 了 一 本 叫做 《分 析 
学 家 , 或 致 一 位 不 信和 神 的 数学 家 》(The Analyst，or a Disoourse 
Addressed to an Infidel Mathematician，London，1734), “分 析 学 家 ”的 主 
要 矛头 对 着 牛顿 “不 信 神 的 数学 家 ” 则 攻击 哈雷 和 莱 布 尼 落 。 当 然 ， 
册 殉 某 的 非 难 也 得 到 了 不 少 人 的 支持 , 其 中 不 乏 有 名 的 数学 家 , 例如 
法 国 著名 数学 家 罗 尔 和 荷兰 数学 家 纽 文 斯 。 罗 尔 就 说 过 :“ 微 积分 是 
巧妙 的 廖 论 的 汇集 ”, 但 是 罗 尔 本 人 在 微 积 分 上 也 做 出 了 许多 工作 ， 
例如 作为 微分 学 基本 定理 的 罗 尔 定理 。 贝 克 菜 对 牛顿 的 许多 批评 还 
是 切中 要 害 的 。 

下 面 引用 牛顿 的 手稿 《 流 数 简 论 ) 中 的 话 ( 引 自 《 数 学 珍宝 》 
PP.276 一 278, 李 文 林 主编 , 科学 出 版 社 , 1998), 看 看 当初 牛顿 在 他 的 
微 积分 中 是 如 何 使 用 “ 瞬 ” 这 个 概念 而 引起 只 克 莱 们 的 请 难 的 。 

牛顿 写 道 . 

设 有 二 物体 A 与 B 同时 分 别 从 a ,6 两 点 以 速度 p 与 g 移动 ,所 
描画 的 线段 为 x 与 y, 厅 A,B 作 非 匀速 运动 , A 从 a 点 移动 到 <, 速 
度 为 p 的 A 在 某 一 瞬 描 画 出 无 限 小 线段 cq = p Xo, B 在 相同 时 刻 
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从 2 点 移动 全 8 ， 点 , 在 同一 瞬 内 将 摘 国 线段 gh = g Xo( 图 6-1)。 


1 
< 一 一 一 一 一 一 一 全 


6-1 


现 设 x, y 之 间 的 关系 方程 为 
xz abrta ~—dyy=0 (6.7) 
我 们 可 用 x + po 和 y+ go 分 别 代 菏 x 与 y 代入 (6.7) 得 
Xx +3porr+3ppoor + po — dyy ~ 2dgoy 
— dggo0 — abx 一 appo+a =0 (6.8) 
由 (6.7) 得 
3pozr +3ppoor + p*o° —2dgoy ~ dqqoo — abpo=0 (6.9) 
(6.9) 除 以 o 得 


3pr*+3ppor + p00—2dqy— dqqgo — abp=0 (6.10) 
其 中 含 o 的 项 为 无 限 小 , 略 之 即 得 
3prr ~ abp—2dqy=0 (6.11) 


从 现代 微 积分 的 观点 来 审视 , (6.11) 的 结论 是 完全 正确 的 , 如 果 把 p 
与 9 按 牛 顿 当年 的 记号 ,分 别 写 成 x 与 y, 则 (6.11) 变 成 
3x “x —abxr-— 四 一 


2 dz dx dy 
3 并 了 ab 一 了 2dy y 了 


为 了 不 混淆 ,把 (6.11) 中 的 a 改 瑟 成 c, 则 得 
3x“dr—abdx ~2cydy=0 


=0, 


(3z 一 ap)dz 一 2cvydy=0 


dy 3z- 一 aB 
dz 2 (6.12) 


(6.12) 征 现代 前 向 分 方程 论 中 的 一 个 一 阶 可 分 离 变量 的 方程 。 可 见 微分 
方程 , 印 含 未 知 图 数 y(xz) 与 其 导数 (牛顿 当时 称 为 流 数 ) 的 方程 是 牛顿 创 
芯 向 积分 时 间 时 产生 的 , 微 积 分 与 微分 方程 是 挛 生 姊妹 , 微分 方程 这 一 数 
学 中 心 学 科 的 首创 权 尔 应 归于 牛顿 名 下 。 

下 面 征 由 到 莱 在 人 分析 学 家 ) 一 书 中 对 牛顿 的 4 流 数 简 论 ?的 批评 。 

由 大 主教 云 : 

“这 种 方法 究 范 是 否 清楚 , 是否 没有 矛盾 且 可 以 加 以 证 明 , 或 者 
由 有 反 , 只 是 一 种 舍 糊 的 令 人 反感 的 和 靠不住 的 方法 ? 我 将 以 最 公正 
的 方式 来 提出 这 样 的 质疑 , 以 便 让 你 们 , 让 每 一 位 正直 的 读者 做 出 自 
己 的 判断 。” 

贝克 六 的 这 些 质 问 的 确 事 出 有 因 , 上 面 牛顿 对 瞬 o 没有 数学 定 
义 , 一 会 儿 让 它 作 除数 ,可 见 o 不 是 零 , 一 会 儿 把 它 忽略 掉 , 又 认为 o 
为 令 , 这 里 边 似 有 需要 溢 清 的 矛盾 。 

由 于 运用 牛顿 - 羔 布 尼 区 的 微 积分 方法 总 能 得 出 正确 结论 , 所 以 
牛 - 莱 坚 信 微 积分 是 科学 , 必须 反击 贝克 莱 的 攻击 , 发 动 微 积分 保卫 
战 , 牛顿、 业 布 尼 深 等 人 纷纷 车 文 还 击 贝克 莱 , 无 奈 由 于 不 能 建立 严 
密 牢 罪 的 基础 , 对 “ 瞬 ”"、“ 流 数 ” 等 天 键 词 给 不 出 令 人 不 可 置疑 的 定 
义 , 有 也 以 未 能 及 时 驶 倒 贝 克 莱 , 这 就 是 震惊 数学 界 的 第 二 次 数学 危 
机 。 

当然 , 丰 理 是 在 牛顿 们 手 里 ,挑战 者 贝克 羔 与 第 一 次 数学 危机 的 
挑战 兰 布 相 索 斯 不 一 样 , 由 氏 是 出 于 保守 和 宗教 的 偏见 行事 的 , 而 不 
征 为 数学 真理 而 争 而 论 , 逢 由 索 斯 则 是 数学 上 敢于 与 保守 的 学 说 决 
弄 , 锐意 进取 , 为 创立 新 的 思想 体系 死 不 悔改 的 革新 派 , 是 企图 跳出 
传统 框架 的 “ 异 教 健 ”。 

经 过 柯 西 (Cauchy)、 欧 拉 (Euler)、 波 尔 察 诺 (Bolzano) 和 外 尔 斯 
等 拉 斯 (Weierstrass) 等 众多 数学 家 的 努力 建设 , 修筑 了 微 积 分 的 坚实 
的 基础 , 第 二 次 数学 危机 才 算 彻底 克服 。 
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微 积 分 的 思想 博大 精深 , 例如 无 穷 小 和 微 商 等 , 不 仅 牛 顿 、 莱 布 
尼 蒋 时代, 就 是 今日 , 也 还 是 个 值得 细 究 的 问题 , 它们 完 竟 是 实 在 的 
东西 ,还 是 一 种 观念 , 仍然 可 以 讨论 ;事实 上 , 一 种 数学 概念 , 可 能 只 
是 一 种 解决 问题 的 手段 或 思维 方法 , 这 未 必 是 唯心 主义 , 数学 当中 其 
非 不 能 发 明 新 技术 或 推理 计算 的 艺术 吗 ? 


( ' ) 代 和 牛顿 图 改 《 流 数 简 论 》 


(1) 什么 是 瞬时 速度 

我 们 谷 知 一 辆 汽车 上 午 8 时 的 速度 , 司机 告诉 我 们 该 车 从 8 时 
到 9 时 运行 了 40 公里 , 这 能 断定 8 时 的 速度 是 每 小 时 40 公里 吗 ? 
显然 不 敢 如 此 武断 。 事 实 上 , 该 车 在 一 小 时 之 内 往往 多 次 改变 速度 ， 
甚至 8 时 它 还 停 在 车 站 , 速度 为 零 。 

瞬时 速度 是 十 分 重要 的 , 例如 汽车 秘 事 后 交警 关心 的 就 是 瞬时 
速度 , 即 要 调查 该 车 出 事 时 的 即时 速度 , 至 于 它 在 一 小 时 内 走 了 多 
远 , 并 不 是 关心 的 事 。 

显然 , 如 果 测 出 8 点 零 1 秒 时 ,汽车 前 行 了 20 米 ,就 说 该 汽车 在 
8 点 的 瞬时 速度 是 每 秒 20 米 左右 就 可 信 多 了 , 因为 汽车 的 速度 是 连 
续 变 化 的 ,在 1 秒 的 时 间 内 它 来 不 及 有 太 大 的 变化 , 可 以 用 平均 速度 
每 秒 20 米 来 代替 8 点 钟 时 的 瞬时 速度 , 而 且 , 时 间 间 陋 越 小 , 用 平均 
速度 代替 瞬 速 度 时 越 可 信 。 设 路 程 随时 间 的 图 数 关 系 是 f(z), 欲 知 
to 时 刻 的 瞬时 速度 , 考虑 下 一 时 刻 fj = to + Az,At 是 从 to 到 zi 的 
一 有 瞬间” 则 在 从 to 到 zt1 的 时 间 内 的 平均 速度 为 


大 和 et 一 六 和 ,而 县 Ar 越 小 ,这 种 平均 速度 越 与 0 时刻 的 真实 


的 瞬时 速度 接近 , 极 而 言 之 ,At-~>0 时 , 则 极限 值 


| fltot+ Azt)— f(to) 
Im 


At-0 和 (6.13) 
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就 是 to 时 刻 的 速度 了 。(6.13) 式 的 极限 如 果 存 在 , 则 记 成 
f(10)= lim 大 名 et — f(to) 
称 f(z0) 为 函数 f(z) 在 1= zo 处 的 导数 ,也 称 其 为 微 商 , 牛顿 称 之 为 


* 流 数 ", 莱 布 尼 获 用 符号 to 来 表示 它 。 
(2) 变速 运动 的 路 程 
议 一 物体 的 速度 v(i) 随 时 则 连续 变化 , 问 从 to 时 到 到 :| 时 刻 
的 路 程 是 多 少 , 记 Ar = 一 to0, 设 1=+t 时 速度 最 小 , 则 v(x )Az 比 欲 
求 的 路 程 少 , 设 1 = 时 的 速度 最 大 , 则 v(z”)Azt 比 欲 求 的 路 程 多 ,于 
征 可 以 找到 一 个 时 到 1 = &E€ [t,t ,使 得 v(&)Az 恰 为 所 求 之 路 程 。 
(3) 牛顿 《 流 数 简 论 ) 中 (6.11) 式 的 推导 
议 A 于 to 时刻 到 达 c 点 ,cc 点 的 路 程 为 x (to), ti 时 刻 到 达 < 
点 , d 点 的 路 程 为 x(11), 令 1 一 to=Azt, 则 
X(t1) x(to)= cd = p(é1)At, E1 Elto, tj 
同 理 有 
y(t1) ~ y(to)= gh = gq(é2)At, élto,t1) 
由 于 zz(1) 一 abr(1)+a” 一 dy*(1)=0 得 
x(t) ~ abr(ti)ta -dy(t;)=0, i1=0,1 
[xr(to)+ pl(é)AiP -ablz(t0)+ p(é1)At]+a’ 
-d [y(to)+gq(é,)At]’=0 
3r (toO)p(E)At +3r(to)p (1)Ar’ + p (EAr 
~ abp(é&1)At ~2d y(to)a(é&)At 
-dg’(é,)At’=0 
由 于 Az 关 0, 上 式 除 以 At 得 
3x (to)p(E1) +3z(to)p (At + p (1)Ar’ 
— abp(é1)—2d'y(t0)g(é&,)— dg’(é,)At=0, (6.14) 
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令 At 一 0, 这 时 , 6&1 一 to, 6 一:0, 于 是 对 (6.14) 式 取 lim 得 
3x°(t0)p(to0)— abp(t0) —2d y(t0)g(t0)=0, 
其 中 p(z0)=x(to), q(to)= y(to), 再 由 zo 的 任意 性 得 
3x“(t)zx(t)~abr(t)~2d’y(t) y(t)=0。 


dy _3zx’~ab 
dr 2d) (6.15) 


0, 咱 皮 可 导 


1897 年 , 康 托 尔 指出 :“ 一 个 集合 就 是 指 我 们 察觉 到 的 或 在 我 们 
思维 中 的 一 些 确 定 的 、 不 同事 物 的 总 体 ;这 些 事 物 称 为 该 集合 的 元 
系 。 "从 此 集合 成 了 整个 近代 数学 的 基石 , 希 尔 伯 特 (Hilbert) 对 康 托 
尔 的 集合 论 欢 呼 道 :“ 康 托 尔 的 集合 论 为 我 们 创立 了 数学 上 最 广泛 、 
最 有 力 的 一 个 分 支 , 一 个 没有 人 能 把 我 们 赶 出 去 的 天 堂 。” 

仔细 推 殴 上 述 关 于 集合 的 描述 , 我 们 察觉 到 , 它 不 像 一 个 严格 的 
数学 定义 ;事实 上 每 个 数学 概念 都 要 依赖 于 先 于 它 而 定义 好 的 一 些 
概念 来 定义 , 如 果 依 此 递 推 , 追根 溯源 , 必然 有 一 批 最 简明 最 原始 的 
概念 , 已 经 没有 比 它 更 原始 的 概念 来 定义 它们 , 集合 就 是 这 种 原始 概 
念 之 一 。 这 种 朴素 原始 的 集合 概念 , 是 在 逻辑 上 若是 生 非 的 根源 之 


mil, 


心 


按 康 托 尔 集合 的 概念 ,考虑 26 个 英语 字母 组 成 的 集合 02, 由 于 
0 集合 不 是 一 个 英语 字母 ,所 以 Q& 2, 即 有 的 集合 不 是 自己 的 元 
素 , 这 是 容易 接受 和 容易 理解 的 现象 。 若 考虑 由 含 25 个 以 上 的 元 素 
组 成 的 集合 为 元 素 组 成 的 集合 人 4, 例如 QEA4; 因 为 含 25 个 以 上 元 
条 的 集合 不 止 25 个 ,所 以 A 的 元 素 个 数 也 超过 了 25 个 ,于 是 AE 
A。 即 按 康 托 尔 的 观点 , 允许 谈 集合 是 自己 的 元 素 , 存在 AE A 的 现 
象 ,也 有 Be& B 的 现象 ,其 中 A, B 是 某 些 集合 。 由 此 ,我 们 可 以 提出 
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如 下 的 怪 论 : 

皮 周 悖 论 :一 个 透明 封闭 的 不 可 穿 透 的 上 广 迪 , 里面 汉 了 一 些 元 
素 , 于 是 构成 了 一 个 集合 A, 按 康 托 尔 的 观点 , 如 果 AE A, 则 表明 这 
个 装 了 固定 的 一 些 元 素 的 皮 吉 又 装 在 目 己 里 而! 


0, |] 台 体 等 于 其 半 


康 托 尔 (Cantor), 1845 年 生 于 俄国 彼得 您， 丹麦 一 犹太 血统 , 1] 
岁 迁 居 德 国 , 1863 年 考 入 柏林 大 学 , 师 从 世界 著名 数学 家 维尔 期 特 
拉 斯 , 攻读 数学 , 1867 年 获 数学 博士 学 位 , 1879 年 升任 哈雷 大 学 教 
授 , 集合 论 创始 人 。 他 的 思想 方法 奇特 而 富 于 革命 性 , 受 同时 代 不 少 
传统 数学 家 的 排挤 , 患 精神 分 裂 症 , 于 1918 年 去 世 。 康 托 尔 在 数学 
上 创造 极 丰 , 科学 家 罗素 称 康 托 尔 的 业绩 是 “这 个 时 代 所 能 夸耀 的 最 
大 的 工作 。” 下 面 我 们 欣赏 他 的 几 个 脸 炙 人 口 的 重要 成 来 。 

数学 奇人 康 托 尔 第 一 个 提出 并 解答 了 自然 数 多 还 是 正 偶数 多 的 
问题 。19 世纪 的 数学 家 们 觉得 显然 是 自然 数 多 , 认为 偶数 与 奇数 各 
殷 自 然 数 之 半 。 康 托 尔 一 语 惊人 , 他 回答 说 , 自然 数 与 自然 数 集合 中 
的 偶数 一 样 多 ! 康 托 尔 独 创 了 “ 势 " 这 一 重要 数学 概念 , 你 看 两 个 集 
合 11,3, 51 与 12, 4, 61, 把 它们 两 方 的 元 素 “ 配 对 儿 " 成 二 家: (1,2)， 
(3,4), (5,6), 即 这 两 个 集合 元 素 间 能 一 一 对 应 , 恰 反 映 了 这 两 个 集 
合 元 素 个 数 一 样 多 。 于 是 对 于 不 论 有 限 集 合 还 是 无 穷 集 合 , 当量 仅 
当 两 者 元 素 间 能 一 一 对 应 者 , 则 称 两 者 的 “ 势 ” 相 等 , 或 称 两 者 元 系 一 
样 多 。 可见 自然 数 与 其 真子 集 一 一 全 体 正 偶 数 的 个 数 一 致 ;事实 上 ， 
双方 可 以 如 下 配对 (图 6-2)。 

在 有 限 集合 中 , 真子 集 元 素 个 数 当然 地 要 比 床 来 集合 的 元 率 个 
数 少 , 这 正 是 “全 体 大 于 部 分 ”的 欧 几 里 得 第 五 公理 , 这 已 是 几 千 年 来 
人 们 根深 带 固 的 传统 观念 。 自 从 康 托 尔 捅 了 无 穷 集 合 这 个 马蜂 帘 ， 
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DUO GD GD (四 … 
图 6-2 
竞 敢 谈 “ 整 体 等 于 其 半 ” 的 不 可 理喻 的 事 , 一 时 间 引 起 包括 克 罗 内 克 


(L. Kronecker) 和 庞 加 六 (HH.Poincaré) 等 权威 数学 家 的 狐 烈 反对 ,但 
康 托 尔 却 终 和 吴 不 渝 地 捍卫 着 自己 的 学 说 。 


0, | 仲 秘 的 康 托 水 尘 集 


把 [0, 1] 区 间 三 等 分 , 弃 中 间 的 子 区 间 | 十 , 子 | ,对 于 剩 下 的 两 个 
子 区 间 再 分 别 三 等 分 弃 中 间 的 开 区 间 , 如 此 反复 进行 “ 弃 中 "操作 , 我 
们 计算 一 下 最 后 剩 下 的 部 分 总 计 有 多 长 ,丢弃 的 部 分 总 计 有 多 长 ? 
设 丢 弃 部 分 总 长 度 为 4, 则 


即 丢 痉 部 分 之 总 长 就 是 [0, 1] 区 间 的 全 长 ! 剩 下 的 点 们 占有 的 总 长 
度 为 地, 显然 剩 下 的 点 是 无 穷 多 的 ,但 由 于 这 些 残 留 的 点 占有 的 总 长 
度 为 零 , 它们 像 侍 埃 似 的 散落 在 [0, 1 区间 上 , 所 以 称 其 为 Cantor 尘 
集 。 

下 面 我 们 "统计 "一 下 这 个 全 集中 的 点 有 多 少 ” 为 此 , 我们 从 10 
进 制 、 进 制 和 3 进 制 小 数 的 表示 法 谈 起 。 
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众所周知 , 一 个 小 数 a €[0,1] 可 以 表 成 十 进 制 形式 


a = 0.a1g2 ap 


二 tt 107 十 
其 中 a,€10,1,2,…,9),i1=1,2,…: 
同 理 a 可 表 成 二 进 制 形式 
a = 0.B1B2" Ba 
= 有 B 方 + 慨 六 + Bw 
其 中 8.€140,11,i=1,2,*… 
a 可 表 成 二 进 制 形式 
a = 0.7172 Yr" 


l 1 
二 和 了 


其 中 7 = 140,1,21,i=1,2,… 
例如 造 Cantor 尘 集 时 , 第 一 次 丢弃 的 区 间 在 三 进 制 之 下 为 


2 
二 ,和 | = (0.1,0.2) 
第 二 次 丢弃 的 两 个 区 间 在 三 进 市 中 为 
址 ， 台 | = (0.01,0.02) 


9’9 
BREE 
= (0.21, 0.22) 
不 难 证 实 ,第 次 丢弃 的 区 间 在 三 进 制 中 为 
(0.7172°% 7 711, 0.7172 7 -12) 
其 中 y;€10,21,i1=1,2,…,n 一 1。 说 明 在 丢弃 的 开 区 间 每 点 是 形 如 
0.7172…7x-117i+1… 的 三 进 制 小 数 。 
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考虑 集合 
上 工 
X=Irlzr=73+7 73+ 
+ A y; € 10,2|, i = 1,2,.| 


显然 外 CC[0, 1], 令 YY 是 造 Cantor 尘 集 时 丢弃 的 区 间 中 的 点 构成 的 
合 , 则 基 门 Y= 弛 ,所 以 革 是 Cantor 尘 集 之 子 集 。 
各 对 于 [0, 1] 中 每 个 点 a, 用 二 进 制 表达 时 


l 1 i 
4a=aFtant ta t+",a€ |0,1 


则 可 以 号 出 一 个 三 进 制 下 的 数 5 与 之 对 应 


p= 2a1 访 +242 训 + +2an 训 ++“… € [0,1] 


让 


其 中 b;E 10， 2 1， 1 二 1]1,2,…… 
反之 , 任 给 一 个 三 进 制 小 数 


p= bi +b l 


一 十 .十 户 一 十 .， 
3“ bn 37 


其 中 6b;€ 140,21, 则 可 写 出 一 个 二 进 制 小 数 


a=Q1 方 +92 入 + 二 an 证 


与 之 对 应 ,其 中 4;= 字 bi, i=1,2,… 

可 见 与 [0, 也 中 的 点 一 一 对 应 , 即 X 中 的 点 与 [0,1] 中 的 实数 
一 样 多 , 而 XXX 是 Cantor 侍 集 的 子 集 , 所 以 Cantor 尘 集中 的 点 也 不 比 
[10,1] 中 的 实数 的 “个 数 " 少 ,于 是 只 能 是 Cantor 集 的 元 素 个 数 ( 即 势 ) 
与 [0, 1j 中 的 实数 个 数 一 致 。 

与 我 们 的 习惯 思维 似 有 了 矛盾 :把 [0, 1] 区 间 挖 的 千 疮 百 孔 , 丢弃 
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的 总 长 度 和 [0, 1] 区 间 一 样 长 ,残余 的 点 们 占有 的 总 长 度 仅 为 0,0 就 
是 没有 了 呀 ! 但 是 , 这些 残 余 点 的 个 数 竟 和 [0, 1] 上 全 体 点 一 样 多 , 几 
乎 全 部 区 间 都 扔 掉 了 , 但 论点 的 多 守 , 似乎 像 没 有 丢 擅 什么 一 样 多 。 

由 此 例 可 见 康 托 尔 此 人 思维 之 深 莹 ,也 使 我 们 领会 到 , 切 不 可 把 
有 限 范围 内 的 思维 定 势 移植 到 无 穷 范围 去 照旧 看 行 世 寞 , 无 穷 沁 围 
内 是 什么 神出鬼没 的 事 都 可 能 发 生 的 ! 

数学 上 , 把 与 自然 数 集合 N 等 势 ( 即 可 以 一 一 对 应 ) 的 集合 的 
“ 势 " 记 成 a, 把 与 [0, 1] 等 势 的 集合 的 势 记 成 c, 康 托 尔 把 “ 势 " 又 称 
“浓度 "或 “基数 ”", 有 限 集合 的 基数 就 是 其 元 素 的 个 数 , 例如 11, 2, 3| 
的 基数 是 3; 但 对 无 穷 集 合 的 基数 , 例如 a 或 c, 就 不 是 目 然 数 了 , 康 
托 尔 把 无 穷 集 的 基数 叫做 “ 超 限 基数 ”。 

显然 xc< c, 一 个 尖锐 的 问题 是 : 

(x ) 存 在 集合 XX, 使 得 a<5<c 吗 ? (*) 其 中 0 是 X 的 基数 。 

这 里 所 谓 势 的 大 小 是 指 :两 集 可 一 一 对 应 时 , 说 两 者 等 势 ;两 集 
不 能 一 一 对 应 时 , 若 甲 集 与 乙 集 的 子 集 一 一 对 应 , 则 称 甲 的 势 比 乙 的 
热 小 。 

(x ) 是 现代 数学 当中 十 分 之 困难 的 一 个 问题 , 几乎 难 到 令 人 绝 
望 的 程度 , 数学 家 称 其 为 “连续 统 假设 "感觉 到 这 种 集合 X 不 存在 ， 
叉 无 力 证 实 , 故 称 为 “假设 ”。 


0, | 理发 师 悖 论 与 第 三 次 数学 危机 


1919 年 , 科学 家 罗素 提出 如 下 的 理发 师 导 论 ; 

“村 子 里 仅 一 名 理发 师 , 上 且 村 子 里 的 男人 都 需要 刮 明子 ,理发 师 
约定 :给 上 且 只 给 自己 不 给 自己 刮 明子 的 人 刮 胡子 。 

有 好 事 者 问 理发 师 ; “理发 师 先 生 , 你 目 己 的 妆 子 谁 来 刮 ? 

理发 师 无 言 以 对 。 因 为 如 果 理 发 师 说 “我 目 己 的 妆 子 目 己 刮 ” 


360 


6 © 〇 危机 篇 


那么 根据 他 与 大 家 的 约定 , 理发 师 不 能 给 自己 刮 胡子 的 人 刮 胡子 , 即 
这 时 他 不 该 给 自己 刊 胡 子 ;如 果 理 发 师 说 “我 的 胡子 不 自己 刊 ”, 那么 
根据 他 与 大 家 的 约定 , 理发 师 应 给 自己 乔 胡 子 。 可 见 理发 师 怎 么 回 
答 也 不 行 ! 

上 述 理发 师 导 论 可 以 稍微 数学 化 地 来 表述 , 设 集 合 

B= | 上 自己 刮 胡子 的 人 | 

右 理 发 师 € B, 即 理发 师 是 自己 刊 胡 子 的 人 ,但 由 “约定 ”, 他 不 该 给 
理发 师 刮 明子 , 即 理发 师 &B ,矛盾 ! 若 理发 师 &B, 即 理发 师 不 自己 刊 
胡子 , 由 “约定 ”他 应 给 自己 刮 胡子 , 即 理发 师 E B, 矛 盾 ! 

风 系 进一步 把 上 述 理发 师 那 论 变 成 下 面 的 一 个 数学 悖 论 , 称 为 
罗素 导 论 : 

“ 设 B= 集合 A1A &A|, 问 BEB 还 是 B&B?” 

显然 B 承 名 ; 若 BEB, 由 B 的 定义 , B 是 B 中 一 元 素 时 ,B 应 
有 性 质 BEB ,矛盾 ! 铬 B&B, 由 B 的 定义 , BEEB, 了 矛盾 ! 于 是 这 里 
发 生 了 无 论 如 何 摆脱 不 了 矛盾 的 荒唐 局 面 ! 

在 罗素 表述 尾 论 时 , 字 字 和 句 句 都 未 违反 康 托 尔 朴素 集合 论 的 观 
点 , 为 什么 出 现 了 自 相 矛盾 的 事 呢 ? 要 害 是 允许 写 BEB, 即 谈 某 些 
集合 目 己 是 自己 的 元 素 , 亦 即 允许 我 们 前 面 提出 的 “ 皮 宫 悖 论 ” 的 存 
在 ;为 了 排除 罗素 悖 论 , 保卫 已 建成 的 数学 大 厦 , 数学 家 策 墨 多 
(Zermelo) 、 弗 兰 殉 尔 (Freenkel) 等 抛 出 一 套 所 谓 公 理 集 合 论 的 公理 
系统 , 按 他 们 的 公理 规定 , 禁 谈 BE B, 从 而 解除 了 第 三 次 数学 危机 。 

第 二 次 数学 危机 出 现 的 前 夕 , 数学 界 一 派 升平 乐观 气氛 , 1900 
年 , 庞 加 莱 在 第 二 次 国际 数学 家 大 会 上 自信 而 兴奋 地 宣称 :“ 我 们 可 
以 说 ,现在 的 数学 已 经 达到 了 绝对 的 严格 。” 过 不 了 几 年 , 罗素 悖 论 
犹如 睛 天 壤 雳 , 使 数学 界 一 片 哗然 , 希 尔 伯 特 惊 呼 : “在 数学 这 个 号 
称 可 靠 性 与 真理 性 的 模范 里 ,每 个 人 所 学 、 所 教 、 所 用 的 概念 及 结构 
和 推理 方法 , 竞 导出 不 合理 结果 ;如 果 数 学 思考 也 失灵 的 话 , 那么 我 
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们 到 哪里 去 找 可 靠 性 和 真理 性 呢 ?” 

第 一 次 、 第 二 次 和 第 三 次 数学 危机 的 出 现 和 排除 使 数学 家 们 对 
数学 的 认识 更 为 清醒 了 , 人 们 有 了 思想 准备 , 也 许 还 有 第 四 次 、 第 五 
次 数学 危机 乃至 第 n 次 (nn 之 3); 但 可 以 相信 , 人 类 有 能 力 排除 任何 
数学 危机 , 而 且 , 每 次 数学 危机 爆发 之 日 ,就 是 新 的 数学 概念 、 新 的 数 
学 理论 孕育 之 时 , 随 着 危机 的 排除 ,数学 则 会 得 到 划时代 的 进展 己 突 
酸 。 


0， 坦 社 论 欣 党 


前 面 我 们 见识 了 罗素 的 理发 师 悖 论 、 集 合 论 中 的 罗素 悖 论 和 反 
喜 悖 论 , 我 们 看 到 , 悖 论 不 是 刻 论 , 它 虽 然 也 令 人 感到 别扭 和 不 区 ,但 
从 它 所 在 的 理论 体系 之 内 , 并 不 能 指出 其 错误 的 成 因 , 却 能 从 怪 论 推 
导出 自 相 矛盾 的 结论 , 为 排除 悖 论 , 必须 增补 改造 生出 迟 论 的 原理 论 


体系 。 
生活 中 和 数学 上 还 有 不 少 精彩 的 悖 论 , 下 面 列举 一 批 , 供 读 者 欣 
黄 与 分 析 。 


(1) 说 度 者 导 论 

一 个 克 里 特 人 说 : “我 说 这 人 句 话 时 正在 说 谎 。” 然 后 这 个 克 里 特 
人 间 听 众 他 上 面 说 的 是 真 话 还 是 假 士 ? 

这 个 悖 论 出 自 公元 前 六 世纪 希腊 的 克 里 特 人 伊 壁 孟 德 , 使 得 布 
腊 人 对 上 述 问 题 大 伤 脑筋 , 连 西方 的 圣经 (新 约 ) 也 引用 过 这 一 他 论 。 

事实 上 , 若 回答 这 个 克 里 特 人 说 , 他 这 人 句 话 是 说 的 真 话 , 那么 他 
“正在 说 谎 ”, 矛盾 ;如 果 回 答 这 个 克 里 特 人 说 , 他 这 句 话 是 假 话 , 即 他 
所 称 “ 正 在 说 谎 ” 是 假 的 , 那么 他 正在 说 真 话 , 又 矛盾 ! 可 见 对 这 位 砚 
里 特 人 的 “我 说 这 人 句 话 时 正在 说 谎 ” 不 可 判 其 真 亦 不 可 判 其 伪 。 

(2) 柏拉图 与 苏 格 拉 的 怪 论 
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相 拉 图 是 办 格拉 底 的 学 生 , 他 们 都 是 公元 前 400 年 左右 的 科学 
家 和 哲学 家 , 柏拉图 (公元 前 427 一 369) 被 誉 为 那个 时 代 最 有 学 问 的 
人 ,两 位 都 热心 于 数学 , 欧 几 里 得 就 是 柏拉图 的 门生 。 柏 拉 图 于 公元 
前 387 年 创建 希腊 雅典 学 院 , 大 学 门口 有 一 横 太 ,上 书 : “不 懂 几 何者 
不 得 入 内 ”。 这 所 大 学 一 直 开 办 了 900 年 ,于 公元 529 年 被 罗马 王 以 
“ 异 病 绰 说 ”的 罪名 查封 , 实 为 人 类 史上 反动 统治 者 仇恨 科学 破坏 科 
学 的 先河 。 相 拉 图 的 名 车 《理想 国 》( 共 和 国 ) 深 刻 曾 述 了 他 的 政治 与 
科学 主张 。 书 中 有 言 :“ 我 们 竭力 奉劝 我 国 未 来 的 主人 俞 学 习 算 术 ， 
为 了 灵魂 本 身 去 学 。” 柏 拉 图 的 门生 对 数学 做 出 了 重大 贡献 ,例如 欧 
几 里 得 的 《几何 原本 》。 

下 面 是 办 格拉 底 与 相 拉 图 师 生 的 一 段 对 日 : 

柏拉图 调侃 他 的 老病, 目 ;" 苏 格 拉 底 老师 下 面 的 话 是 假 话 。 

苏 格 拉 底 对 日 :“ 相 拉 图 上 面 的 话 是 对 的 。” 

厂 问 相 拉 图 、 甸 格拉 底 二 人 的 话 是 真 话 还 是 假 话 , 你 该 怎样 判断 
呢 ? 

如 采 相 拉 图 的 那 句 话 是 真 话 , 即兴 格拉 底下 面 的 话 当 真是 假 话 ， 
于 是 “柏拉图 上 面 的 语 是 对 的 "为 假 话 , 即 相 拉 图 上 面 那 句 话 是 假 话 ， 
与 假设 “ 相 拉 图 的 那 句 话 是 真 话 ”" 矛 盾 ; 如 果 相 拉 图 的 那 句 话 是 假 话 ， 
即 苏 格拉 底下 面 的 话 是 真 话 ,于 是 “柏拉图 上 面 的 话 是 对 的 ”为 真 话 ， 
即 相 拉 图 上 面 屠 句 话 是 真 话 , 与 假设 “柏拉图 那 句 话 是 假 话 ”矛盾 。 
于 是 不 管 说 柏拉图 说 的 那 句 话 是 真是 假 都 说 不 通 。 

同 理 可 以 推导 出 ,不 论 假 设 苏 格拉 底 的 话 是 真是 假 , 都 会 引起 了 矛 
盾 。 

(3) 鸡 皇 慑 论 

和 完 有 鸡 还 是 先 有 和 蛋 ? 

(4) 书 名 全 论 

美国 数学 家 斯 缘 灵 (Smullyan) 号 了 一 部 标题 为 《这 本 书 的 书 名 


数学 


Cot nn en er er en 和 
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entre rh 
th th oder re 
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ee 由 

i ee 
A 7 

站 

| Cd 
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二 


a 


是 什么 》 的 书 。 

问 : 期 缪 灵 的 这 本 书 的 书 名 是 什么 ? 

(5) 印度 父 女 导论 

早上 女儿 在 卡片 上 写 道 ;:“ 今 日 下 午 三 时 之 前 , 您 将 写 一 个 “不 ， 
字 在 此 卡片 上 上。” 随 即 女 儿 要 求 父亲 判 源 她 在 卡片 上 写 的 事 是 否 会 
发 生 ; 夺 判 源 会 发 生 , 则 在 卡片 上 写 “ 是 ”, 否则 写 “ 不 ”。 

器 .父亲 写 “ 是 ”还 是 写 “ 不 ”? 

(6) 意外 考试 怪 论 

教授 宣布 “下 周 某 日 进行 一 次 "意料 之 外 的 "考试 ,但 你 们 不 可 
能 事前 推测 出 考试 在 哪 一 天 进行 。” 

学 生 不 服气 ,说 :… 我 们 推 半 考 试 不 会 在 星期 五 进行 ,因为 星期 六 
和 星期 日 是 双休日 , 不 会 进行 考试 , 如 果 在 星期 五 考试 , 则 下 周 星 期 
四 那天 晚上 我 们 就 可 以 推测 出 来 了 , 于 是 您 的 考试 只 能 在 星期 一 到 
星期 四 某 天 进行 , 但 不 能 在 星期 四 进行 ,不然 我 们 在 下 周 星 期 三 就 可 
以 推测 出 来 , 依 此 类 推 ,所 以 您 所 说 的 考试 不 会 进行 , 纯 属 吓 旷 人 。” 

问 : 学 生 的 论证 成 立 吗 ”? 

事实 上 , 考试 可 以 在 下 周 五 进行 ,学 生 们 意料 之 中 推 浙 的 事 是 星 
期 五 不 能 考试 , 结果 老师 星期 五 来 考 , 不 正 是 意料 之 外 的 考试 吗 ! 所 
以 学 生 的 论证 不 成 这。 

前 面 的 鸡蛋 悖 论 、 书 名 尾 论 与 父 女 尾 论 请 读者 日 行 分 析 。 下 面 
举 出 几 个 数学 含量 高 的 导 论 。 

(7) 蠕虫 怪 论 

一 只 蠕虫 从 一 米 长 的 橡皮 绳 之 一 端 以 每 秒 1 悍 米 的 速度 息 问 为 
一 器, 橡皮 绳 同时 均匀 地 以 每 秒 伸 长 1 米 的 速度 回 同方 回 延 伸 , 蠕虫 
会 疏 到 另 一 端 吗 ? 蠕虫 每 前 进 1 厘米 , 同时 另 一 端 却 拉 远 了 1 米 , 近 
不 抵 疏 ,人 是 永远 朴 不 到 头 了 | 

算 算 看 : 
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第 1 秒 , 虫子 息 了 绳子 的 地 


第 2 秒 , 虫子 息 了 绳子 的 字 5 
第 ” 秒 ， 虫子 想 了 费 子 的 一 < 
前 24 秒 虫子 朴 的 总 路 程 占 绳子 全 长 的 比例 为 


| + 工 + 二 + + 二 | 
100\ 2 3 2* 
而 
工 1 1 
T 十 十 了 十 二 7 
_ 了 | 1 | 二 1 1 | 
= 1+ 省 |+ [二 + 二 |+ st+ot7yt+eg)t 
l 1 |. 可 1 上 1 
T2122 > 
工 + 工 + 工 + 工 二 + 二 + 1 
+ 六 十 六 十 站 gj 十 二 Dk 十 DA 十 + 
< < < 
2 项 
-1+ 二 +14...+ 寺 1+ 
一 上 十 三 十 十 十 全 二 工 + 
~ 
& 项 


当天 =198 时 ,1+ =100, 于 是 


lilirl 
100(1+2+41+ + 15%)>1 


所 以 不 超过 2 ” 秒 , 小 虫 可 想到 另 一 病 。 
这 一 尾 论 是 直 党 骗 人 所 致 。 
(8) 目 然 语言 表达 数学 的 怪 论 
先 看 几 个 用 目 然 语言 表达 数学 概念 的 例子 。 
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好 玩 的 
的 


QO 第 100000000 个 素数 。 

OD 虽然 未 能 构造 性 地 给 出 第 亿 个 素数 是 几 , 但 这 一 描述 确实 唯 
一 确定 地 是 指出 了 那个 素数 。 

@@12345678910 的 平方 。 

@ 明 确 无 误 地 定义 了 一 个 整数 值 。 

@ 比 x 大 的 最 小 整数 。 

定义 了 一 个 目 然 数 。 

DG@ 包 中 使 用 的 语言 是 汉字 \、 阿 拉 们 数字 和 和 布 敌 字母 等 人 类 的 
目 然 语言 ;我 们 称 每 个 汉字 、 外 文字 母 和 阿拉 人 数字 为 "上 月 然 字 ”, 于 
是 DO@ 中 的 自然 字 不 超过 100 个 , 即 作 @Q@ 用 不 超过 100 个 自然 
字 分 别 定义 了 一 个 目 然 数 。 

语言 迟 论 :no 是 用 不 超过 25 个 目 然 字 不 能 定义 的 最 小 正 整数 . 

数 一 数 上 述 no 定义 中 的 日 然 字 只 有 23 个 ,没有 超过 25 个 , 即 
用 不 超过 25 个 自然 字 即 定义 了 no0, 与 no 是 用 不 超过 25 个 目 然 字 
不 能 定义 相 了 矛盾 。 

这 个 尾 论 的 发 生机 制 是 用 日 然 字 定义 时 的 字数 如 何 确定 无 严格 
界定 的 标准 , 另外 什么 叫做 “不 能 定义 "也 含义 模糊 。 

(9) 异性 导论 

两 辆 大 轿车 上 都 习 60 名 乘客 , 甲 车 上 育 男 士 , 乙 车 上 家 女士 (不 
考虑 司机 ), 后 来 甲 车 上 有 30 名 男士 转 上 乙 车 ,之 后 从 乙 车 上 下 来 30 
名 乘客 , 不 知 其 中 几 男 几 女 , 上 了 甲 车 , 间 两 车 哪 辆 异性 多 ? 

若 不 假 思索 , 可 能 认为 乙 车 开始 时 从 甲 车 来 了 30 个 异性 ,后 来 
转 入 甲 车 的 异性 却 不 一 定 是 30 个 女士 , 所 以 乙 车 的 异性 多 , 至 少 不 
少 于 甲 车 。 其 实 这 是 一 种 思维 单身 性 的 误导 。 浸 实 上 ,最 后 两 车 上 
的 异性 一 样 多 。 这 个 有 趣 的 结果 ,相信 读者 认真 起 来 , 经 过 一 番 逻 和 辑 
推 寻 即 可 证 明 。 

(10) 抛 球 悖 论 
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四 用 少 “把 球 抛 给 乙 , 乙 随 即 用 才 “ 把 球 抛 给 甲 , 甲 随即 用 8 “把 球 
锰 给 乙 , 如 此 往返 抛掷, 以 至 无 穷 次 抛 球 , 最 后 球 落 谁 手 ? 
算 一 算 球 运动 的 总 时 间 为 


即 球 1 后 即 停止 了 。 

既然 1 后 球 停止 了 , 停 在 哪里 呢 ?! 

(11) 莹 诡 悖 论 

芝 诺 (Zeno) 说 :运动 不 存在 。” 他 的 证 明 如 下 :如 果 一 物 从 A 损 
直线 运动 到 B 点 , 则 它 到 B 之 前 必须 经 过 AB 线段 中 点 C1 至 少 一 
次 ;同时 , 它 必须 经 过 ACi 中 点 C; 至 少 一 次 , 如 此 递 推 , 它 必须 经 无 
穷 个 操 C1, Ca Cas 每 到 C 字号 点 一 次 , 都 需 耗 用 一 定 的 时 
间 , 于 是 它 永 远 到 不 了 B 点 ,所 以 一 物 永 远 不 会 从 A 运动 到 B, 有 即 物 
不 能 运动 。 

芝 诺 的 谎话 骗 不 了 三 岁 儿 童 ,因为 到 处 都 有 运动 着 的 物体 。 

从 数学 上 看 , 无穷 段 时 间 之 和 未 必 是 无 限 的 , 例如 上 面 的 抛 球 时 
间 是 了 ,但 可 抛 无 穷 次 。 

(12) 包 免 性 论 

乌 印 对 兔子 说 :“ 你 不 要 想 追 上 我 , 我 现在 在 你 前 方 1 米 , 虽然 你 
的 速度 是 我 的 百倍 , 但 等 你 追 到 我 现在 的 地 点 , 我 又 回 前 私 了 1 厘米 


到 C1 点 ,等 你 追 到 Ci 点 , 我 已 卜 到 距 你 0 厘米 的 Cs 点 ,如 此 下 


去 ,你 总 在 C; 点 ,我 却 在 你 前 方 Ci; 1 点 。” 免 子 不 服气 , 可 又 说 不 过 


乌龟 。 实际 上 , 如 果真 比赛 起 来 ,用 不 了 1, 人 兔子 已 跑 在 马 多 前 面 了 。 


请 该 者 做 锡 子 的 辩护 人 。 
(13) 选举 俘 论 


A, B,C 竞选 ,民意 测验 表明 :有 5 的 选民 愿 选 A 而 不 愿 选 ， 
有 入 的 选民 愿 选 B 而 不 愿 选 C。 于 是 A 说 :“ 根 据 入 的 选民 保 我 而 反 
B, 忆 的 选民 保 B 而 反 C, 说 明 我 优 于 B, B 优 于 C, 于 是 我 优 于 C， 
从 而 我 最 优 , 应 选 我 。”C 不 服 , 反 展 相 讨 道 : 那 保 A 有 反 B 之 外 的 


3 选民 反 A 而 保 C， 证 和 保 忆 而 反 C 的 过 民 之 外 的 选民 反 A 而 


保 C, 则 形成 的 选民 保 C 而 反 4, 按 您 的 逻辑 , 我 亦 优 于 您 ,您 又 优 
于 也 ,我 C 最 优 ,应 远 我 。”B 拉 着 说 :“ 按 你 们 的 说 法 , B 优 于 C,C 
优 于 A, 则 B 优 于 A, 即 我 亦 最 优 , 应 选 我 。” 

这 种 民意 测验 能 说 明 什 么 呢 ? 

上 述 导论 最 初出 目 肯 尼 思 : 阿 洛 (K.Arrow) 之 手 , 阿 洛 于 1972 
年 获 诡 贝 尔 经 济 学 奖 , 1951 年 他 给 出 关于 民主 选举 的 所 谓 选 举 公 
理 , 以 求 得 选举 的 公平 合理 ,避免 发 生 独 裁 者 从 中 操纵 选举 的 可 亚 问 
题 。 后 来 他 又 证 明 出 一 条 定理 , 指出 不 存在 满足 Arrow 公理 的 十 全 
十 关 的 民主 选举 。 

售 深 究 “ 选 华 数 学 ”的 读者 可 阅读 《数学 模型 基础 )( 王 树 禾 著 , 中 
国 科 学 技术 大 学 出 不 社 , 1996)。 

(14) 广义 芝 诺 屠 论 

一 只 发 下 在 两 骑 目 行车 者 之 则 来 回 飞行 , 目 行车 相对 而 行 , 两 车 
习 速 , 丝 每 小 时 2 公里 ,开始 相距 1 公里 , 当 两 车 在 中 途 相 遇 时 , 飞 由 
飞 同 哪 一 边 ?” 它 共 飞 行 了 多 少 公 里 ? 

这 个 问题 如 果 考 虑 飞 忠 不 停 折 运 , 则 计算 它 的 飞行 里 程 比 较 复 
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杂 , 事 实 上 , 设 飞 虫 飞速 为 wo, 则 它 共 飞行 了 十 vo 公里 , 因为 两 车 运 
行 时 间 与 飞 虫 的 飞行 时 间 都 是 1 刻 钟 。 至 于 飞 虫 在 两 车 相遇 时 飞 回 
何方 , 则 与 (10) 中 的 抛 球 怪 论 相似 。 

更 有 趣 的 是 该 悖 论 的 逆 问 题 ; 两 自行 车 及 一 飞 虫 从 相距 为 1 公 
里 的 A, B 之 中 间 C 出 发 ,两 车 相 尼 匀速 行驶 ,速度 为 每 小 时 2 公里 ， 
虫 在 两 车 间 不 停 地 匀速 往返 , 问 两 车 到 达 A 与 B 点 时 , 虫 在 何 处 ? 

答案 出 乎 我 们 的 直 党 之 外 , 竟 是 : 飞 虫 可 以 在 两 车 之 间 的 任何 一 
点 。 事 实 上 , 若 把 飞 虫 放 在 A, B 间 任 一 点 , 两 车 分 别 从 A, B 两 点 相 
对 而 行 , 结果 两 车 及 飞 虫 同时 于 A, B 中 点 C 会 合 , 所 以 其 逆 过 程 则 
是 两 车 行 至 A 与 B 时 , 虫 可 飞 至 A、B 间 任 一 点 处 。 这 一 答案 真是 
不 可 思议 ! 正如 科学 家 普 里 斯 特 所 说 ;“ 悖 论 中 充满 着 令 人 惊奇 的 内 
容 , ”这 位 年 轻 的 数理 逻辑 专家 1979 年 号 召 : “应 当 接受 悖 论 ,学 会 村 
悖 论 好 好 相处 。”1930 年 , 哲学 家 维 根 斯 坦 口 出 狂言 :我 敢 预言 ,总 
会 有 一 天 , 出 现 包 含 着 矛盾 的 数学 研究 , 人 们 将 会 真正 感到 目 紧 , 因 
为 他 们 把 自己 从 协调 性 的 束缚 中 解放 出 来 。 本 书 作者 认为 维 根 斯 坦 
的 话 似 有 道理 , 不 可 全 信 , 也 不 可 全 不 信 。 

悖 论 不 是 坏 东 西 , 你 看 悖 论 是 多 么 生动 、 恢 谐 和 令 人 机 智 、. 聪 明 
地 进行 思考 ;而 某 些 重要 悖 论 的 出 现 , 恰 为 科学 进步 , 新 概念 诞生 的 
接生 婆 ; 悖 论 不 但 有 趣 , 而 且 屠 论 有 用 。 


0, 哥 德 尔 拌 出 了 数学 的 家 丑 


库 尔 特 . 哥 德尔 (Kurt G6del), 1906 年 生 于 奥地利 布 吕 恩 城 的 一 
个 富裕 家 庭 , 父母 皆 受 过 高 等 教育 , 哥哥 是 医学 博士 。 他 1924 年 考 
入 维也纳 大 学 , 学 习 理论 物理 专业 , 后 参加 “维也纳 小 组 ”, 这 一 “小 
组 "是 一 群 天 才 的 年 轻 数 学 家 的 学 术 团 体 。 他 1930 年 获 哲 学 博士 学 
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位 。1942 年 结识 爱 因 斯 坦 , 从 此 两 人 成 为 知心 朋友 直至 1955 年 爱 因 
斯 坦 去 世 。 他 1951 年 获 耶 鲁 大 学 荣誉 博士 学 位 和 首届 爱 因 斯 坦 奖 
金 ,大 科学 家 冯 ' 诺 伊 曼 发 表 贺 词 称 哥 德尔 的 工作 是 “巨型 陆 标 ”; 哥 
签 尔 1952 年 获 哈佛 大 学 荣誉 博士 学 位 , 1955 年 当选 美国 科学 院 院 
士 , 1975 年 获 福特 总 统 颁发 的 国家 科学 勋章 。1978 年 1 月 14 日 与 世 
长 梧 ,死因 是 “营养 不 良和 食物 不 足 ”。 代 表 作 是 1931 年 在 《月 刊 y 杂 
世上 发 表 的 《4 论 ' 数 学 原理 ' 及 有 关系 统 中 的 不 可 判定 命题 )。 该 文 被 
党 为 “20 世纪 最 有 意义 的 数学 真理 ”。 

可 德尔 的 不 可 判定 命题 向 数学 基础 进行 了 严肃 的 挑战 。 一 个 命 
题 网 是 一 种 判断 , 不 论 是 否 已 经 知道 它 的 真 假 , 总 是 或 真 或 假 , 二 者 
必 居 其 一 , 例如 ， 

台湾 是 中 国 的 领土 。 

@ 双 娩 星 是 20 世纪 的 中 国 皇 帝 。 

中 四 部 是 命题 , 由 是 真 命题 , 而 @ 是 假 命题 。 

假 命 题 是 不 可 证 的 。 

如 采 不 考虑 真 假 , 若 A 是 一 个 命题 , 则 “A 不 可 证 ”也 是 一 个 命 


下 面 是 著名 的 “ 哥 德 尔 命题 ”: 
A:“A 不 可 证 ”。 

可 德尔 说, 他 考虑 的 这 个 命题 与 说 谎 者 悖 论 存在 相似 之 处 。 

A 的 否定 命 上 题 记 成 “|A”, |A 读 成 非 A。 

下 面 证 明 哥 德尔 命题 A 与 其 否定 命题 14 和 皆 不 可 证 明 。 

(1)A 真 

事实 上 , 告 A 假 , 即 “A 不 可 证 "为 假 , 于 是 A 可 证 , 从 而 A 假 且 
A 可 证 , 此 与 假 命 题 不 可 证 矛盾 ,所 以 A 真 。 

(2) A 不 可 证 

大 A 可 证 , 则 “A 不 可 证 ”为 假 ,于 是 A 假 , 与 (1) 中 得 到 的 A 真 
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相 违 ,所 以 A 不 可 证 。 

(3) 1A 不 可 证 

由 (1) 知 A 真 , 于 是 1A 是 假 的 ,所 以 1A 不 可 证 。 

由 (2) 与 (3) 知 4 与 1A 同时 不 可 证 。 即 对 于 命题 A, 其 其 假 不 
可 判定 ! 

19 世纪 到 20 世纪 30 年 代 , 数学 家 克服 了 数学 的 危机 , 巩固 了 数 
学 的 基础 ,建立 了 丰功伟绩 , 涌现 出 大 量 的 新 理论 , 解决 了 一 大 批 十 
分 困难 的 数学 问题 , 数学 界 一 派 乐观 情绪 , 甚至 认为 几 能 用 数学 语 诗 
明确 提出 的 问题 , 都 必须 而 且 能 够 严格 地 加 以 证 明 或 证 伪 , 谁 也 没 想 
到 会 存在 不 能 证 其 真 也 不 能 证 其 伪 的 命题 。 大 数学 家 希 尔 但 特 1930 
年 发 表 《 数 学 的 基础 ) 一 文 , 提出 数学 史上 闻名 于 世 的 "和希 尔 们 特 纲 
领 ” 其 要 点 有 二 :一 是 证 明 形 式 化 (建立 公理 系统 , 使 用 形式 (从 号 ) 
语言 ) 之 后 , 一 切 数学 系统 内 的 定理 都 是 可 证 的 ;二 是 证 明 形 式 化 之 
后 ,数学 系统 是 完备 的 , 即 一 切 数学 真理 都 将 是 这 个 形式 系统 的 定 
理 。 

可 德尔 的 不 可 判定 命题 宣判 了 希 尔 伯 特 纲 领 的 破产 。 

古今 中 外 ,多少 平凡 的 人 和 伟大 的 人 物 , 都 赞 不 绝口 地 歌 癸 着 数 
学 的 完美 .严谨 和 和 谐 , 高 斯 说 ,;“ 数 学 是 科学 的 皇后 ”, 伦 尼 叶 则 乳 炎 
“ 美 是 数学 的 一 个 基本 特征 , 数学 真理 永远 是 美丽 的 , 而 美的 东西 总 
是 真 的 。” 哥 德尔 深刻 , 哥 德 尔 古怪 , 他 并 不 因为 自己 是 数学 家 而 并 
沾 自 喜 于 数学 光明 的 一 面 , 他 揭露 了 数学 不 完备 性 的 阴 瞳 面 , 拌 出 了 
数学 的 家 丑 , 明确 了 数学 的 确定 性 正在 并 失 

一 部 充满 了 光辉 成 就 的 数学 史 , 同时 也 是 一 部 数学 灾难 史 , 怪 论 
和 和 危机 此 伏 彼 起 ,矛盾 和 难题 层出不穷 , 其 中 有 的 可 以 克服 , 有 的 则 
不 可 克服 ! 数学 是 美丽 的 , 数学 是 丑陋 的 , 它 的 丑 与 美 都 值得 我 们 学 
习 , 都 值得 我 们 欣 贫 。 
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不 确定 性 确 拓 使 矛盾 出 现 并 且 必 须 得 以 解 
决 。 至 今 已 有 25 个 世纪 之 久 , 数 学 家 们 一 直 在 改 
正 他 们 的 错误 ,并 且 看 到 了 这 门 科学 欣欣 向 荣 ,使 
他 们 对 未 来 充满 布 望 。 


一 一 布尔 巴 基 


由 从 秀 头 悖 论 谈 起 


一 位 已 经 谢 项 的 老 教授 与 他 的 学 生 争 论 他 是 否 为 秃头 的 问题 。 

教授 :“ 我 是 秃头 吗 ?” 

学 生 .“ 您 的 头顶 上 已 经 没有 多 少 头发 , 对 不 起 , 确实 应 该 说 是 。” 

教授 “你 秀 发 稠密 , 绝对 不 算 秃头 , 问 你 , 如 果 你 头 上 脱落 了 一 
根 头发 之 后 , 能 说 变 成 了 秃头 吗 ?” 

学 生 :我 减少 一 根 头发 之 后 , 当然 不 会 变 成 秃头 。” 

教授 “好 了 ,总 结 我 们 的 讨论 ,得 出 下 面 的 命题 ， 

,如果 一 个 人 不 是 秃头 ,那么 他 减少 一 根 头发 仍 不 是 秃头 ， 你 说 
对 吗 ?” 

学 生 :“ 对 1!” 

教授 “我 年 轻 时 代 也 和 你 一 样 一 头 秀 发 , 当时 没有 人 说 我 秃 


7 ©O 思想 篇 


关 , 后 来 随 年 事 的 增高 , 头发 一 根 根 减 少 到 今天 这 个 样子 。 但 是 每 
挥 一 根 头发 ,根据 我 们 刚才 得 到 的 命题 我 都 不 应 称 为 秃头 , 这 样 
经 有 限 次 头发 的 减少 , 用 这 一 命题 有 限 次 , 结论 是 . 

我 今日 仍 不 是 秃头 。” 

学 生 笑 而 无 语 ,教授 把 他 故意 的 诡辩 称 之 为 “ 秀 头 悖 论 ” 并 向 学 
生 讲 授 起 模糊 数学 的 理论 和 应 用 。 

全 今 模糊 数学 已 经 发 展 成 一 门 不 但 充满 哲理 趣味 崔 然 , 而 目 应 
用 极 广 的 数学 分 支 。 

事实 上 ,宇宙 间 的 事物 并 不 总 是 非 此 即 彼 ， 世界 上 的 人 并 不 总 是 
“不 是 我 们 的 朋友 , 就 是 我 们 的 敌人 ” 我 们 的 立场 也 并 非 * 凡 是 敌人 拥 
扩 的 我 们 就 要 反对 , 凡是 敌人 反对 的 我 们 就 要 拥护 ” 日 音 生 活 当中 ， 
有 众多 模糊 的 说 法 , 诸如 “大 个 子 ”, “小 青年 ” “水 不 深 ”,“ 天 气 不 冷 ” 
等 等 , 更 有 甚 者 , 例如 病毒 , 它 有 些 生命 现象 , 例 如 分 裂 繁殖 , 它 既 没有 
细胞 核 又 无 细胞 壁 , 你 说 它 是 生物 还 是 非 后 物 ?1 义 例 如 牡 昨 , 泥 里 筑 
宽 , 水 中 游戏 , 大 量 繁衍 后 代 , 有 性 生殖 , 但 牡 蚌 的 性 别 却 随 年 龄 与 季节 
的 变化 ,使 得 峻 雄 有 别 的 “天 理 " 变 得 十 分 模糊 ! 1965 年 以 前 , 数学 界 
对 种 种 模糊 现象 故意 视而不见 , 按 经 典 的 确定 性 数学 的 理论 和 方法 , 对 
这 些 “讨厌 的 "模糊 对 象 , 既 无 法 推理 , 也 不 好 计算 ， 不 来 取 视 而 不 见 的 
仿 度 又 能 怎么 办 呢 ?1 例如 从 集合 论 的 观点 , 一 个 元 素 或 属于 给 定 的 集 
合 A 或 不 属于 这 一 集合 A, 二 者 只 能 发 生 其 一 如 果 用 所 谓 集合 A 的 
特征 函数 来 表示 , 则 有 
1， 当 工 GA 
0， 当 z& A4 
用 这 种 方式 来 解决 秃头 问题 , 怎么 回答 “教授 是 否 属 于 充 头 集合 ” 呢 ! 

1965 年 ,加利福尼亚 大 学 控制 论 专家 L. A. 查 德 (L.A. Zadeh) 首 
次 提出 模糊 集合 的 概念 ， 开 尽 了 对 模糊 事物 的 数学 研究 ,诞生 了 一 个 
新 的 数学 分 支 一 一 模糊 数学 。 


HAA( 工 ) = 
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以 “老年 集合 "和 “年 轻 集合 ”为 例 ,分 别 记 之 为 O 和 YY， 下 面 画 
一 表示 是 模糊 集合 , 只 能 谈 茶 人 属于 O 〇 或 了 的 隶属 程度 是 多 少 ， 
而 不 是 说 55 岁 的 人 到 底 古 属于 0 还 是 Y。 与 确定 性 集合 的 特征 
函数 相对 应 地 , 对 于 模糊 集合 , 则 定义 隶属 函数 ; 地 征 画 数 只 有 0 
与 1 两 个 值 ,0 表示 否 , 1 表示 是 , 而 隶属 函数 则 可 以 取 遇 [0， 1] 区 

间 的 一 切 值 ,例如 O 与 Y 的 隶属 函数 分 别 为 

0, 0 二 zx 去 50 
-| _ 


[1+| 2 “| ，50<z<100 


wo(z) 的 图 像 如 图 7-1。 


1，0< 过 委 25 
uy(x)= 一 “一 


[1+ [232 | ,25<x<100 


uy( 工 ) 的 图 像 如 图 7-2。 


图 7-1 图 7-2 


例如 60 岁 的 人 , py(60) =0.02, 他 只 1 有 2% 的 可 能 隶属 于 年 径 
人 集合 , 这 文 是 合情合理 的 一 种 定量 。 事 实 上 , 60 岁 的 人 绝 大 多 数 已 征 
误 老 多 病 , 不 能 称 得 起 年 轻 了 , 但 也 有 极 少数 60 岁 有 的 人 ,5 或 因 遗 传 因 
素 .或 因 自身 的 健康 情况 与 心理 因素 , 仍然 活力 实在 ， 其 身体 的 实际 
水 平 远 高 于 同龄 人 。 

运用 模糊 集合 的 思想 , 可 以 处 理 各 种 模糊 现象 ， 建立 模糊 数学 模 
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型 , 进行 定量 或 定性 的 数学 分 析 。 

在 不 确定 性 的 模糊 现象 的 背景 下 , 孕育 了 生气 勃 擂 的 模糊 数学 。 
而 完全 没有 实际 背景 , 由 数学 家 和 赁 至 制造 的 一 些 数学 概念 往往 征 没 
有 生命 力 的 。 

在 应 用 研究 当中 , 模糊 数学 的 思想 与 方法 已 经 广泛 渗透 到 物理 、 
化 学 生物、 医学 心理、 气象、 管理、 经 济 、 拖 制 等 众多 领域 , 并 取得 了 
丰硕 成 果 。 

当 实 际 模 型 不 能 用 已 有 的 数学 方法 来 对 付 时 , 应 当 考 虑 建立 新 
的 数学 概念 乃至 新 的 数学 分 支 , 模糊 数学 的 创立 就 是 这 方面 的 模范 。 


,数学 内 容 是 发 现 的 还 是 发 明 的 


关于 数学 内 容 是 发 现 还 是 发 明 的 争论 由 来 已 久 , 这 个 问题 不 仅 
反映 数学 家 们 对 他 们 工作 成 果 的 看 法 , 而 且 也 反映 出 数学 是 否 具有 
真理 性 这 样 一 个 极 严肃 的 问题 。 

“发 现 派 " 认 为 数学 家 通过 正确 的 逻辑 推理 得 出 的 结论 和 物质 
现实 同样 可 靠 , 数学 概念 和 定理 不 是 他 们 自己 创造 的 , 而 是 大 自然 
固有 的 规律 性 的 反映 , 例如 正 整数 , 绝 不 是 古 希腊 数学 家 丰富 想像 
力 的 结果 , 而 是 从 人 类 经 验 中 总 结 出 来 的 , 整数 及 其 运算 性 质 犹如 
天 文学 家 发 现 天 上 的 行星 及 其 运行 规律 一 样 地 相似 。 

发 现 派 的 观点 未 免 过 分 “唯物 ", 太 绝对 化 了 , 他 们 的 观点 之 中 有 
正确 的 一 面 ,但 是 , 事实 上 数学 家 们 也 确实 发 明 过 不 少 自然 界 并 不 存 
在 的 数学 概念 与 方法 ,例如 V1, 复数 , 四 维 空间 , 以 及 各 种 运算 技 
巧 。 

应 该 说 , 数学 的 主体 部 分 是 由 数学 家 发 现 的 , 工具 性 部 分 是 发 明 
的 , 犹如 木工 发 现 木材 可 以 造 舟 , 而 鲁班 则 发 明了 锅 。 木 材 及 其 性 质 
是 被 发 现 的 , 木工 的 工具 和 制作 木器 的 技术 则 是 发 明 的 。 


本 书 中 谈 过 的 混沌 和 图 是 发 现 的 。 而 用 二 进 制 小 数 研究 混沌 和 
图 论 中 求生 成 树 的 算法 或 五 色 定 理 的 证 明 方 法 则 纯 属 发 明 。 

“发 明 派 ”认为 数学 整个 都 是 人 类 大 脑 的 产物 , 是 纯 思 维 。 数 学 
中 人 类 和 赁 思维 创造 的 内 容 究 况 有 多 少 ? 如 何 鉴别 哪些 内 容 是 发 明 
的 ?这 倒是 值得 考 青 的 问题 。 至 于 说 数学 内 容 丝 为 人 类 之 发 明 , 则 
不 符合 实际 ,例如 “ 勾 三 股 四 弦 五 ”的 事实 绝 不 是 哪 位 聪明 人 想 出 
来 的 , 而 是 “看 得 到 量 得 出 ”而 被 发 现 的 , 进而 证 明了 一 般 形式 的 勾 
股 定 理 。 勾 股 定理 是 发 现 的 , 而 其 证 明 是 发 明 的 ,人 们 发 明 设计 了 
多 种 勾 股 定理 的 证 明 方 法 。 罗 巴 切 夫 斯 基 公 理 是 数学 发 明 中 最 突 
出 的 事件 之 一 ,事实 上 , 谁 也 没有 发 现 过 直线 外 一 点 可 以 引 两 条 直 
线 与 原来 那 条 直线 平行 , 只 是 由 于 大 家 怎么 也 证 明 不 了 欧 几 里 得 
的 第 五 公设 , 才 硬 是 反 其 这 而 言 之 ,用 与 第 五 公设 相反 的 一 条 公理 
来 蔡 代 第 五 公设 ,于 是 发 明了 有 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 。 至 于 非 欧 几何 
有 用 , 倒 不 能 说 明 非 欧 几 何不 是 发 明 , 例如 锯 有 用 ,但 锯 确 为 人 类 
之 友 明 一 样 。 

在 现代 数学 当中 ,发 明 十 分 重要 ,设想 没有 微 积 分 的 发 明 , 很 
多 面积 和 体积 就 无 法 算出 , 对 已 发 明 的 数学 工具 之 研究 和 和 运用， 
是 数学 工作 的 主要 内 容 之 一 。 而且 针 对 一 些 实际 问题 和 理论 研究 
的 需求 ,还 应 再 发 明 新 的 更 为 有 力 的 数学 工具 。 

发 现 新 的 数学 领域 则 具有 头等 重要 的 意义 ,例如 20 世纪 后 半 
叶 , 数学 物理 工作 者 发 现 的 混沌 分形、 突变 论 、 模 糊 数学 、NPC 问 
题 , 等 等 ,成 了 当今 数学 与 计算 机 科学 的 中 心 内 容 。 

一 个 好 的 数学 家 要 发 现 发 明 两 种 才干 兼 而 有 之 , 要 能 发 现 数学 
志 窜 的 新 大 陆 , 又 要 成 为 如 何 开拓 耕耘 发 现 的 新 土地 的 能 人 。 

发 现 徘 经 验 , 发 明 靠 聪明 , 数学 规律 是 自然 界 的 真理 , 不 但 要 对 
数学 有 全 面 的 掌握 , 而 且 要 对 自然 界 和 人 类 社会 的 现象 感 兴趣 的 数 
学 家 才 可 能 发 现 有 生命 力 的 新 数学 。 另 外 , 有 足够 天 分 与 聪明 的 数 
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7 〇 思想 篇 


学 家 不 断 发 明 新 的 数学 方法 , 使 数学 科学 更 巧妙 , 更 艺术 , 更 美 , 更 好 
用 。 


1 应 用 数学 是 坏 数 学 吗 


有 不 少 不 小 的 数学 家 宣称 数学 是 艺术 。 例如 英国 数论 专家 G. 哈 
代 (G.H.Hardy，1877 一 1947) 就 是 主张 数学 家 为 “艺术 而 艺术 ”的 代 
表 人 物 之 一 。 他 认为 数学 的 本 质 是 艺术 性 , 他 说 :“ 那 些 死 后 受 人 怀 
念 的 伟大 数学 家 与 任何 大 大 小 小 的 艺术 家 的 贡献 比 起 来 , 只 有 大 小 
之 分 ,没有 本 质 差 别 。”“ 美 观 是 评价 模型 的 标准 ”, 美 是 “第 一 个 考 
验 , 世界 上 没有 丑恶 数学 的 永久 地 位 ”。 美 国 的 代数 学 家 P. 哈 尔 英 斯 
也 持 有 与 哈代 相似 的 观点 , 他 说 :“ 不 可 否认 , 我 认为 数学 的 大 部 分 之 
所 以 受 尊敬 和 爱慕 的 原因 , 不 外 乎 是 它 有 趣 。 我 喜欢 凡事 都 是 为 它 
本 身 而 去 做 的 看 法 , 数学 是 人 类 精神 的 光辉 创造 , 即使 没有 任何 实际 
应 用 ,也 值得 生存 下 去 , 难道 这 样 说 真 的 会 有 什么 大 争 吗 7 

请 注意 , 哈代 和 哈 尔 莫 斯 都 是 当代 大 数学 家 , 他 们 对 数学 的 页 献 
之 大 , 为 人 之 典范 , 都 是 我 们 学 习 的 榜样 , 他 们 在 世界 科学 界 受 到 极 
高 的 尊敬 , 但 他 俩 的 这 种 数学 思想 却 未 必 全 面 确 切 。 事 实 上 , 数学 就 
是 数学 , 它 不 是 别 的 什么 , 它 的 全 名 叫做 数学 科学 , 它 有 文化 和 世 术 
性 的 表现 ,但 它 只 是 科学 ,不 是 艺术 。 

哈代 厌恶 的 所 谓 “ 丑 恶 数 学 ”, 指 的 是 有 实际 应 用 价值 的 数学 内 
容 , 他 说 :数学 很 少 有 实用 价值 , 而 有 用 的 很 小 的 一 部 分 却 比 较 之 
味 。 数 学 定理 的 严肃 性 不 在 于 它 的 实用 效果 , 实用 效 采 是 无 关系 要 
的 。” 他 又 说 有 用 处 的 数学 “是 颇 为 死板 的 , 真正 的 数学 家 的 真正 数 
学 几乎 是 完全 无 用 的 , 不 管 是 “应 用 数学 ' 还 是 纯 数学 , 都 是 如 此 , 其 
正职 业 数学 家 的 一 生 是 不 可 能 靠 其 工作 的 “实用 性 "来 评价 的 ”。 

这 种 贬低 甚至 抵制 应 用 的 观点 显然 是 不 能 接受 的 。 非 线性 物理 
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中 的 混沌 现象 存在 的 奇形怪状 美丽 动人 的 奇怪 不 变 集 , 难道 不 是 数 
学 家 的 美好 作品 吗 ” 看 不 出 它 有 多 人 么 丑 杰 。 

历史 上 , 有 更 多 的 大 数学 家 反对 以 “为 艺术 而 艺术 ”从 事 数 学 工 
作 , 这 些 人 的 观点 则 是 正确 的 。 

例如 著名 数学 家 庞 加 莱 认 为 数学 有 三 重 目的 , 首先 是 必须 为 自 
然 便 究 提 供 工具 , 其 次 是 它 的 哲学 目的 , 最 后 才 是 艺术 上 的 好 感 。 

沃 尔 夫 (Wolf) 奖 获得 者 , 美国 著名 数学 家 拉克 斯 (P. Lax) 说 得 
对 :; 今天, 我们 可 以 毫 无 顾忌 地 说 , 纯粹 数学 的 浪潮 已 经 逆转 , 在 不 
太 久 二 的 过 去 , 如 果 一 位 数学 家 说 “应 用 数学 是 坏 数 学 ', 或 者 说 ' 最 
好 的 应 用 数学 是 纯粹 数学 ', 他 会 得 到 别人 的 赞同 和 欢迎 ,但 今天 ,如 
来 有 人 这 么 说 ,他 就 会 被 人 们 视 为 恩 昧 元 知 。” 

匈牙利 著名 数学 家 汉 : 诺 意 曼 说 :“ 一 门 数 学 科学 脱离 它 的 经 验 
果 源 太 远 之 后 或 者 经 过 太 多 的 ‘抽象 配种 ', 它 就 有 退化 的 危险 。” 

19 世纪 俄国 最 杰出 的 数学 家 契 比 雪夫 (Chebyshev) 则 一 针 见 血 
地 批评 那些 轻视 数学 应 用 的 数学 家 说 “使 数学 脱离 实际 需要 , 就 好 
比 把 母 牛 天 起 来 不 让 她 接触 公牛 。” 

目 然 界 和 人 类 社会 当中 的 实际 问题 的 定量 或 定性 的 研究 与 解 
决 ,是 数学 的 最 重要 的 起 源 与 日 标 , 应 用 数学 并 非 坏 数学 。 


1 4 数学 定理 为 什么 必须 证 明 

当年 意大利 科学 家 仰 利 略 在 比萨 斜 塔 上 做 自由 落体 实验 , 经 若 
下 次 重复 实验 , 发 现 从 塔 顶 落下 的 石子 落地 的 时 间 总 是 相等 的 , 且 有 
规律 = 字 X9.8x 22, 其 中 是 塔 高 ,+ 是 时 间 , 单 位 是 米 和 秒 , 于 是 
就 宣布 了 自由 落体 的 物理 定律 , 作为 实验 科学 的 物理 学 和 化 学 等 由 
然 科学 ,都 承认 可 以 重复 做 出 的 结果 为 其 科学 结论 。 数 学 呢 ? 数学 
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7 思想 篇 


当然 也 可 以 重复 实验 , 例如 
4=2+2, 6=3+3, 8=3+5, 10=5+5, 12=5+7,14=7+7, 
16=S$+11，18=7+ 11，…… 这 种 把 偶数 拆 分 成 两 个 素数 之 和 的 实 
验 可 以 做 成 功 很 多 次 , 如 果 按 物理 学 家 们 的 规矩 , 早 就 可 以 宣布 哥 德 
巴赫 猜想 是 真理 了 , 然而 数学 不 是 物理 , 数学 有 自己 这 一 行 的 规 目 ， 
那 就 是 一 切 数学 定理 都 必须 经 过 严格 的 数学 证 明 才 算数 。 这 种 规定 
是 保护 数学 健康 成 长 的 法 规 , 不 遵守 它 , 数学 科学 就 要 遭 丽 ! 例如 ， 
1640 年 数学 家 费 马 经 反复 实验 猜想 已 , = 22 + 1 是 素数 , 实验 结果 如 
下 
Fo=22 +1=3, FI=22 +1=5, 
Fy,=27 +1=17, Fs=2? +1=257, 
F4=2? +1=65537 
反复 多 次 实验 , 都 使 得 猜想 成 立 , 这 时 敢 宣 布 此 猜想 是 定理 吗 ? 不 
敢 ! 1732 年 , 欧 拉 算出 
F,=641 X6700417 


所 以 F, 不 是 素数 , 后 来 数学 家 找到 形 如 22 +1 的 48 个 数 都 是 合 
数 。 可见 反复 多 次 实验 在 数学 当中 一 般 不 能 算是 使 一 个 结论 成 并 的 
根据 。 : 

美国 数学 家 波 利 亚 (G. Polya) 说 : “数学 家 与 自然 科学 家 在 人 研究 
方法 上 是 截然 不 同 的 ;观察 对 自然 科学 家 来 说 是 可 信 的 方法 ,但 对 数 
学 家 来 说 却 并 非 如 此 。 选 择 恰当 的 实例 进行 检验 , 这 是 生物 学 家 肯 
定 猜想 规律 的 唯一 方法 ,但 是 对 于 数学 家 来 说 , 选择 恰当 的 实例 进行 
验证 , 从 鼓励 信心 的 角度 来 看 是 有 用 的 ,但 这 样 还 不 能 算是 数学 科学 
里 证 明了 一 个 猜想 。 经 验 的 归纳 只 能 说 明 所 得 结果 可 能 可 条, 但 并 
不 能 证 明 它 一 定 可 徘 。 
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对 上 面 的 费 马 数 FF, 是 否 是 素数 的 问题 , 你 也 许 会 说 实验 次 数 太 
少 了 ,只 做 了 5 次 就 下 结论 , 所 以 出 了 错 , 事实 上 ,有 的 数学 命题 ,做 
一 蕴 子 实验 都 得 出 同样 结论 , 仍然 不 能 下 结论 , 例如 

K,=(n—-1)(n- 2)(n -3)…(n 一 10t000)+1 
实验 结果 为 Ki1=1, Ks;=1, Ks=1,…, Kio%mw =1, 实验 了 101% 次 都 
征 1, 实验 次 数 不 可 谓 不 多 , 写 出 这 些 实验 结果 每 秒 钟 写 一 个 , 一 辈子 
也 瑟 不 完 , 你 能 宣布 K, 寺 1 吗 ? 你 看 
Kio%®™ ,=10°%! +11 
早 徘 多 实验 来 保证 数学 结论 的 正确 性 是 靠不住 的 。 

事实 上 , 作为 严密 科学 的 数学 , 它 的 定理 不 允许 有 一 个 反例 。 自 
然 科 学 则 不 然 , 例如 观察 了 大 量 的 乌 类 都 会 飞 之 后 , 可 以 得 出 “ 鸟 类 
会 "的 结论 ,不 怕 怠 鸟 不 飞 这 一 反例 的 存在 , 自然 科学 追求 的 往往 
是 绝 大 多 数 情况 下 成 立 的 结论 。 

上 面 我 们 讲 了 许多 关于 经 验 归 纳 在 数学 中 不 怎么 管用 的 话 , 但 
由 经 验 归 纳 推 广 完 备 起 来 的 数学 归纳 法 却 是 一 种 有 效 的 证 明 方 法 。 
事实 上 , 硅 有 一 个 与 自然 数 有 关 的 命题 串 P,, 即 欲 证 n =1 时 , P) 成 
并 ,nn 二 2 时 , P; 成 立 ,…, 对 一 切 自然 数 n, P， 皆 成 立 , 只 需 验 证 开 
始 的 少数 几 个 命题 Pi, P,, P;,…, Pi 成 立 , 一般 Pi; 成 立 就 够 了 , 这 
叫 归纳 法 起 步 , 然后 假设 对 于 nn 之 &, P, 已 成 立 , 再 通过 正确 的 逻辑 
推导 , 在 归纳 法 假设 的 前 提 下 , 证 出 已 ;1 仍 成 立 , 就 可 保证 P 对 一 
切 目 然 效 绷 成立 。 这 种 归纳 过 程 与 经 验 归 纳 的 有 限 例 证 有 本 质 区 
别 , 数学 归纳 法 是 说 前 面 的 项 (命题 Pj, P,,…, Pi ) 已 成 立 之 后 , 若 添 
加 下 一 个 命题 ,仍然 成 立 , 于 是 ,添加 下 去 总 能 成 立 , 岂 不 是 永远 成 立 
这 一 规律 了 吗 ? 所 以 数学 归纳 法 也 称 为 科学 归纳 法 或 完全 归纳 法 。 

效 学 证 明 中 还 有 一 种 强 有 力 的 证 法 , 叫做 反 证 法 。 故 意 说 在 定 
理 的 条 件 下 原 结论 不 成 立 , 用 正确 的 逻辑 手段 找 出 这 一 “故意 反对 ” 
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与 定理 的 条 件 或 其 他 已 有 事实 不 相 容 的 矛盾 , 从 而 得 出 在 定理 条 件 
下 , 定理 的 结论 不 成 立 不 行 的 欲 证 结论 。 这 种 反 证 的 思想 方法 在 日 
常生 活 或 自然 科学 乃至 社会 科学 当中 , 也 多 有 采用 , 但 那些 领域 中 的 
反 证 法 与 数学 当中 仍 有 区 别 , 例如 “ 凡 鸟 缘 飞 "这 一 命题 用 反 证 法 就 
不 合适 , 能 岛 不 飞 并 不 能 引出 矛盾 。 数 学 禁止 它 的 定理 出 现 反 例 , 所 
以 数学 定理 经 得 起 反 证 的 考验 。 

数学 的 证 明 最 常见 的 是 从 已 知 通过 正确 的 逻辑 判断 直接 推导 出 
结论 的 所 谓 演绎 法 证 明 。 在 对 具体 问题 的 证 明 当中 , 也 可 以 针对 其 
特点 , 把 演绎 、 反 证 、 数 学 归纳 联合 施用 或 施用 这 三 种 一 般 方法 的 变 
种 。 

对 一 个 数学 定理 给 出 证 明 , 还 可 以 帮助 我 们 理解 定理 , 看 透 哪个 
条 件 的 作用 大 , 哪个 条 件 是 次 要 的 , 是 否 可 以 把 条 件 放宽 一 些 , 结论 
是 不 等 式 时 , 是 否 可 以 把 上 界 变 小 一 些 ,把 下 界 放大 一 些 , 等 等 , 进而 
发 现 改 进 和 推广 该 定理 的 思路 ;或 发 现 原 证 明 方 法 不 够 美 , 设计 出 更 
简洁 漂亮 的 证 明 。 

数学 证 明 中 的 挫折 和 失败 往往 引出 有 价值 的 数学 成 果 , 例如 四 
色 猜 想 , 历史 上 多 少 名 人 屡 证 屡 错 , 但 确 引 出 了 色 交 换 技术 和 色 多 项 
式 等 精彩 的 图 论 成 果 。 在 数学 史 一 个 极 重 大 的 事件 是 对 欧 几 里 得 第 
五 公设 的 证 明 , 到 19 世纪 , 几乎 每 个 大 数学 家 都 曾 染 指 于 此 , 无 和 妹 大 
家 都 失败 了 , 引起 大 家 对 第 五 公设 是 否 是 真理 的 考虑 , 1759 年 , 法国 
著名 数学 家 达 兰 贝尔 称 欧 氏 平行 公理 是 “几何 原理 中 的 家 和 丑 ”, 数学 
家 M. 克 莱 因 则 说 :“ 简 而 言 之 , 欧 几 里 得 的 著作 有 着 糟糕 之 极 的 缺 
陷 。” 鉴 于 上 述 证 明 的 受阻 ,数学 家 们 (例如 高 斯 和 罗 巴 切 夫 斯 基 ) 划 
生 了 否定 欧 氏 第 五 公设 重建 新 几何 的 念头 , 非 欧 几何 终于 诞生 。 

非 欧 几 何 中 用 多 巴 切 夫 斯 基 公 理 替 代 欧 氏 平行 公理 之 后 , 建立 的 
几何 系统 是 相 容 的 , 即 该 系统 不 存在 自 相 矛 盾 的 结论 ,但 由 于 长 期 找 不 
到 物质 世界 的 相应 模型 , 以 至 使 其 被 冷落 了 一 百 多 年 , 在 这 一 困难 时 
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期 ,数学 界 无 人 相信 非 欧 几何 存在 物理 意义 , 甚至 连 对 非 欧 几 何 的 相 容 
性 作出 了 严格 论证 的 F。 克 莱 因 、 凯 莱 等 大 数学 家 仍然 认为 唯 有 欧 氏 
空间 才 是 宇宙 的 基本 空间 。 直到 20 世纪 相对 论 建立 并 应 用 了 非 欧 几 
何 , 这 一 危机 才 得 以 解决 。 可 见 严格 的 数学 证 明 是 必要 的 , 但 还 要 获得 
实践 的 接受 。 不 然 就 有 可 能 被 人 视 为 “合乎 逻辑 的 胡说 ”。 


[I 数学 家 是 些 什么 人 


数学 家 是 指 以 数学 研究 为 职业 , 并 且 在 国内 外 高 档 学 术 刊 物 上 
多 少 友 表 过 一 篇 文章 , 其 中 首创 至 少 一 条 非 平凡 的 定理 且 给 出 证 明 
的 人 , 所 谓 平凡 的 定理 是 指 从 熟知 的 数学 原理 作出 的 简单 推论 , 非 平 
几 的 定理 就 不 言 而 喻 了 。 

作者 的 同学 同事 当中 不 乏 成 就 颇 丰 的 数学 家 , 大 家 身上 有 不 少 
共同 的 气质 。 他们 从 各 省 市 重点 中 学 毕业 , 中 学 时 代 语 文 、 数 学 、 物 
理 等 科目 全 面 发 展 , 尤其 是 语文 学 得 比较 好 , 初中 毕业 时 对 数学 已 经 
发 生 最 浓厚 的 兴趣 , 有 的 还 对 平面 几何 发 现 了 几 条 现在 看 来 是 很 平 
几 的 ,但 教科 书 中 没有 的 定理 ,并且 他 们 自己 很 有 成 就 感 。 他 们 已 经 
不 满足 老师 在 课 答 上 教授 的 数学 内 容 , 觉得 自己 的 解法 比 老师 的 妙 ， 
局 考 时 觉得 试题 偏 浅 , 以 满分 或 几乎 满分 考 入 名 牌 大 学 的 数学 系 。 
中 学 时 代 喜 欢 和 同学 在 一 起 争论 数学 问题 , 把 数学 视 为 一 种 竞赛 项 
日 ,并且 运 强 好 胜 , 总 想 在 这 种 比赛 中 击败 别 的 同学 。 他 们 对 数学 充 
满 好 奇 心 , 中 学 时 代 到 书店 里 购书 , 对 那些 高 等 数学 的 书 虽 然 一 容 不 
如 ,心眼 里 还 是 想 美 回 家 看 看 里 面 究竟 说 些 什么 。 如 果菜 次 数学 考 
试 得 不 到 满分 , 他 们 会 有 一 种 耻辱 感 , 会 不 高 兴 很 多 天 。 填报 高 考 志 
愿 时 把 数学 专业 写 在 第 一 志愿 ,除了 想 当 数 学 家 之 外 , 没有 想 过 当 别 
的 什么 人 。 

人 的 才智 是 有 差异 的 , 不 是 什么 人 都 可 以 成 为 数学 家 。 从 家 庭 
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出 身 来 看 , 大 多 数 数学 家 出 生 在 中 等 或 贫困 的 家 庭 , 这 些 孩 子 从 小 就 
遇 到 许多 艰难 困苦 , 在 与 其 父兄 一 道 千方百计 排除 困难 的 岁月 当中 ， 
养 成 了 不 怕 艰 难 和 灵活 机 智 的 品质 , 我 国 闭 名 数学 家 华罗庚 有 一 名 
名 言 :聪明 在 于 学 习 , 天 才 在 于 积累 。 ”那些 高 官 和 富 侈 的 子女 , 虽 
然 有 优越 的 生活 条 件 和 社会 特权 , 上 学 时 又 雇 有 不 少 家 庭 教师 , 却 很 
少 有 成 为 数学 家 的 。 

数学 家 的 成 长 需要 一 个 尊重 知识 尊重 人 才 的 社会 环境 。 中 国 的 
封建 皇权 专制 的 政治 制度 ,本质 上 与 科学 精神 和 数学 创造 相对 贬 , 文 
人 们 学 而 优 则 仕 , 统治 者 “加 贺 百 家 , 独 尊 癸 术 ”, 而 那个 智能 售 量 极 
贫乏 的 儒术 当中 是 不 含 半点 数学 的 , 现代 思想 家 顾 准 说 :“ 中 国 的 传 
统 思想 ,没有 产生 出 科学 和 民主 , 中 国 除了 伦 常 礼教 ,没有 学 问 , 专心 
知识 , 探究 宇宙 秘密 不 是 出 路 ;中 国 只 有 道德 训 条 , 没有 逻辑 学 , 有 
《 周 体 算 经 》, 然而 上 不 了 台面。 著名 数理 逻辑 学 家 王 海 说 : 今日 的 
向 钱 看 正在 对 整个 文化 起 着 强烈 的 腐蚀 作用 , 与 昨日 的 “ 随 权 转 ' 开 
曲 同 工 。 哥 德尔 生活 的 简朴 \, 对 荣华 富贵 的 淡漠 、 做 学 问 的 坚韧 刻 
若 、 寻 找 根本 原理 的 矢志 不 移 和 狗 而 不 侈 ,盼望 年 轻 人 拿 他 当 一 面 镜 
子 , 学 会 净化 自我 ,学 会 在 荆 束 从 中 踏 出 自己 该 走 的 路 。 哥 德尔 成 功 
的 事实 提醒 我 们 , 一 个 人 天 赋 再 高 , 想 获 得 一 点 真 重要 真 耐 人 人 的 成 
绩 , 必须 对 外 界 的 诱惑 保持 清醒 的 头脑 , 永 不 懈 候 地 埋头 吉 干 , 而 鞭 
众人 的 喝彩 、 神 秘 的 灵感 或 不 诚实 的 手段 根本 做 不 到 。 正 因为 唯 利 
是 图 之 风 盛 极 一 时 , 想 寻找 经 久 稳固 的 精神 寄托 的 人 们 应 更 执 考 地 
追求 长 远 的 理想 , 珍重 内 在 的 价值 , 脚踏实地 , 为 中 国 和 世界 文化 的 
发 展 做 一 点 无 负 和 祖先 , 有功 后 代 的 页 献 。” 

一 个 数学 家 越 超脱 越 好 。 他 们 对 世俗 的 那 一 套 是 超脱 的 , 但 他 
们 本 质 上 是 热心 人 , 他 们 对 数学 及 其 应 用 热情 最 高 。 他 们 热心 地 进 
求 数 学 的 进展 ,但 对 人 们 通 冲 关 心 的 俗 事 坚 不 关心 , 他 们 在 图 与 数 当 
中 找到 乐趣 , 而 对 消磨 时 光 的 争吵 和 私利 失去 兴趣 。 他 们 每 日 每 时 
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集中 全 副 精 力 去 解决 悬而未决 的 数学 问题 。 非 数学 家 觉得 他 们 是 一 
毕 怪 人 ,为 什么 会 这 么 津津 有 味 地 折腾 那些 枯燥 无 味 的 推理 和 计算 ， 
数学 家 也 不 理解 数学 中 如 此 精彩 的 思想 和 技巧 为 什么 引 不 起 周围 群 

不 应 把 数学 家 看 成 是 人 类 之 中 最 聪明 最 有 才能 的 一 群 人 , 不 少 
效 学 家 确实 机 智 非凡 , 但 并 非 所 有 数学 家 都 聪明 机 智 , 事实 上 数学 家 
的 能 力主 要 是 逻辑 思维 能 力 , 如 果 过 分 夸大 数学 家 的 天 才 , 那 是 一 种 
误 寻 , 会 使 有 忘 从 事 数 学 工作 的 青少年 不 敢 坚 持 成 为 数学 家 的 志向 。 

数学 家 的 工作 方式 与 实验 科学 家 的 工作 方式 有 很 大 区 别 , 做 数 
学 , 尤其 是 纯 数 学 ,除了 草稿 纸 和 藏书 丰富 的 图 书馆 之 外 , 不 需要 别 
的 什么 , 搞 数学 的 大 多 数 是 单枪匹马 的 数学 家 ;事实 上 , 不 在 安静 的 
与 址 隔绝 的 环境 中 , 很 难 认真 思考 数学 问题 , 数学 中 合作 的 项 目 , 数 
量 并 不 少 , 但 通常 是 参与 合作 的 每 人 拿 出 自己 独处 时 搞 出 的 名 党 ,再 
把 同伙 的 结果 汇集 起 来 , 互相 启发 , 进行 研讨 修正 , 形成 集体 的 作品 。 
在 大 学 里 , 则 是 以 讨论 班 的 形式 进行 数学 的 合作 研究 , 首先 确定 研究 
方 回 和 诬 题 ,分 头 独 目 钱 读 有 关 文 献 ,定期 轮流 报告 研读 内 容 和 对 文 
献 的 批评 , 绸 分 头 独 目 考虑 和 抒写 目标 课题 的 研究 成 果 , 最 后 把 研究 
成 东 拿 出 来 在 讨论 会 上 宣 谈 , 彼此 听取 讨论 班 中 合作 者 的 意见 ,形成 
初稿 。 

志春 数学 家 大 会 从 1897 年 起 每 四 年 举行 一 次 ,中 间 因 世界 大 战 
中 断 两 次 , 大 会 参加 着 逐次 增多 , 各 国 数 学 家 相聚 相 人 氢 , 报告 各 上 自 新 
近 的 进展 , 讨论 数学 当前 面临 的 问题 。 

数学 家 的 实际 有 为 年 龄 大 约 为 25 岁 到 45 岁 , 哈代 说 “数学 是 年 
轻 人 的 话 戏 " ,超过 50 岁 之 后 又 开创 了 一 项 数学 理论 者 , 十 分 罕见 。 
伟大 的 数学 家 牛顿 24 岁 发 现 微 积 分 和 万 有 引力 定律 , 这 两 项 发 现 是 
有 史 以 来 人 类 科学 与 思想 史上 最 伟大 的 成 就 , 但 他 40 岁 时 自 认为 自 
己 的 创造 时 期 已 经 结束 , 40 岁 之 后 牛顿 只 做 了 自己 已 有 工作 的 补 
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充 、 完 善 和 修改 工作 , 基本 上 丧失 了 创造 性 。 很 多 大 数学 家 , 英 年 早 
逝 , 并 未 影响 他 们 做 出 里 程 碑 式 的 大 贡献 , 例如 伽 罗 瓦 21 岁 去 世 , 阿 
贝尔 27 岁 去 世 , 拉 马 努 金 (印度 大 数学 家 ) 死 于 33 岁 , 黎 曼 死 于 40 
岁 。 如果 一 位 年 长 的 数学 家 晚年 放弃 数学 研究 , 对 数学 和 他 本 人 的 
损失 都 不 会 太 大 ;相反 地 , 一 个 年 轻 数学 家 放弃 数学 工作 多 年 后 , 又 
东山 再 起 成 了 一 流 数 学 家 者 却 绝 无 先 例 。 

退役 后 的 老 数 学 家 不 少 去 从 事 非 数学 工作 , 因为 他 们 这 时 对 新 的 工 
作 是 一 个 十 足 的 外 行 , 往往 成 效 不 佳 , 例如 班 乐 卫 (Painleve) 是 一 个 不 称 
职 的 法 国 总 理 , 拉 普 拉 斯 从 政 后 声誉 扫地 , 牛顿 次 合 着 当 过 一 段 造 币 厂 厂 
长 , 不知 中 国有 无 这 种 类 型 的 事例 。 

至 于 数学 家 的 形象 , 并 非 个 个 古板 木讷 , 冷淡 内 向 。 事实 上 , 数 
学 家 当中 顷 默 机 智 、 能 棋 善 弈 、 热 衷 体育 者 大 有 人 在 , 他 们 生活 中 的 
热情 活跃 与 他 们 做 数学 时 的 绝对 严格 .谨慎 形成 极 大 反差 , 如 果 有 人 
说 数学 家 都 是 些 不 知 今夕 是 何 年 的 书 呆 子 , 请 不 要 相信 , 那 是 谎言 。 


] ,站 数学 实验 


数学 并 非 实验 科学 , 数学 岂 能 实验 ? 什么 是 数学 实验 ? 它 的 必 
要 性 和 可 行 性 如 何 ? 

1976 年 , 美国 伊利 诺 大 学 的 阿 假 尔 (Appel) 和 了 哈 肯 (Haken) 在 克 
齐 (Koch) 的 帮助 之 下 , 用 计算 机 证 明了 数学 史上 最 挂 多 年 的 四 色 猜 
想 成 立 。 这 是 20 世纪 科学 史上 的 最 重大 事件 之 一 , 他 们 用 了 100 亿 
逻辑 判断 , 伦 了 1200 个 机 时 。 计 算 机 的 成 功 开 了 数学 实验 的 先河 ， 
宣告 了 数学 实验 的 可 行 性 , 同时 也 宣告 了 数学 实验 的 必要 性 。 设 想 
把 这 100 亿 个 逻辑 判断 写 在 纸 上 , 扣除 机 器 不 如 人 聪明 , 它 不 会 像 人 
那样 可 以 简捷 ”“ 抄 近 ” 地 表述 和 推理 , 即使 把 它 的 过 程 压 缩 万 倍 , 也 还 
要 一 百 万 逻辑 判断 , 以 每 个 逻辑 判断 需 用 两 个 字 写 出 , 则 全 文 共 200 
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万 字 , 要 印 出 每 册 20 万 字 的 书 十 册 , 这 种 超 长 证 明 用 人 的 手 和 脑 来 
完成 是 不 可 想像 的 事 , 用 机 器 来 做 这 种 超 长 证 明 是 十 分 必要 的 , 犹如 
长 江 三 峡 水 利 工程 , 用 肩 挑 , 人 拭 鳅 挖 ,不 用 机 械 施 工 , 很 难 完 成 任 
务 。 

再 如 拉 姆 赛 数 (4, 5) = 25 的 求 得 , 1993 年 美国 的 拉 齐 斯 佐 威 
斯 基 和 澳大利亚 的 麦 凯 用 了 96360 个 机 时 , 用 计算 机 并 行 地 算得 此 
数 , 此 前 ,不 少 有 能 力 的 数学 家 冲击 >(4, 5), 都 未 能 求 出 这 个 准确 
值 , 那 是 必然 的 ,因为 这 种 超 长 计算 , 非 人 手工 可 以 胜任 , 必须 动用 计 
算 机 群 。 

所 谓 数 学 实验 , 就 是 对 数学 命题 (一 般 是 猜想 ) 或 计算 题目 在 计 
算 机 上 进行 证 明 、 反 了 驳 或 运算 ,或 者 在 计算 机 上 制造 数学 结构 (曲线 、 
曲面 或 规律 ), 得 出 新 的 数学 概念 或 命题 (猜想 ), 再 用 机 器 加 以 证 明 
或 计算 。 由 于 机 器 的 判断 与 运算 速度 快 , 不 但 会 给 出 那些 超 长 计算 
与 证 明 的 答案 , 而 且 会 让 人 见识 丰富 的 数学 实例 之 表演 , 从 中 归纳 出 
新 的 数学 规律 。 

我 国 著名 数学 家 吴 文 俊 . 张 景 中 、 杨 路 等 , 用 计算 机 证 明 初 等 几 
何 问题 的 重要 课题 当中 成 就 斐然 , 是 我 国 数学 家 搞 数学 实验 工作 的 
突出 代表 , 破除 了 “举例 子 做 实验 完全 不 算数 学 证 明 ” 的 传统 观念 。 
在 某 些 条 件 下 , 实例 对 完成 证 明 是 足够 的 。 

对 于 数学 命题 , 用 计算 机 进行 数学 实验 还 是 坚持 用 手笔 书写 证 
明 , 目前 仍 有 争论 。 

1994 年 , 美国 数学 家 紧 根 (J. Horgan) 在 《科学 /杂志 发 表 文 草 , 标 
题 是 《证 明 的 终结 》, 指出 计算 机 正在 改变 着 数学 家 的 发 现 与 证 明 的 
方式 。 他 崇尚 数学 实验 和 机 器 证 明 , 批评 传统 证 明 方 式 时 , 话说 得 很 
苛刻 , 很 难听 。1993 年 , 普林斯顿 大 学 的 著名 数学 家 维尔 斯 (A.J. 
Wiles) 在 英国 剑桥 大 学 的 一 次 数学 会 议 上 宣读 了 他 证 出 费 马 大 定理 
的 论文 , 这 个 定理 是 费 马 三 百 多 年 前 提出 的 : 
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对 于 大 于 2 的 目 然 数 ”方程 
T+y 三 Z 
没有 正 整数 解 。 

二 百 多 年 , 众多 数学 家 奖 强 求证 , 皆 以 失败 告终 , 维尔 斯 竟 用 手 
写 出 了 它 的 证 明 , 它 的 证 明 的 打印 稿 长 达 200 页 。 毕 达 哥 拉 斯 当年 
发 现 勾 股 定理 时 , 他 的 信徒 们 不 仅 热 烈 欢 呼 , 而 且 杀 和 牛 摆 宴 相 庆 。 
1993 年 , 当 维 尔 斯 宣告 证 明了 费 马 大 定理 时 , 由 于 一 时 来 不 及 杀 牛 
造 实 , 与 会 者 以 雷鸣 似 的 掌声 表达 对 维尔 斯 的 赞赏 。 但 豪 根 却 不 以 
为 然 ,他 讯 疯 说 :“ 费 马 大 定理 的 手笔 证 明 是 一 种 正在 消亡 的 文化 的 
最 后 挣扎 。” 因 为 文稿 过 长 , 论证 艰深 难 懂 , 一 般 数 学 家 难以 对 其 评 
论 和 和 仅 定 , 紧 根 说 得 十 分 难听 :看 起 来 很 优美 , 听 起 来 像 是 真 的 。” 
甚至 提出 维尔 斯 “是 一 位 杰出 的 遗 老 吗 ?的 质疑 ,公开 指责 那些 认为 
实验 数学 和 计算 机 证 明 只 是 些 令 人 讨厌 的 东西 而 并 非 革新 的 数学 
家 , 他 们 对 维尔 斯 征服 费 马 大 和 定理 感到 欢欣 鼓舞 , 认为 维尔 斯 的 成 就 
是 传统 数学 的 伟大 胜利 , 过 根 认 为 那些 传统 与 现代 数学 的 所 有 潮流 
都 是 格格 不 入 的 。 

维尔 斯 对 费 马 大 定理 的 证 明 是 他 单枪匹马 苦心 研究 七 年 的 成 
采 , 他 本 人 是 “为 数学 而 数学 "的 坚定 的 信 仲 者 , 他 声称 ; “我 不 希望 看 
见 数学 沦 为 应 用 的 仆人 。 费 马 大 定理 本 和 号 不 可 能 有 什么 用 途 。” 

数学 家 当中 当然 不 乏 看 不 起 数学 实验 者 , 1993 年 哈佛 大 学 的 数 
学 家 黄 非 (A.Jaffe) 指 出 计算 机 实验 绝 不 能 代替 证 明 。 著 名 数学 家 和 霍 
夫 曼 (Hoffman) 则 强调 指出 : 证明 是 数学 家 所 拥有 的 唯一 实验 工具 ， 
而 现在 它 却 处 于 被 抛弃 的 危险 之 中 。 虽 然 计算 机 图 形 学 美妙 得 令 人 
赞叹 ,但 60 年 代 的 毒品 也 曾 美 妙 得 令 人 难以 置信 , 某 些 人 却 因此 一 
命 吗 呼 了 。” 

坚决 赞成 数学 家 实验 者 的 声音 似乎 更 响 一 些 。 很 多 发 达 国 家 的 
科学 领导 机 构 , 例如 美国 国家 科学 基金 会 一 直 敦 促 数 学 家 们 更 多 地 
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参与 数学 实验 领域 的 研究 , 普林斯顿 高 级 研究 所 所 长 格 里 菲 思 
(P.A.Griffiths) 和 英国 午 顿 数学 全 究 所 的 阿 蒂 亚 (M.Atiyah) 积 极 鼓 
动 数学 家 冲 出 象 才 之 塔 与 现实 问题 融 为 一 体 去 做 数学 模型 实验 。 阿 
带 亚 是 1966 年 菲 尔 效 奖 ( 公 认为 数学 界 的 诺 贝 尔 奖 ) 得 主 。 很 多 国 
家 的 科 人 研 投 资 止 在 显著 地 向 数学 实验 研究 项 目 倾斜 。 例 如 明尼苏达 
大 学 的 几何 中 心 就 是 一 所 数学 实验 中 心 , 它 是 一 座 多 面体 的 钢 - 玻 
璃 大 厦 , 每 年 从 政府 得 到 200 万 美元 的 科研 经 费 , 拥有 世界 上 最 杰出 
的 数学 家 , 出 版 了 《实验 数学 ?杂志 。 事 实 上 , 实验 方法 不 是 现在 才 有 
的 新鲜 事 , 当年 数学 巨匠 高 斯 常常 是 进行 实验 性 演算 之 后 才 构 造形 
式 证 明 的 。 

不 用 计算 机 做 数学 对 下 一 代 人 来 说 是 越 来 越 行 不 通 了 。 在 任何 
一 个 科学 领域 , 实验 工作 者 都 比 理论 家 多 得 多 , 数学 也 会 向 这 个 方向 
发 展 。 高 度 形式 化 的 证 明 比 数学 实验 方式 给 出 的 直观 具体 的 证 明 更 
容易 出 毛病 , 维尔 斯 式 的 人 物 不 会 越 来 越 多 , 这 种 数学 家 不 用 计算 
机 , 只 热衷 于 搞 著 名 猜想 的 超 长 证 明 。 

作者 所 在 的 中 国 科学 技术 大 学 是 国家 指定 的 进行 数学 实验 教学 
的 试点 单位 ,我 们 开设 的 数学 实验 课程 受到 全 校 高 才 生 的 热烈 响应 ， 
报名 选修 者 大 大 超出 我 们 预期 的 名 额 , 不 得 不 更 换 成 大 教室 , 教学 的 

卓 导 思想 是 , 不 把 数学 视 为 先 验 的 逻辑 体系 , 而 把 它 看 成 一 门 准 实验 

科学 , 从 问题 出 发 , 俯 助 计算 机 这 种 实验 仪器 , 由 学 生 亲 自动 手 设计 
实验 ,体会 解决 问题 的 过 程 , 学习、 探索 和 发 现 数学 规律 , 并 学 会 用 机 
伪证 明 数 学 问题 的 思想 和 一 些 技 术 。 教 学 获得 了 成 功 , 数学 实验 课 
被 学 校 评 为 少数 几 门 “优秀 课程 "之 一 。 


数学 究竟 为 何 物 ?” 它 的 本 质 , 它 的 基础 是 什么 ”关于 这 些 问 题 ， 
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7 〇 思想 篇 


19 世纪 末 已 经 骨 了 烟 的 观点 分 民 , 到 了 20 世纪 初 ,已 经 演变 成 日 热 
化 的 争论 。 主要 派别 有 三 个 : 

(1) 人 逻辑 主义 学 派 

代表 人 物 ; 罗 素 , 英国 著名 人 逻辑 学 家 和 数学 家 , 因 抛 出 罗素 导 论 
挑 起 第 三 次 数学 危机 而 闻名 数学 界 , 他 与 怀特 海 合 着 《数学 原理 》( 二 
卷 本 ), 论述 了 其 数学 观点 。 

主要 观点 :“ 整 个 纯粹 数学 所 唯一 涉及 的 只 是 全 助 于 很 少 的 基本 
逻辑 可 以 定义 的 概念 , 其 所 有 命题 丝 可 从 这 些 少数 基本 逻辑 原则 中 
演绎 出 来 。” 

在 逻辑 主义 学 派 看 来 , 数学 只 不 过 是 没有 别 的 内 容 只 有 形式 的 
逻辑 体系 , 罗素 甚至 明 讲 ;“ 数 学 是 这 样 一 门 学 科 , 在 其 中 我 们 永远 不 
知道 我 们 所 讲 的 是 什么 ,也 不 会 知道 我 们 所 讽 的 是 不 是 真 的 。” 他 们 
的 最 终 目 标 是 把 全 部 数学 砍 基 在 逮 辑 上 。 

逻辑 主义 学 派 的 始祖 是 笛 卡 儿 和 莱 布 尼 次 。 

(2) 直 和 党 主义 学 派 ( 也 称 构造 主义 学 派 ) 

代表 人 物 : 布 劳 威 (L.E.J. Brouwer, 1881 一 1906), 布 亏 威 的 前 者， 
德国 数学 家 元 隆 尼克 和 法 国 大 数学 家 斋 加 莱 则 是 直觉 主义 的 始祖 。 

主要 观点 ;一切 数学 必须 是 构造 性 的 , 存在 必须 是 能 被 构造 的 。 
所 请 构造 性 是 指 经 有 限 步 又 可 以 定义 的 概念 和 可 以 实现 的 方法 , 例 
如 两 个 日 然 数 的 最 大 公约 数 是 存在 的 , 因为 它 可 以 在 有 限 步 又 之 内 
求 得 。 他 们 认为 “上帝 创造 了 整数 , 其 他 的 都 是 人 的 工作 。”“ 推 理 是 
那些 不 明 真 理 的 人 用 以 发 现 真理 的 迟钝 . 遇 第 的 办 法 。 "他们 视 直 和 觉 
是 一 切 真 理 的 源泉 。 

布 劳 威 否认 康 托 尔 所 有 元 素 都 “一 下 子 ” 出 现 的 无 限 集 。 庞 加 采 
认为 : “真正 的 无 限 集 并 不 存在 , 我们 所 说 的 无 限 , 只 是 无 论 已 有 多 少 
元 素 存 在 ,新 的 元 系 仍 可 能 存在 。” 于 是 , 他 们 否定 目 然 数 全 体 这 一 
概念 , 否认 无 理 数 的 存在 , 甚至 连 n 次 方程 有 1 个 根 这 类 基本 定理 也 
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加 以 排斥 , 理由 是 没有 给 出 有 限 的 算法 把 这 nn 个 根 构造 出 来 。 

如 果 问 直觉 主义 者 如 下 具体 问题 ; 

数字 串 0123456789 在 xt 的 十 进 制 小 数 的 表示 中 是 否 能 出 现 ? 

他 们 会 说 , 这 个 问题 不 能 回答 , 除非 你 把 这 个 数 串 从 x 的 小 数 部 
分 上 找 出 来 才能 说 是 。 

(3) 形式 主义 学 派 

代表 人 物 : 希 尔 但 特 和 库 里 ,但 库 里 说 希 尔 伯 特 主义 与 形式 主义 
有 别 , 希 尔 伯 特 本 人 并 未 自命 为 形式 主义 者 , 不 过 他 的 观点 与 形式 主 
义 者 合 提 , 一 般 仍 认 为 布尔 伯 特 是 形式 主义 的 主要 代表 。 

主要 观点 :公理 是 一 串 符号 , 符号 就 是 数学 的 本 质 , 数学 的 真理 
性 在 于 其 公理 系统 的 相 容 ( 无 矛盾 ) 性 。 他 们 提出 如 下 的 希 尔 伯 特 纲 
领 : 

OD 证 明 古 典 数 学 的 每 个 分 支部 可 以 公理 化 。 

@ 证 明 每 个 公理 系统 中 的 命题 均 可 在 该 系统 中 得 到 判定 。 

@ 证 明 每 个 公理 系统 是 相 容 的 。 

井 寻 找 可 在 有 限 步 又 之 内 判定 任 一 命题 可 证 明 的 方法 。 

证 明 每 个 公理 系统 的 不 同 模型 是 同 构 的 。 

在 形式 主义 者 眼 里 , 数学 是 符 与 和 由 符号 组 合 或 串联 而 成 的 命 
题 组 , 对 待 数 学 的 最 可 靠 的 方法 不 是 把 它 视 为 实际 知识 , 而 是 一 种 形 
式 上 的 法 则 , 证明 本 质 上 是 对 一 些 符号 的 机 械 操作 ,一 个 公式 为 真是 
指 这 个 公式 是 某 串 公式 中 的 最 后 一 个 , 其 中 每 个 公式 , 或 为 形式 系统 
中 的 一 条 公理 ,或 是 由 其 他 公式 推 证 出 来 的 。 

1928 年 , 希 尔 但 特 在 世界 数学 家 大 会 上 守 布 , 他 将 可 以 解决 世 
界 上 所 有 的 基础 性 的 数学 问题 ,所 有 有 意义 的 论述 将 会 被 推翻 或 被 
证 明 , 将 不 会 存在 甚而 未 决 的 命题 。 

在 19 世纪 后 期 到 20 世纪 30 年 代 的 50 多 年 的 时 间 里 , 三 派 各 
执 已 见 ,争吵 不 休 , 指责 对 方 时 , 话说 得 很 难听 , 有 时 甚至 发 生 人 身 攻 


390 


击 的 现象 。 

例如 有 一 次 直觉 主义 者 布 劳 威 访 问 哥 廷 根 大 学 , 他 的 演说 结束 
后 ,一 听讲 者 发 问 :“ 您 认为 我 们 不 可 能 知道 x 的 十 进 小 数 中 是 否 会 
有 十 个 9 连续 出 现 。 我 们 也 许 不 可 能 知道 ,但 上 帝 知 道 嘛 ?” 布 劳 威 
满不在乎 地 答 道 :“ 我 元 法 与 上 帝 联 系 。” 在 场 的 希 尔 伯 特 很 不 客气 
地 对 客人 布 劳 威 说 :“ 按 你 的 观点 , 现代 数学 的 大 部 分 成 果 都 要 被 抛 
弃 , 但 对 于 我 来 说 , 重要 的 不 是 抛弃 , 而 是 获得 更 多 的 成 果 。” 全 场 听 
众 热 烈 训 党 , 弄 得 布 劳 威 下 不 来 台 。 布 劳 威 从 此 视 希 尔 伯 特 为 自己 
的 政 人 。 一次, 布 筋 威 与 好 友 ( 闭 名 代数 学 家 ) 范 : 德 ' 瓦 尔 登 到 另 一 
朋友 家 做 客 , 席 间 当 范 ' 德 .瓦尔 登 称 希 尔 伯 特 为 朋友 时 , 布 劳 威 竞 愤 
然 起 号, 拂 袖 而 去 ! 

党 主义 对 逻辑 主义 和 形式 主义 的 批评 也 毫 不 留情 , 庞 加 莱 访 
讽 说 :逻辑 主义 者 的 理论 并 非 不 毛 之 地 , 它 生长 着 矛盾 。”1925 年 ， 
布 盘 威 批评 形式 主义 者 时 说 , 公理 化 与 形式 主义 的 办 法 不 会 得 到 有 
数学 价值 的 东西 。 直 觉 主义 者 魏 尔 (H. Weyl，1885 一 195$) 批 评 希 尔 
伯 特 的 数学 是 一 种 “美妙 的 符号 游戏 ,但 它 与 认识 毫 无 关系 , 它 不 具 
有 表示 直观 真理 的 实在 意义 ”。 庞 加 莱 则 批评 说 ;数学 必然 会 有 回 
归 目 然 的 一 天 , 那 时 必然 要 将 这 些 纯 语 言 抛 弃 , 不 会 再 被 这 些 空洞 的 
词语 所 绽 南 。” 

1927 年 , 希 尔 伯 特 在 他 的 名 著 《 数 学 的 基础 ) 中 反 层 相 训 道 “与 
现代 数学 的 突飞猛进 相 比 , 直觉 主义 者 们 所 取得 的 那 点 孤立 的 结论 
既 不 完善 也 不 互相 关联 , 这些 可 怜 的 残余 算得 了 什么 。” 

希 尔 伯 特 还 严肃 批评 了 逻辑 主义 者 , 希 尔 伯 特 说 , 不 可 能 仅仅 从 
人 锡 和 辑 中 推导 出 数学 来 , 数学 不 是 一 种 逻辑 结果 , 而 是 一 种 自然 的 法 
则 。 

庞 加 菜 对 形式 主义 的 公理 化 嘲讽 道 ,“ 为 了 防备 狼 , 羊 群 已 用 入 
色 圈 起 来 了 , 但 却 不 知 在 圈 里 有 没有 狼 性 指 的 是 罗素 悖 论 出 现 后 , 为 
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了 排除 由 罗素 悖 论 引 起 的 第 三 次 数学 危机 , 集合 论 被 公理 化 , 按 这 种 
公理 系统 , 禁 谈 “ 一 切 集合 组 成 的 集合 ”, 于 是 圈 内 不 会 出 现 罗 率 尾 论 
这 只 狼 , 庞 加 莱 不 信 这 样 公 理化 之 后 就 一 定 保证 不 会 再 出 现 怪 论 与 
危机 之 狼 , 按 庞 加 莱 的 说 法 , 用 公理 搭 起 的 栅栏 的 内 部 可 能 也 会 出 现 
“数学 之 狠 ”。 

1925 年 希 尔 但 特 著 文宣 称 :“ 在 我 们 曾经 历经 两 次 怪 论 后 , 头 一 
次 是 微 积 分 悖 论 , 第 二 次 是 集合 论 悖 论 , 我 们 不 会 再 经 历 第 三 次 , 而 
且 水 还 也 不 会 。” 

作者 认为 希 尔 伯 特 不 能 严格 证 明 他 的 乐观 是 真实 的 、 可 信和 的 , 而 
庞 加 莱 “ 不 知 圈 中 有 没有 狠 ”的 担心 倒是 但 得 警 惕 。 

1930 年 , 和希 尔 伯 特 发 表 《 数 学 的 基础 》 一 文 , 文中 断言 :我 力求 
用 这 种 建立 数学 基础 的 新 方法 达到 一 个 有 意义 的 目标 , 这 种 新 方法 
称 为 证 明 论 。 我 想 把 数学 基础 中 所 有 的 问题 按照 现在 提出 的 形式 一 
劳 永 逸 地 解决 , 换言之 , 即 把 每 一 数学 命题 都 变 成 一 个 可 以 具体 表达 
和 严格 推导 的 公式 。 经 过 这 样 治理 的 数学 所 推导 出 来 的 结果 就 会 无 
懈 可 击 , 同时 又 能 为 整个 科学 描绘 一 幅 合 适 的 景象 。 我 相信 我 能 用 
证 明 论 达到 这 一 目标 。” 希 尔 伯 特 的 这 种 自信 使 形式 主义 者 们 备 受 或 
舞 。 但 是 , 希 尔 伯 特 的 志 回 过 于 宏大 了 , 以 至 于 使 他 的 这 段 补 暂 式 的 
尝 训 成 了 科学 史上 吹 得 最 大 的 牛皮 。 就 在 第 二 年 , 美 籍 奥地利 效 学 
家 哥 德 尔 发 表 了 《 论 数 学 原理 中 的 形式 不 可 判定 命题 及 有 关系 统 》 的 
惊世骇俗 的 论文 , 揽 开 了 数学 绽 难 的 潘多拉 魔 盒 。 此 文 的 结论 对 数 
学 的 确定 性 、 相 容 性 和 完备 性 是 毁灭 性 的 , 哥 德 尔 断言 :任何 数学 系 
统 , 只 要 它 含 有 整数 算术 , 其 相 容 性 就 不 可 能 采用 逻辑 原理 (公理 ) 而 
建立 ”。 这 对 于 人 逻辑 主义 和 形式 主义 无 异 于 判 了 极刑 。 希 尔 伯 特 纲 领 
基本 破产 。 哥 德尔 的 理论 也 宣布 一 个 命题 非 真 即 假 的 排 中 律 不 总 是 
可 以 成 立 的 。 他 给 出 的 所 谓 哥 德尔 命题 就 是 既 不 能 证 明 真 也 不 能 证 
伪 的 怪 命 题 。1970 年 , 马 蒂 亚 塞 维 育 (Y. Mati jasevec) 证 明 ; 没 有 算 
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法 能 够 判定 丢 关 图 方程 是 否 有 整数 解 。 有 谁 知 道 哥 德 巴赫 猜想 是 不 
是 不 可 判定 的 呢 ? 

上 述 逻 、 直 \、 形 三 派 之 争 的 原因 是 各 派 的 头头 们 (都 是 对 科学 贡 
上 献 巨大 的 著名 数学 家 ) 把 他 们 在 有 具体 数学 问题 的 研究 当中 积累 的 经 
验 过 分 从 大 成 整个 数学 的 规律 ,这 些 人 在 抛 出 这 些 务虚 式 的 理论 时 ， 
已 经 不 是 他 们 搞 数学 的 黄金 年 龄 ,加 之 他 们 在 数学 界 的 威望 ,追随 信 
奉 者 目 然 不 少 , 遂 形 成 学 派 。 他 们 的 经 验 和 对 数学 科学 的 领悟 是 人 
类 的 宝贵 精神 财富 , 每 一 派 之 言 中 都 有 合理 成 分 , 也 更 有 偏激 的 片面 
性 。 如 采 三 派 联 合 再 请 哥 德 尔 加 盟 , 则 会 全 面 得 多 。 至 于 数学 的 本 质 
究竟 是 什么 , 则 是 数学 科学 应 该 继续 研究 的 永恒 主题 之 一 , 目前 做 结 
论 为 时 尚 早 。 


] 0 数学 的 非 数学 障碍 


新 的 数学 成 果 问 世 , 被 权威 否定 , 推迟 公认 的 时 间 , 正确 的 成 果 
反而 遭 别 笑 受 成 视 的 现象 , 在 数学 史上 屡见不鲜 , 甚至 成 果 的 创始 人 
受到 人 和 喘 攻击 惨 齐 不 辛 之 事 也 确实 存在 。 

首先 是 来 自传 统 观 念 的 障碍 。 以 非 欧 几 何 的 发 明 为 例 。19 世纪 
20 年 代 , 德国 高 斯 俄国 罗 巴 切 夫 斯 基 和 和 匈牙利 的 亚 . 鲍 耶 总 结 众多 
大 数学 家 试 证 欧 几 里 得 第 五 公设 失败 之 经 历 , 认为 欧 几 里 得 第 五 公 
设 是 不 可 证 明 的 ,于 是 萌生 了 建立 一 种 用 与 第 五 公设 对 立 的 公理 为 
基础 的 新 几何 。 开 始 时 , 高 斯 称 其 为 “ 反 欧 几何 ”, 后 来 改 成 比较 温和 
的 名 称 “ 非 欧 几 何 ”。 

当时 关于 欧 几 里 得 几何 是 唯一 的 物理 空间 的 几何 , 是 关于 空间 
的 放 之 四 海 而 缘 准 的 真理 , 这 一 观念 在 人 们 的 心目 中 根深 蒂 固 , 与 之 
相 怪 的 任何 思想 , 即便 是 出 自 最 伟大 的 数学 家 如 高 斯 者 , 也 拒 之 门 
外 。 局 斯 1792 年 就 产生 了 非 欧 几何 的 思想 , 1817 年 独自 获得 了 关于 
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非 欧 风 何 的 一 系列 重大 发 现 ,这些 成 果 只 是 写 在 他 抽 懂 的 日 记 本 中 
或 给 亲友 的 信函 里 ,高 斯 明哲 保 喘 , 怕 因 此 引起 人 们 的 叫喊 甚至 失去 
“数学 之 王 ” 的 称誉 , 至 死 不 慑 发 表 这 些 重 要 成 果 ! 

1826 年 2 月 23 日 , 定 于 革命 个 性 的 罗 巴 切 夫 斯 基 在 喀 山 大 学 宣 
读 了 他 的 非 欧 几何 论文 《几何 学 原理 及 平行 线 定 理 严 格 证 明 摘要 》， 
它 的 问世 标志 着 非 欧 几 何 的 正式 诞生 。 这 篇 论文 犹如 晴天 霹 需 , 使 
正统 派 数学 家 十 分 惊奇 , 看 曲 \ 反 对 和 攻击 接 哑 而 至 。 学 校 委托 权威 
数学 家 西 演 语 夫 、 古 普 费 尔 和 博 拉 斯 曼 组 成 鉴定 小 组 , 要 求 他 们 对 罗 
的 论文 做 出 书面 评价 。 他 们 是 否 出 于 不 可 告 人 的 动机 , 始终 不 写 书 
面 评 价 , 连 论 文 原稿 也 给 遗失 了 1! 1829 年 , 罗 巴 切 夫 斯 基 出 任 喀 山 
大 学 校长 , 1832 年 , 校 学 术 委 员 会 把 校长 的 那 篇 关于 非 欧 几何 的 论 
文 押 送 彼得 你 科学院, 科学 院 委托 数学 权威 奥 斯 特 罗 格拉 得 斯 基 
(1801 一 1862) 院 士 评 审 , 这 位 院士 不 仅 对 罗 的 工作 不 予 肯 定 ,反而 进 
行 诽 谤 , 贸 期 竺 多 格拉 得 斯 基 公 开 写 道 ,看 起 来 , 作者 ( 指 罗 ) 旨 在 写 
出 一 篇 使 人 不 能 理解 的 著作 , 他 达到 了 自己 的 目的 。 由 此 我 得 出 结 
论 , 和 罗 巴 切 夫 斯 基 的 这 部 著作 诬 误 连篇 , 叙述 混乱 , 因此 不 值得 科学 
院 注 意 。” 紧 跟着 , 人 们 群起 而 攻 之 。1834 年 , 布 拉 切 克 和 捷 列 内 等 
人 在 《祖国 之 子 ? 嫉 志 著 文 讽 刺 罗 巴 切 夫 斯 基 ; "难以 理解 , 罗 巴 切 夫 
斯 基 先 生 为 什么 对 数学 中 最 简明 的 几何 学 建立 起 星 梁 的 、 不 可 思议 
的 和 神秘 莫 测 的 学 说 。 为 什么 他 不 把 黑 想 像 成 日 的 , 把 圆 想像 成 方 
的 , 非常 非常 可 能 ,尽管 理智 是 不 能 理解 这 些 的 。” 又 攻击 说 :为 什 
么 不 把 标题 《几何 学 原理 ?写成 4 对 几何 学 的 讽刺 》 或 《几何 学 漫画 》 
呢 ?1 7 有 罗 巴 切 夫 斯 基 写 了 反 驭 文章 , 投 《 祖 国之 子 》 杂 志 , 该 杂志 拒绝 
发 表 , 当时 罗 巴 切 夫 斯 基 是 何等 孤立 , 由 此 可 见 一 斑 。 

辣 行 高 斯 做 何 芭 应 ? 高 斯 对 罗 的 成 果 心 中 有 数 , 确认 是 正确 和 
伟大 的 , 他 曾 当 者 朋友 的 面 私下 表示 赞许 , 说 罗 巴 切 夫 斯 基 由 于 非 欧 
几何 学 上 的 成 就 已 成 为 全 俄 最 为 卓越 的 数学 家 , 但 高 斯 做 了 这 一 得 
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表态 后 又 悔 又 怕 , 请 求 他 的 朋友 千 万 不 可 泄露 他 对 罗 的 看 法 。 高 斯 
开始 努力 学 习 俄语 , 准备 直接 研读 罗氏 原著 , 但 在 公开 场合 , 高 斯 对 
罗 一 名 好 话 也 不 说 。 在 评选 哥 廷 根 皇 家 科学 院 通讯 院 士 的 会 议 上 ， 
高 斯 亲笔 写 了 推荐 通知 书 , 同意 罗 当 选 ,但 对 罗 的 非 欧 成 就 却 只 字 不 
提 。 

高 斯 受 传统 势力 的 威胁 , 不 能 主持 正义 的 另 一 丑 事 是 如 何 对 待 
亚 ' 鲍 耶 的 非 欧 几 何 成 果 。 鲍 的 父亲 是 高 斯 的 同学 , 也 是 一 位 知名 数 
学 家 ,上 早年 费 了 极 大 精力 , 证 明 欧 氏 第 五 公设 未 获 成 功 。 亚 : 鲍 耶 受 
父 之 传 , 也 埋头 去 证 第 五 公设 , 父亲 有 切身 体会 , 认为 证 明 没 有 指望 
能 成 功 ,极力 阻止 儿子 去 证 第 五 公设 。1820 年 , 亚 : 鲍 耶 开 始 论证 “ 欧 
氏 第 五 公设 不 可 证 ”的 命题 , 终于 完成 非 欧 几何 的 创立 , 并 写成 论文 。 
父亲 把 儿子 的 论文 送 而 友 高 斯 , 请 子 评 论 。 高 斯 回信 日 : “对 你 家 公 
子 的 大 作 , 我 不 敢 称 赞 , 称赞 他 就 意味 着 称赞 我 自己 。 因 为 其 全 部 内 
容 \ 方 法 和 结论 , 差不多 与 我 30 多 年 前 已 得 结果 完全 相同 。” 从 此 
亚 . 印 耶 心情 沉重 , 身 染 重病 ,1860 年 1 月 7 日 ,这 位 才气 纵横 的 数学 
才子 结束 了 忧伤 痛苦 的 一 生 。 死 后 鞠 入 无 名 公墓 , 在 此 公 草 的 记事 
本 上 登记 说 ;“ 此 人 一 生 没有 什么 意义 。” 有 划时代 数学 贡献 者 况 被 
说 成 一 生 无 意义 ! 

兰 名 数学 家 康 托 尔 曾 如 下 评论 这 种 因循守旧 、 世 俗 保守 现象 说 ， 
一 旦 一 个 既定 的 结论 被 广泛 接受 ,那么 它 将 不 会 轻易 地 被 放弃 , 而 且 
对 尼 越 是 知之 其 少 者 , 对 它 的 迷信 越 牢 固 。 罗 和 鲍 的 著作 发 表 后 30 
年 左右 , 除 极 少数 几 个 数学 家 , 几乎 所 有 的 人 都 对 其 置之不理 , 视 为 
异 闹 狮 说 。 有些 数学 家 并 不 否认 它 的 人 逻辑 上 的 一 致 性 , 而 另 一 些 数 
学 家 甚至 认为 它 必 定 包含 矛盾 而 毫 无 价值 。 

今日 , 非 欧 几何 已 经 发 展 成 有 理论 体系 有 重大 应 用 的 重要 数学 
分 文 。 让 我 们 向 为 非 欧 几何 的 创 生 而 奖 强 奋斗 终生 的 罗 巴 切 夫 斯 基 
和 亚 : 鲍 耶 致敬 ! 
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学 术 权 威 的 嫉妒 与 自傲 , 是 又 一 种 学 术 障 但。 在 数学 史上 ,一 些 
数学 权威 , 只 看 到 自己 对 数学 的 贡献 ,不 相信 还 有 人 会 在 同一 领域 能 
做 出 比 自己 更 光辉 的 成 就 。 当 别人 真 的 做 出 这 方面 突出 成 采 时 , 则 
采取 学 阀 作 风 , 极力 贬低 甚至 否定 人 家 的 成 果 , 对 数学 的 发 展 起 阻碍 
作用 。 例如 法 国 年 轻 数学 家 伽 罗 华 (Galois, 1811 一 1832), 1829 年 ,年 
仅 18 岁 的 伽 罗 华 写 出 关于 一 般 n 次 方程 求解 问题 的 论文 , 呈送 法 国 
科学 院 , 由 著名 数学 家 柯 西 (Cauchy, 1789 一 1857) 主 审 , 柯 西 看 不 太 
懂 , 要 求 退 稿 重 写 。 伽 罗 华 改写 后 再 送 法 国 科 学 院 , 柯 西 称 目 己 有 
病 , 改 由 科学 院 秘 书 长 著名 数学 家 傅 里 时 (Fourier, 1768 一 1830 ) 主 
审 , 然而 当年 5 月 , 傅 病 逝 , 在 傅 里 时 的 遗物 中 并 未 发 现 伽 罗 华 的 往 
子 , 这 篇 极其 重要 的 论文 就 这 样 在 这 些 权 威 的 手 里 糊 里 糊 深 地 遗失 
了 ! 1831 年 , 匣 罗 华 写 成 4 关于 用 根 式 解 方程 的 可 解 条 件 》 的 重要 论 
文 , 仍 送 法 国 科 学 院 审 查 , 这 次 由 大 数学 家 油 松 (Poisson, 1781 一 
1840) 主 审 , 泊 松 在 评语 上 轻率 地 写 道 ,不 可 理解 ,就 判 了 这 饥 重 要 
成 果 的 “死刑 "。1832 年 ,不 满 21 岁 的 伽 罗 华 死 于 政治 与 爱情 纠 饥 的 
决斗 之 中 。1846 年 9 月 ,著名 数学 家 刘 维 尔 (Liouville, 1809 一 1882 ) 
把 个 有 罗 华 的 遗 作 整 理发 表 在 由 自己 主编 的 《数学 杂志 》 上 , 这 时 , 数学 
神童 甸 罗 华 已 经 长 眠 地 下 14 个 年 头 了 ! 伽 罗 华 的 这 些 跟 作 被 数学 
界 称 为 “个 罗 华 理论 ", 对 代数 和 其 他 数学 分 支 的 发 展 起 了 巨大 的 作 
用 。 

最 令 人 气愤 的 是 老师 对 学 生 研 究 成 果 的 排斥 打击 现象 , 例如 康 托 
尔 与 老师 克 罗 内 克 (Kronecker, 1823 一 1891) 的 了 矛盾 实 为 数学 史上 的 丑 
闻 。 康 托 尔 在 柏林 大 学 读书 时 , 友 罗 内 克 已 是 该 校 赫赫 有 名 的 数学 
教授 。 克 罗 内 克 发 现 康 托 尔 关 于 集合 论 的 科研 成 果 与 日 己 的 学 术 观 
点 有 和 矛盾 , 便 对 年 轻 的 康 托 尔 进行 激烈 的 攻击 , 称 康 托 尔 是 危险 的 
“数学 疯子 ”, 无 情 刻 薄 地 攻击 康 托 尔 达 十 年 之 久 ! 康 托 尔 想到 柏林 
大 学 任教 ,虽然 当时 康 托 尔 已 是 成 就 颇 丰 的 数学 家 , 是 柏林 大 学 难得 
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的 人 才 , 但 由 于 克 罗 内 克 的 阻拦 与 反对 , 始终 未 能 出 任 柏林 大 学 教 
授 , 而 且 康 托 尔 的 论文 也 在 克 罗 内 克 的 阻碍 之 下 一 再 拖延 发 表 日 期 ， 
公使 康 托 尔 的 精神 受到 极 大 伤害 , 经 常 送 精 神 病院 进行 痛苦 的 治疗 | 
耳 到 克 罗 内 克 临 死 时 , 康 托 尔 才 出 任 了 德国 数学 家 联合 会 主席 , 并 于 
1897 年 负责 筹备 苏黎世 第 一 届 世 界 数 学 家 大 会 。 但 由 于 长 期 受 老 师 
死 罗 内 克 的 迫害 , 1884 年 起 不 时 发 作 深 度 忧 郁 症 , 最 后 病死 于 任教 
的 哈雷 大 学 精神 病院 。 康 托 尔 是 在 集合 论 等 方面 对 现代 数学 发 生 着 
最 六 影响 的 人 物 之 一 。 克 罗 内 克 为 人 之 师 , 对 康 托 尔 做 得 也 太 过 分 
了 ! 

闪 务 的 政治 思潮 和 社会 环境 是 阻碍 数学 发 展 的 重要 因素 。 以 作 
者 读书 的 北京 大 学 数学 系 为 例 , 1957 年 反 右派 运动 当中 , 数学 系 师 
生 当 中 许多 有 贡献 的 数学 家 和 有 天 才 的 同学 被 错 划 为 所 谓 右派 分 
子 , 到 大 西北 等 地 劳改 多 年 , 直至 文化 大 革命 的 劫难 过 后 , 才 得 到 人 
权 , 可 以 做 数学 研究 。 这 些 矢 志 献 身 科 学 的 精英 , 大 部 分 人 对 我 国 的 
效 学 事业 做 出 了 可 观 的 贡献 , 有 的 当选 为 中 国 科学 院 院士 , 可 惜 中 间 
20 年 的 最 佳 数 学 年 龄 被 当权 者 无 端 地 剥 车 了, 给 我 国 的 数学 事业 造 
成 极 大 的 损失 。1958 一 1959 年 的 所 谓 教学 改革 , 数学 系 楼 道里 贴 满 
J 火烧 柯 家 店 “ 火 烧 牛 家 店 "” 等 大 字 报 ( 柯 指 柯 西 , 牛 指 牛顿 ) 批判 
数学 科学 中 的 所 谓 资 产 阶级 思想 , 同时 把 学 有 专长 的 老 教授 从 讲台 
上 赶 下 去 ,给 数学 教学 造成 了 极 大 的 混乱 与 损失 , 致使 大 批 同学 的 代 
数 、 几 何 、 分 析 等 基础 课 学 得 极 不 扎实 , 至 二 ,三 年 级 , 由 于 基础 差 使 
不 少 同 学 因 考 试 不 及 格 而 被 迫 退 学 或 “提前 毕业 ”, 给 这 些 同学 的 前 
途 造 成 不 可 挽回 的 损失 。 

太一 个 因 世 道 不 公 阻 碍 数学 发 展 的 实例 是 中 国 数学 家 陆 家 闵 的 
科研 成 果 在 中 国 20 年 不 子 发 表 , 不 得 不 投 外 国 杂 志 的 事件 , 陆 家 闵 
1961 年 毕业 于 东北 师范 大 学 , 逝世 前 任 包头 第 九 中 学 物理 教师 。 青 
年 时 代 聪 敏 而 好 学 , 一 个 偶然 的 机 会 , 他 读 到 孙 泽 濠 著 的 《数学 趣 引 》 
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一 书 , 对 书 中 介绍 的 “ 科 克 曼 女 生 问题 "产生 浓厚 兴趣 。1850 年 数学 
家 科 克 曼 提 出 如 下 问题 : 

“其 寄宿 学 校 有 15 名 女生 , 她 们 每 天 每 三 人 一 组 散步 , 同 应 起 桂 
安排 组 织 , 使 得 一周 内 每 位 女生 与 其 他 女生 同一 组 散步 怡 一 次 ?” 

1961 年 , 陆 家 义 把 自己 关于 科 克 曼 问 题 的 研究 论文 寄 给 中 国 科 
学 院 数 学 研究 所 ,一 年 后 退 稳 。 

1963 年 , 陆 家 闵 将 退回 的 稿子 修改 更 名 后 投 《 数 学 杂志 》, 一 年 
后 复 信 建议 改 投 它 刊 。1965 年 , 陆 再 次 把 稿子 修改 一 遍 , 并 投 《 数 学 
尝 报 》 1966 年 , 他 又 收 到 退 稿 通知 , 通知 上 书 五 个 大 字 : "此 文 无 价 
值 "。 接着 “十 年 动乱 ", 我 国教 育 科技 战线 全 面瘫 痪 , 陆 家 尺 的 论文 
已 无 刊 可 投 。 

1976 年 , 江青 集团 灭 它 , 但 极 左 思潮 阴魂 未 散 , 1978 年 和 1979 
年 陆 家 闵 两 次 投稿 缘 石 沉 大 海 , 章 到 冷 进 。 

1979 年 , 陆 家 闵 读 到 1974 年 出 的 《组 合 论 》( 美 哥伦比亚 大 学 出 
版 ) 杂 志 , 惊 逆 1971 年 科 克 曼 女生 间 题 由 意大利 数学 家 解决 并 发 表 
F 此 项 研究 论文 。 事 实 上 , 国外 的 研究 结果 比 陆 家 响 的 结 采 整整 晚 
了 十 年 ! 在 那 种 仇视 科学 .摧残 人 才 的 年 代 , 这 种 可 翡 的 串 件 并 非 侦 

1980 年 , 陆 家 放 在 朱 列 教授 的 帮助 下 把 他 六 篇 关于 组 合 数学 的 
论文 投向 美国 的 《组 合 论 ) 杂 志 , 都 是 关于 所 谓 " 斯 坦 纳 系 " 的 科研 成 
果 , 科 克 曼 女 生 问题 是 “斯 坦 纳 系 "的 特例 。 科 克 曼 女生 问题 有 解 : 

(一 ) 11,2,3{,14,8,12;,15,10,15;, 416,11,13!, ;7,9,14'; 

(一 ) 11,4,5:, ;2,8,10!,43,13,14:,16,9,15;,17,11,12'; 

(=) 11,6,7!, 12,9,11|, 413,12,157,14,10,14!,15,8,13!; 

(四 ) 11,8.94, 12,12,14|, 13,5,6!, 14,11,15;, 17,10, 131; 
(五 ) 11, 10,11 12,13,15},13,4,7!,15,9,12',16,8,14'; 
(六 ) 11,2,13!, 12,4,6!,13,9,10{,15, 11,14|, 417,8,13 1 
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(日 ) 41,14,15!, 12,5,71, 13,8,111 14,9, 13|, 416, 10, 12 | 。 

其 中 疏 ……! 是 一 个 三 人 组 ， (一 ) 古 指 星 期 一 等 等 , | ，.， .| 中 的 
效 宇 是 女生 的 “学 号 ” 

陆 家 义 投 去 国外 的 研究 结果 是 成 立 的 ， 解决 了 130 余年 世界 数 
学 淖 未 解决 的 难题 。 审 往 人 加 拿 大 多 伦 多 大 学 的 门 德 松 教授 高 度 评 
价 陆 家 闵 的 成 就 说 “这 是 世界 上 20 年 来 组 合 设计 方面 最 重大 的 成 
术 之 一 。” 

1983 年 3 月 ， 4 组合 论 》 杂 志 发 表 陆 家 闵 的 三 篇 论文 , 1983 年 4 
月 《组 合 论 ?杂志 发 表 陆 家 闵 的 另 三 篇 论文 

岳家 长 20 年 在 国内 奔走 呼号 , 无 人 理 蝇 . 中 国 科 学 成 就 , 首先 登 
在 外 国 刊 物 上 , 岂非 吊 吊 怪事 ! 

1983 年 , 中 国 邀 请 门 德 松 教授 来 华 讲学 ， 门 德 松 教授 吃惊 地 说 ; 
“请 我 去 讲学 ? 你 们 中 国 不 是 有 陆 家 闵 博士 吗 ?" 在 大 连 全国 首 尼 组 
合 数学 讨论 会 上 ， [ 德 松 特地 会 见 陆 家 义 ， 并 诚 奶 邀请 陆 家 义 到 多 伦 
多 大 学 工作 , 陆 家 义 表示 感谢 , 但 谢绝 说 . 我 愿 留 在 祖国 , 继续 为 组 
合 数学 研究 做 些 有 益 的 工作 。 -和 门 德 松 教授 把 多 伦 多 大 学 的 校徽 赠 
陆 家 久 留念, 并 邀 陆 去 加 拿 大 讲学 。 

陆 家 闵 出 身 贫 寒 ,长 期 受 极 左思 潮 迫 定 ， 馈 人 们 说 成 “追求 名 利 ” 
“ 走 日 专 道路 ”, 曾 送 “ 五 .十 干校 "接受 改造 ， 身心 受到 严重 损害 , 被 邀 
参加 学 术 会 议 需 要 自己 借 钱 做 路 费 , 还 要 受到 中 学 领导 的 阻挠 , 要 自 
己 找 到 代课 老师 才能 放行 。 一 家 四 口 人 . 始终 挤 在 十 平方 米 的 小 房 
了 于 里 生活 、 科 人 研 和 学 习 ， 叭 一 的 一 张 桌子 让 给 女儿 写作 业 , 他 自己 下 
在 土质 上 研究 世界 数学 难题 。 

1983 年 10 月 , 陆 家 闵 在 武汉 会 议 上 作 大 会 报告 义 要 记录 其 他 
数学 家 的 报告 , 返 包头 途中 已 有 气 无 力 , 一 到 家 里 实在 支撑 不 住 . 没 
品 儿 人 句 话 就 身 在 土 坑 上 睡 着 了 ， 从 此 再 也 没有 醒 来 ! 一 位 饱 经 坎坷 
的 年 轻 数学 家 , 与 世 长 辞 。 死 后 (人 民 日 报 》《 光 明日 报 ) 等 全 国 大 报 


好 玩 的 数学 


都 刊登 了 陆 家 闵 逝世 的 消息 和 他 的 重大 的 科研 成 惑 。 包头 市 和 内 家 
二 自治 区 政府 授予 他 特级 教师 称号 , 《人民 日 报 ) 发 表 题 为 《拼搏 二 十 
多 年 , 耗 尽 毕生 心血 ， 中 学 教师 陆 家 闵 攻克 世界 难题 “斯 坦 纳 系 "上 
专题 报道 , 组合 数学 会 组 织 “ 陆 家 义学 术 工 作 评 审 委 员 会 ， 对 他 的 工 
作 进 行 全 面 公平 的 评价 , 内 蒙古 自治 区 召开 表彰 大 会， 授予 他 目 治 区 
科技 进步 特等 奖 , 1987 年 ， 国家 科 委 ( 现 科技 部 ) 把 陆 家 义 的 成 用 评 
为 “国家 自然 科学 一 等 奖 ", 与 著名 数学 家 陈景润 并 名。 


| 有 数学 岂 能 孤立 日 己 


数学 本 应 有 应 用 广泛 的 品质 ,但 有 些 数学 家 一 方面 膏 日 己 研 袍 
的 东西 一 定 有 用 ， -方面 却 干 些 离 科学 与 生活 实际 越 来 越 延 的 全 务 
工作 。 他 们 的 “有 用 ”之 说 只 是 一 种 招牌 。 正如 一 个 笑话 里 说 的 那样 : 
基 甲 拱 了 一 堆 要 洗 的 衣服 , 抱 到 街 上 找 洗衣 店 ， 终于 看 到 一 店铺 门 前 
样 着 “洗衣 店 "的 招牌 , 便 走 进去 , 把 他 的 衣物 放 在 柜台 上 上 ， 店主 呈 屋 
地 问 久 您 这 是 干什么 ??" 甲 说 :我 来 洗衣 。 "店主 笑 上 是: “我 店 不 洗 在 
服 。" 甲 吃惊 地 辐 :” 为 什么 您 的 门 前 挂 有 洗衣 店 招牌 ”店主 党 诞 : 
“我 们 只 造 这 种 招牌 出 售 。" 即 使 在 所 谓 应 用 数学 当中 ， 挂 这 种 “洗衣 
店 " 式 招牌 的 数学 家 也 大 有 人 在 , 至 于 纯 数 学 家 ， 例如 芝加哥 的 数学 
权威 迪克 森 的 口头 禅 是 :“ 感 谢 上 帝 ,数论 之 无 用 处 。 “" 险 代 曾 是 英国 
数学 界 的 领袖 , 一 次 在 他 的 祝酒 词 日 :“ 祝 纯 数学 水 无 册 处 。" 连 招牌 
都 不 打 了 , 公然 以 数学 无 用 而 日 大 。 如 果 所 有 的 数学 家 都 这 么 主张 ， 
数学 岂 不 成 了 孤立 于 人 世 与 自然 界 之 外 的 神曲 了 ? 

笛 卡 儿 是 最 早 觉悟 的 数学 家 之 一 , 他 次: 我 决定 放弃 抽象 几何 ， 
即 放 弃 仅 有 智力 训练 价值 的 问题 , 研究 另 一 种 以 解 糙 自然 现象 为 日 
标的 几何 。 ”可惜 大 多 数 数学 家 从 现实 的 数学 模型 的 研究 中 抽 郧 ， 有 
人 其 至 认为 那 是 一 种 不 洁净 的 数学 , 而 专心 关注 数学 晶 身 产 生 的 问 
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题 , 这 等 价 于 他 们 放弃 了 科学 。 事 实 上 , 牛顿 的 微 积分 恰 为 研究 物理 
学 当中 的 实际 问题 而 提炼 出 来 的 数学 模型 , 数学 的 历史 已 证 明 与 物 
质 科 学 和 世间 的 事理 科学 联姻 ， 才 是 数学 繁荣 进步 的 正路 和 有 出 息 
的 发 展 方向 。 

在 数学 教育 方面 , 也 有 一 些 偏向 很 令 人 关心 , 教授 们 不 仅 自己 选 
择 那 些 易 于 求解 的 纯 数 学 问题 ， 不 取 面 向 迫切 需要 数学 家 解答 的 实 
际 问 题 ， 事 实 上 自然 界 的 精巧 和 复杂 远 胜 于 人 的 智慧 , 而 且 还 押 一 
号 脱 离 实际 的 由 数学 自身 提供 的 问题 定 为 其 博士 生 的 论文 题目 ,以 
便 能 及 时 完成 学 位 论文 答辩 , 把 这 种 数学 的 孤立 性 遗传 下 去 。 有 些 
数学 家 和 他 的 弟子 们 只 是 将 现 有 的 代数 .几何 与 分 析 当 中 的 有 具体 明 
确 的 公式 定理 等 用 更 一 般 的 、 更 抽象 的 新 术语 新 符号 重 写 一 下 ,反而 
合成 了 计算 与 推理 的 繁琐 与 不 便 。 它 仅仅 是 一 种 新 的 表述 ， 而 非 新 
的 数学 ,这 样 干 下 去 唯一 的 后 果 是 使 数学 更 加 孤立 。 正确 的 方向 是 
其 他 领域 挂钩, 从 中 寻找 有 价值 的 问题 和 研究 的 动力 正 是 对 目 然 
齐 的 研究 当中 , 才 会 产生 比 数学 家 闭门造车 重要 百倍 的 新 数学 , 试看 
氟 沌 、 模 糊 数 学 、 优 选 法 等 大 有 发 展 前 途 的 数学 分 支 , 哪个 不 是 起 源 
于 数学 家 与 物质 科学 的 互相 作用 。 

如 打 股 在 象牙 之 塔 中 , 却 抱怨 真正 的 应 用 数学 为 技术 服务 的 工 
作品 声 干扰 了 纯 数 学 的 高 雅 艺术 , 甚至 器 搞 应 用 数学 者 是 迟钝 的 工 
于 , 则 实在 是 自 绝 于 时 代 。 

数学 的 专门 化 越 分 越 细 也 是 使 得 数学 走向 孤立 和 死胡同 的 一 种 
原因 。 许多 数学 家 在 数学 王国 的 一 角 占 据 一 个 席位 ， 不 能 理解 他 们 
的 同事 在 另 一 角 做 的 数学 是 什么 , 甚至 彼此 连 所 用 的 语言 与 符号 都 
不 相识 , 一 篇 论文 登 出 来 ,只 有 本 讨论 班 的 成 员 能 看 仅 , 这 还 有 什么 
索 采 可 言 ! 

当代 著名 数学 物理 专家 柯 朗 批评 说 ;“ 数 学 不 过 是 一 个 从 定义 和 
假设 中 抽取 的 结论 组 成 的 体系 , 只 要 有 一 致 ( 相 容 ) 性 ， 除 此 之 外 数学 
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家 可 以 随心 所 欲 地 加 以 创造 ， 这 就 蕴含 着 对 科学 生命 力 的 一 种 严 寻 
的 威胁 。 如 果 这 样 , 数学 将 不 会 再 吸引 任何 有 知识 的 人 ， 它 将 是 没有 
动机 与 目标 的 定义 规则 和 推理 的 游戏 。 "美国 数学 泰斗 伯 克 截 夫 
(G.D.Birkhoff) 也 指出 :我 们 寄 希 望 于 未 来 ， 越 来 越 多 的 物理 学 家 
们 能 够 更 深刻 地 认识 数学 的 原理 , 而 数学 家 们 不 再 把 目 己 局 限 在 数 
学 机 象 的 美学 之 中 。” 物 质 科学 与 数学 必须 要 搞 联 合 。 

读数 学 家 中 有 人 公开 鼓吹 数学 孤立 主义 , 他 们 坚决 反对 数学 饿 
现实 的 俗 物 所 污染 ， 高 高 的 象牙 之 塔 挡住 了 其 中 深 居 简 出 的 数学 家 ， 
他 们 对 自己 的 孤立 志 得 意 满 。 例 如 哈佛 大 学 的 名 教授 斯 通 
(MLStone) 在 他 的 著作 《数学 革命 中 写 道 ,从 1900 年 以 来 ， 我 们 对 
数学 的 概念 或 者 有 关 的 一 些 观 点 已 经 发 生 了 重要 变化 ， 但 是 真正 涉 
及 思想 恋 革 的 还 是 发 现 它 是 完全 独立 于 物质 世界 的 。 数 学 看 来 与 物 
质 世 界 并 没有 必然 的 联系 。 堂 不 夸张 地 说， 这 个 发 现 标志 着 数学 史 
上 一 个 最 具 意 义 的 智力 进步 。 通过 进一步 的 研究 , 我 们 发 现 , 只 有 屁 
数学 与 其 应 用 分 离开 来 , 才 会 产生 这 种 新 的 发 展 方向 ,这 个 方 同 已 成 
为 其 旺盛 生命 力 和 发 展 的 真正 狼 果 。 

数学 只 有 脱离 过 去 那 种 必须 束缚 于 现实 的 茶 一 方面 的 状况 , 才 
能 成 为 我 们 用 计 打 碎 柳 锁 的 极端 灵活 的 有 力 工 上 只 。 

柯 朗 对 斯 通 的 观点 进行 了 批评 ， 认为 他 的 观点 是 一 个 危险 的 信 
号 ,表示 不 能 接受 数学 的 极 终日 标 起" 人 类 理性 的 光荣 "这 一 陈 词 汗 
调 . 柯 朗 在 肯定 数学 思维 是 通过 抽象 概念 来 运作 的 , 数学 思想 需要 
机 象 概念 的 逐步 精练 .明确 和 公理 化 的 同时 ,严正 堂 各， 无 视 应 用 将 
导致 整个 数学 的 孤立 甚至 盔 。 

斯 通 的 观点 是 错 的 。 汉 诺 伊 曼 说 ; “无 可 否认 ,数学 上 菏 些 最 了 
不 起 的 灵感 ,那些 想像 之 中 纯 街 “能 再 纯 的 数学 分 支 中 的 最 好 的 天 
感 , 全 部 来 源 于 自然 科学 。 

现代 数学 的 正确 方向 应 该 是 着 重 发 展 那些 与 现代 科学 技术 育 丸 
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7 〇 思想 篇 


有 关联 的 、 与 计算 机 科学 有 关联 的 数学 分 支 , 不 宜 鼓励 青年 数学 家 二 
冲击 诸如 四 色 猜 想 、 哥 德 巴赫 猜想 之 类 的 经 典 难题 。 抽 象 与 理论 必 
须 里 视 , 但 干 万 不 宜 过 分 强调 , 甚至 以 不 联系 实际 为 荣 。 不 能 使 数学 
成 为 孤立 于 社会 和 自然 科学 之 外 的 贵族 文化 。 


1, 咱 数学 是 一 种 文化 


现在 姑 体 上 和 民间 流传 各 种 名 目的 所 谓 “x x 文化 ”诸如 “企业 
文化 “ 茶 文 化 “ 食 文 化 ”, 等 等 , 还 未 见 媒 体 上 有 称呼 “数学 文化 ”者 。 
各 实 上 ,数学 不 但 是 一 种 文化 , 而 且 是 各 种 文化 当 中 最 为 高 雅 、 最 为 
重要 的 文化 之 一 。 文化 是 指 人 类 在 社会 历史 发 展 过 程 中 所 创造 的 精 
种 财富 , 文学 艺术、 教育 和 科学 都 是 文化 。 可 见 数学 确 为 人 类 文化 
的 重要 组 成 部 分 。 

从 日 常 的 语言 文字 当中 , 就 可 以 听见 看 见 数学 文化 的 直观 表现 
例如 很 多 成 语 之 所 以 含义 深刻 就 得 益 于 数学 下 面 略 举 几 例 。 

山 不 管 三 七 二 十 一 :3x7= 21 是 数学 规律 ， 不 管 三 七 二 十 一 指 
人 攻 人 干事 不 按 规律 办 ,有 点 冒险 , 很 可 能 出 错 。 

以 一 不 做 二 不 休 : 在 数学 中 2 是 1 的 后 继 , 某 人 干 了 -一 件 坏事 或 
公事 ,他 紧 跟着 又 继续 干 另 一 件 坏 囊 ， 第 二 件 事 是 第 一 件 事 的 后 继 和 

一 百 八 十 度 大 转弯 . 指 一 个 人 本 来 是 顺 着 正 半 x 轴 行 进 , 突然 
竺 癌 , 沿 x 轴 负 半 轴 的 方向 行进 , 意思 是 他 突然 把 自己 的 观 点 主张 变 
成 相 及 的 观点 主张 ,两 者 的 方向 夹 角 为 180*。 

区 十 拿 九 稳 : 指 办 事 成 功 的 概率 为 0.90, 成 功 的 可 能 极 大 。 

中 二 分 治 七 分 养 : 指 病人 康复 有 两 种 途径 : 治疗 和 休养 . 两 方面 
的 加 权 数 不 一 致 ,“ 治 ”的 权 为 0.3,* 养 的 权 为 0.7 应 以 正确 的 休养 
昱 理 为 主 。 
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中 三 年 清 知府 , 十 万 雪花 银 : 揭露 所 谓 清 官 的 具 面 日 ， 二 年 的 信 
污 受 峭 有 十 万 两 白银 ,平均 每 年 贪污 受贿 100000 一 3= 33333.3( 两 )， 
每 天 平均 贪污 受贿 100000 二 (365X3)=91.3242( 两 )， 即 这 位 知府 大 
人 每 天 搜刮 民 脂 民 襄 91 两 3 钱 白银 , 此 语 定量 地 描述 了 官 僚 的 腐败 
程度 。 

中 不 三 不 四 ;模糊 数学 的 表达 , 意思 是 指 某 人 不 老实 。 

四 略 知 一 二 ;只 知道 10% 至 20% , 表示 自己 知之 蔚 少 ， 谦虚 之 
这 

60 年 风水 轮流 转 : 意 指 世 道 周期 性 变化 。 甲 乙 丙 丁 凡 己 庚 斑 
千 合 为 十 天 乾 , 子 丑 实 卵 辰 已 午 未 申 西 成 玄 为 12 地 文 , 10 与 12 的 
“天 地 ”最 小 公 倍 数 为 60, 每 60 年 一 轮 , 例如 , 2000 年 是 “ 康 辰 年 ”， 
2060 年 必 亦 为 康 展 年 。 中 国 的 《 易 经 》, 甚至 民间 的 封建 迷信 算命 活 
动 之 中 也 有 数字 文化 的 参与 。 

另外 ,音乐 上 的 “简谱 ”用 数学 1( 都 )234567 来 与 ; 家 居 的 门窗 等 
都 造成 轴 对 称 形 , 等 等 , 也 都 渗透 着 数学 文化 的 踪影。 

数学 与 人 类 文明 同 生 共存 .相依 为 荣 的 现象 俯 拾 即 征 ， 整体 人 类 
文化 当中 处 处 含有 数学 文化 的 内 容 。 一 点 数学 都 不 懂 的 人 必然 没有 
文化 每 年 高 校 招生 , 考 文科 的 同学 也 必 考 数学 , 可 见效 学 文化 对 社 
会 科学 和 文学 艺术 也 是 重要 的 基础 。 一 个 人 欲 使 目 已 具有 深 头 的 文 
化 修养 , 数学 是 他 的 必修 诛 。 

当今 社会 日 趋 数学 化 , 随 着 人 类 生活 质量 的 提 局 ， 生产 力 的 发 展 
和 科学 文化 的 进步 ,数学 文化 迅速 介入 一 切 领域 ， 高 技术 实则 为 一 种 
数学 技术 , 即 指 把 现实 问题 转述 成 一 个 相应 的 数学 问题 ， 且 用 计算 机 
加 以 解决 或 用 数学 理论 定性 定量 地 加 以 饶 究 ， 得 出 那个 现实 问题 的 
定量 结论 或 重要 属性 。 一 | 科学 现代 化 的 水 平 近似 地 可 以 用 该 学 科 
的 研究 与 表述 当中 所 消耗 的 数学 含量 来 度量 。 一 门 学 科 , 哪怕 是 社 
会 科学 , 如 果 它 的 数学 含量 短缺 , 则 它 面 临 着 两 种 前 途 , 要 么 被 淘汰 ， 
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要 么 加 速 数 学 化 ,例如 经 济 学 、 社 会 学 已经 开始 数学 化 , 且 初 见 成 效 。 

效 学 不 仅仅 是 为 科学 服务 的 “伙计 ”, 数学 、 自 做 科学 和 社会 科学 
征 三 个 互相 促进 互相 沙 透 的 “伙伴 ”和 朋友 数学 既 不 是 科学 的 皇后 ， 
也 不 是 科学 的 奴仆 。 相 对 而 言 ， 现代 数学 文化 处 于 人 类 文化 的 较 高 
层次 ,数学 在 近代 人 类 文化 当中 是 有 优势 的 主要 依靠 其 准确 性 、 严 
密 性 、 抽 象 性 和 应 用 的 广 这 和 无 孔 不 入 而 取得 了 优势 , 加 之 它 证 明 中 
远 尼 推理 的 简洁 有 力 和 问题 的 趣味 性 ， 从 而 具有 美学 意义 下 的 艺术 
性 和 诱 人 魅力 。 

数学 文化 中 所 使 用 的 数学 语 言 是 高 级 形式 的 语言 , 它 具 有 绘画 
与 普 乐 那 种 全 球 性 , 甚至 有 人 猜测 它 可 能 具有 超越 地 球 文化 的 广度 ， 
所 以 在 探索 是 否 有 外 星人 存在 时 ， 发 往 罕 宙 的 呼唤 信息 当中 , 就 有 意 
发 出 了 数学 符号 和 公式 , 企图 求 得 知音 。 出 于 数学 是 表述 宇宙 的 语 
言 , 各 真有 外 星人 ， 或 许 他 们 能 听 懂 这 种 数学 语言 。 数 学 语言 中 有 些 
有 趣 的 符号 , 例如 

|: 非 ,例如 1(1=2), 表 示 1 关 2。 

信 : 杞 ,例如 (zx 二 100) A (zx 宇 100), 表示 x 不 大 于 100 也 不 小 于 
100, 只 有 xz = 100。 

V :或 ,例如 (z=1)V (y=1), 表 示 z 与 y 中 至 少 有 一 个 是 1。 


一 :如果 -…… 则 ……, 例如 9 = 2 广 sin0 =1, 表示 如 果 9 = 7 
则 sing = 1。 

今 ; 当 且 仪 当 , 例如 zx’=1S(r=1)V (XK 三 一 1), 表示 x?=1 当 
月 仅 当 xz=1 或 += —1。 

VY :对 任意 给 定 的 ; 了 :存在 ， :使 得 , 例如 ,YY x EER, jy€R, 
Dr+y=0, 表示 对 任意 给 定 的 实数 zz 存在 实数 y, 使 得 过 + y=0。 

数学 语言 符号 化 , 精确 化 程度 高 , 没有 日 党 用 语 中 的 歧义 现象 。 

用 数学 语言 写成 的 同一 个 数学 模型 可 以 刻画 白 然 界 和 人 类 社会 
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中 许多 不 同 的 变化 , 数学 文化 统一 者 晶 然 与 社会 的 规律 。 例 如 数学 
模型 
r+y=100 
4x+2y=300 

才 示 ,“ 鸡 兔 同 笼 , 其 头 共 100 只 , 其 足 共 300 人 ^， 求 鸡 免 各 几 只 ?7 也 
可 以 表示 “300 元 钱 买 来 100 文笔 ， 其 中 钢笔 每 支 4 元 , 圆珠笔 每 文 2 
元 , 问 钢笔 圆珠笔 各 几 支 ”等 等 。 

数学 文化 无 阶级 性 , 不 会 出 现 某 些 内 容 因 为 改朝换代 而 废除 的 
现象 。 在 社会 科学 乃至 某 些 自然 科学 当中 ， 一 代 人 抛弃 前 代 人 建立 
的 理论 的 现象 司空 见 惯 ,数学 当中 则 是 下 一 代 人 更 上 一 层 屡 。 

数学 文化 是 一 个 人 整体 文化 素质 的 重要 标记。 它 使 人 说 话 办 事 
条 理 清楚 , 逻辑 严谨 , 符合 理性 标准 , 守 时 守 约 ， 具有 准确 可 靠 风 十 
质 。 一 个 社会 , 如 果 多 数 国 民 的 数学 文化 修养 太 低 , 人 们 心中 无 数 ， 
办 事 不 守信 用 , 言行 不 合 规定， 经 营 不 知 得 失 ， 那么 这 个 社会 绝 不 会 
繁荣。 为 什么 在 经 商 中 文化 程度 高 的 人 容易 万 利 致 吕 ， 一 个 重要 和 有 
景 是 这 些 人 有 数学 头脑 , 是 数学 中 的 运筹 优化 观点 和 风险 观点 在 起 
作用 。 

在 自然 科学 当 中 数学 文化 起 着 车 马 桥 舟 的 作用 ， 在 科学 史上 受 
惠 数 学 得 到 成 功 的 事件 数不胜数 , 例 如 丹麦 伟大 的 天 文学 家 第 合十 
会 年 食 宿 山头 ,日夜 观 测 天 象 , 积 素 了 巨 量 的 天 文 数 据 , 可 叹 至 死 木 
找 出 星 展 运 行规 律 的 准确 公式 。 第 谷 去 世情 ， 弟子 开 普 勤 接 过 师长 
的 宝贵 资料 , 进行 数学 分 析 和 推理 ， 终于 得 出 第 谷 梦 号 以 求 的 行 性 运 
动 三 大 定律 。 行星 运动 三 大 定律 是 人 类 科学 史上 最 重大 的 成 融 之 
_ 是 数学 文化 与 实验 科学 联姻 哺育 的 天 文学 长 子 。 科 学 史上 第 一 
个 精彩 事例 是 更 国 的 亚当 斯 和 法 国 的 勒 维 烈 通过 复杂 的 数学 分 析 - 
推理 , 预报 了 当时 尚 无 人 所 知 的 一 颗 行星 的 存在 。 且 明 确 预 报 了 这 
师 星 必 于 何 时 出 现 于 何 处 , 结果 人 们 果然 在 其 时 其 地 观测 到 了 这 币 
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至 的 出 现 , 这 颗 星 就 是 今日 所 称 的 “海王 星 ” 征 太 阳 系 的 第 八 颗 行 
年; 数学 文化 ,叹为观止 1 

数学 文化 在 人 类 科学 技术 和 精神 文明 中 的 作用 ， 不 论 怎 么 估计 ， 
也 不 会 过 分 。 

由 于 数学 文化 需要 经 过 艰苦 勤奋 的 学 习 才 能 获得 ， 不 肯 动 脑 动 
于 的 人 难以 修成 , 外 表 又 不 侯 电视 小 说 等 别 样 文化 那 般 通俗 易 懂 , 声 
色 俱 全 , 加 之 搞 数 学 的 人 清苦 贫寒 , 无 职 无 权 ， 容易 被 崇拜 权 钱 的 良 
入 所 不 和 敬 , 所 以 目前 具有 数学 文化 修养 者 并 不 占 国 民 之 多 数 , 古今 中 
外 ,都 是 如 此 ,不 怪 大 数学 家 P.R. 哈 尔 莫 斯 感叹 道 . “其 至 受过 教育 
的 人 们 , 都 不 知 我 的 学 科 的 存在 , 这 使 我 感到 伤心 数学 是 看 不 见 的 
文化 。 
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赤 书 向 读者 展示 了 数 .图 .几何 .组 合 、 模 糊 混 沌 .危机 和 思想 诸 
方面 的 内 容 , 其 中 有 趣 的 问题 .漂亮 的 图 形 、 强 有 力 的 逻辑 和 深刻 的 
数学 思想 实在 令 人 陶醉 ,同时 还 介绍 了 数学 史上 处 于 领袖 地 位 的 多 
僻 数 学 家 的 传记 与 贡献 , 使 我 们 做 人 做 学 问 有 了 榜样 。 转 于 本 书 对 
坊 者 的 定位 ,我 们 只 能 用 + - x 二 来 讲 数学 , 所 以 讲 出 的 远 非 数学 科 
党 的 全 狐 . 不 过 我 们 已 经 从 此 领略 了 数学 之 美妙 ,深刻 严谨、 有 用 。 

书 中 介绍 的 数学 名 题 ,给 出 解答 者 , 我 们 当然 要 尽情 欣赏 ;未 被 解 
必 关 例如 哥 德 巴赫 猜想 .四 色 定 理 的 书面 证 明 等 , 奉劝 读者 干 万 不 要 
经 率 地 向 这 些 大 问题 挑战 , 不 能 盲目 冲击 这 些 老 大 难 的 问题 而 走 入 宦 
日 自信 的 误区 ， 这些 问题 都 经 受过 众多 大 数学 家 的 长 期 研究 仍 不 得 其 
角 其 难度 可 能 比 人 们 估计 得 还 要 大 。 读者 应 该 把 学 习 研 究 的 内 容 限 
制 在 力所能及 的 范围 之 内 。 

不 少数 学 游戏 , 在 数学 史上 曾 起 过 特殊 的 作用 , 不 能 持 轻 视 的 态 
应 ”例如 18 世纪 的 七 桥 游戏 就 是 图 论 与 拓扑 学 的 种 子 , 欧 拉 解 决 七 桥 
问题 的 思想 方法 开创 了 图 论 与 拓扑 学 的 研究 , 欧 拉 被 誉 为 图 论 之 父 。 
在 这 种 作用 的 游戏 还 有 哈密 顿 周游 世界 的 游戏 和 生命 游戏 ,等 等 。 

尝 习 数 学 最 好 的 途径 是 自己 动笔 做 数学 ,读者 不 妨 以 本 书 上 的 
司 题 为 出 发 点 ,举一反三 , 找 一 些 同类 问题 亲自 解 解 看 , 那样 你 的 体 
帮会 则 深入 留心 你 身边 的 事 和 物 ,从 其 间 你 一 定 会 发 现 与 本 书 讲 
二 的 内 容 有 密切 关系 的 问题 待 你 去 解答 。 书 中 讲 出 的 一 些 实际 应 用 
问题 读者 最 好 自己 动手 演习 一 下 , 例如 自己 编 一 组 密码 , 其 传输 的 
汉语 内 容 由 自己 任意 确定 ;用 非 规 尺 来 三 等 分 角 、 倍 立方 或 化 圆 为 
方 , 买 - 块 豆腐 或 蛋 粒 真 的 去 切 分 ; 找 一 些 细 绳 来 实际 捆扎 一 下 点 心 
会 .做 -个 20 面体 的 纸 制 模型 且 在 其 上 实行 前 分 , 使 得 剪 成 两 部 分 ， 
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把 20 面体 的 每 个 面 剪 成 两 部 分 而 不 过 其 顶点 ; 约 朋 友 进 行 图 上 智 斗 
或 做 生命 游戏 , 等 等 , 一 定 会 兴趣 伪 然 , 比 一 般 的 玩 牌 玩 棋 更 高 雅 更 
愉悦。 

至 于 数学 思想 与 数学 文化 的 内 容 , 本 书 只 是 粗浅 介绍 了 了 一旦 可 
以 言 之 成 理 的 观点 , 也 许 只 能 算 一 家 之 诗 , 读者 尽 可 以 批判 的 精神 中 
辨 之 。 事 实 上 , 科学 的 最 基本 的 精神 就 是 批判 , 最 基本 的 态度 就 是 疑 
问 。 数 学 是 严肃 的 .求实 的 , 它 是 人 类 文化 中 最 进步 的 因素 , 它 超 越 
民族 与 国界 , 超越 党 派 与 信仰 , 原则 上 不 隶属 于 任何 有 哲学 , 它 只 隶属 
于 人 类 进步 的 科学 文化 。 

当然 ,数学 并 非 是 真理 的 化 号, 科学 的 皇后 , 也 不 是 精确 论证 的 
顶峰 和 关于 宇宙 设计 的 真理 。 本 书 讲 的 混沌 、 模 糊 、NPC 问题 , 以 及 
几 次 数学 危机 和 哥 德 尔 不 可 判 命题 已 经 宣布 数学 的 确定 性 不 是 绝对 
的 , 它 的 确定 性 在 一 定 条 件 下 是 可 能 丧失 的 。 

本 书 对 具体 数学 问题 的 选取 , 除了 要 有 趣 之 外 , 主要 是 向 有 用 倾 
斜 ,作者 不 是 “为 数学 而 数学 "的 唯美 数学 观 的 拥护 者 ,作者 认为 一 个 
数学 分 支 不 能 引起 除了 本 分 支 的 任何 别人 的 兴趣 时 , 和 它 怕 是 要 翁 死 
了 。 事实 上 ,每 个 数学 分 支 中 的 第 一 批 问 题 往 往 是 从 经 验 中 提取 的 ， 
是 由 外 部 现实 世界 中 产生 的 , 数学 在 工业 社会 中 , 在 当今 信息 社会 
中 , 都 在 扮演 着 举足轻重 的 实用 角色 , 我 们 的 现实 世界 已 经 ”不 可 一 
日 无 此 君 "了 。 篆 卡 儿 有 和 名言 日 : “一切 问题 都 可 以 化 成 数学 问题 。” 
诺 伊 曼 直 言 :“ 数 学 中 一 切 最 好 的 灵感 ,其 至 人 们 可 以 想像 的 最 纯 的 
数学 中 的 灵感 ,都 是 来 目 自 然 科学 的 。” 他 还 说 :“ 数 学 方法 入 侵 上 日 然 
科学 的 理论 部 分 , 并 在 那里 起 主导 作用 。” 在 社会 科学 当中 , 许多 重 
要 的 分 支 , 例如 经 济 学 , 已 经 发 展 到 不 懂 数 学 的 人 望 和 全 莫 及 的 阶段 。 
最 伟大 的 数学 家 如 阿 基 米 德 、 牛顿. 欧 拉 和 高 斯 等 , 总 是 以 同等 的 革 
要 性 把 数学 理论 与 实用 统一 起 来 。 事 实 上 , 没有 什么 科学 文化 比 数 
学 更 早 越 更 有 用 。 数 学 是 目 然 科 学 的 保姆 , 一 个 国家 的 科学 发 展 水 
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平 ,可 以 用 它 使 用 的 数学 的 质 与 量 来 衡量 , 一 个 数学 不 发 展 的 国家 半 
能 强大 ?中 国有 民 好 的 数学 传统 , 可 望 成 为 21 世纪 的 数学 强国 , 进 
而 成 为 各 方面 都 领先 的 世界 强国 。 

当今 数学 发 展 极 快 ,数学 已 有 近 百 种 分 支 , 每 年 有 几 万 篇 的 数学 
论文 发 表 , 非 数 学 家 对 这 些 新 成 有 果 跨 感 难 懂 。 数 学 已 经 是 一 个 巨大 
的 复杂 的 知识 文化 体系 , 急需 同 非 数学 专业 的 人 们 宣传 普及 数学 的 
内 容 、 思 想 和 方法 , 可 惜 在 向 广大 群众 进行 科普 时 , 和 理化 .天 、 地 、 
生 各 专业 的 科学 家 相 比 , 数学 家 最 为 难 , 名 列 倒数 第 一 , 这 可 能 与 数 
学 的 儒 写 个 通俗 、 内 容 太 抽象 有 天 。 本 书 是 数学 科普 的 一 种 尝试 , 在 
写作 的 知识 面 和 表述 方式 上 斗 胆 做 了 一 些 试验 , 企图 只 用 + 一 x 二 
把 众多 有 趣 有 用 的 数学 问题 讲 明白 ,不 知 是 否 能 够 如 辜 。 

愿 读 阁 人 人 至 欢 数学 , 通过 数学 学 习 , 个 个 机 敏 有 为 , 从 数学 素 
奈 的 培养 当中 获得 非 本 能 的 留 革 和 科学 与 生活 的 灵气 。 
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